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Vorwort. 

Die  ^^Vorlesungen  über  Differential-  und  Integral -Rech- 
nung*^, welche  ich  hiermit  der  Öffentlichkeit  übergebe,  sind  in 
erster  Linie  für  Studirende  an  Technischen  Hochschulen  be- 
stimmt; ich  darf  jedoch  hoffen,  dass  sie  auch  von  Studirenden 
der  Mathematik  im  engeren  Sinne  mit  Nutzen  werden  gebraucht 
werden. 

Bei  Abfassung  derselben  war  es  mein  Bestreben,  mich 
auf  den  Boden  der  modernen  Forschung  zu  stellen  und  in 
Bezug  auf  die  Auswahl  des  Stoffes  und  seine  Verfolgung  ins 
Einzelne  jene  Grenzen  einzuhalten,  welche  mir  durch  den 
Zweck  des  Buches  geboten  erscheinen.  Für  den  Studirenden 
der  technischen  Disciplinen  bildet  die  Differential-  und  Inte- 
gral-Rechnung in  der  Regel  den  Abschluss  der  mathematischen 
Vorbildung;  er  soll  in  den  betreffenden  Vorlesungen  neben 
einer  tüchtigen  Schulung  des  Geistes  jene  Kenntnisse  erwerben, 
die  zu  einer  wissenschaftlichen  Erfassung  und  Behandlung  der 
Probleme  der  Technik,  zum  Verständnis  der  reichen  Litteratur 
auf  diesem  Gebiete  erforderlich  sind.  Für  denjenigen,  welcher 
die  Mathematik  zu  seinem  Berufsstudium  erwählt  hat,  ist  eine 
gründliche  Einführung  in  die  Methoden  und  den  Formelappa- 
rat der  Infinitesünal-Rechnung  die  unerlässliche  Voraussetzung 
eines  erfolgreichen  Betriebes  specieller  Fachstudien.  Rücksicht- 
lich beider  Kategorien  empfiehlt  es  sich,,  den  theoretischen 
Aufbau  auf  jenes  Maass  zu  beschränken,  das  mit  den  vorhan- 
denen mathematischen  Kenntnissen  und  dem  unmittelbaren  Be- 
düi'fiiisse  in  richtigem  Einklänge  steht. 

Was  bei  dem  Techniker  durch  das  specielle  Ziel  des 
Studiums  der  Infinitesimal-Rechnung  bedingt  ist,  das  erfordern 
bei    dem    angehenden   Mathematiker   didaktische  Rücksichten: 
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IV  Vorwort. 

ich  meine  die  organische  Verbindung  der  Theorie  mit  ihrer 
Anwendung.  Der  Techniker  studirt  die  Mathematik,  um  da- 
von bei  der  Lösung  wichtiger  Probleme  der  grossen  Praxis 
Gebrauch  zu  machen;  dem  Mathematiker  dienen  die  Anwen- 
dungen nicht  so  sehr,  das  Studium  zu  beleben,  als  vielmehr 
es  zu  vertiefen,  die  klare  Erfassung  der  theoretischen  Sätze 
zu  vermitteln.  Dass  es  vornehmlich  die  geometrischen  An- 
wendungen der  Analysis  sind,  welche  sich  för  diesen  Zweck 
empfehlen,  bedarf  kaum  der  Begründung;  um  in  sie  einzu- 
treten, ist  eine  specielle  Vorbereitung  nicht  erforderlich,  und 
die  Probleme  der  Mechanik,  Physik  und  Geodäsie  schliessen 
sich  ihnen  eng  an. 

Bei  der  Auswahl  der  Beispiele  hielt  ich  mir  vor  Augen, 
dass  es  sich  nicht  darum  handeln  darf,  zum  alleinigen  Zwecke 
der  Einübung  die  Formeln  auf  eine  Reihe  mehr  oder  weniger 
gleichartiger  Fälle  anzuwend^i.  Vor  allem  kam  es  mir  darauf 
an,  überall  dasjenige  klar  hervortreten  zu  lassen,  was  jeweilen 
beleuchtet  werden  sollte;  ausserdem  aber  suchte  ich  durch  die 
Beispiele  den  zugeführten  Wissensstoff  zu  vermehren. 

Dass  die  geometrische  Interpretation  der  analytischen  Sätze 
ausgiebig  herangezogen  wurde,  versteht  sich  bei  den  Zielen  des 
Buches  von  selbst. 

Wie  weit  die  getroffene  Auswahl  des  Stoffes  tmd  seine 
Darstellung  im  Einzelnen  mit  den  eben  gekennzeichneten  In- 
tentionen sich  decken,  darüber  hat  das  fachmännische  ürtheil 
Anderer  zu  entscheiden.  Bezüglich  der  Litteratur,  welche  ich 
bei  der  Ausarbeitung  der  Vorlesungen  vornehmlich  zu  Rathe 
zog,  verweise  ich  auf  das  den  Band  beschliessende  Verzeichnis. 

Noch  liegt  es  mir  ob,  der  Verlagsbuchhandlung  für  die 
gediegene  Ausstattung  und  meinem  Assistenten,  Privatdocenten 
Dr.  Karl  Zsigmondy,  für  seine  freundliche  Hilfe  bei  der 
Druckrevision  zu  danken. 

Wien,  Neujahr  1898. 

E.  Czuber. 
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Difierential-Bechnimg. 


Erster  Abschnitt. 
Variable  und  Functionen. 

§  1.    Sntwiokelung  des  Zahlbegrüfii. 

L  Grundlage  der  Arithmetik  ist  die  natürliche  Zahlenreihe. 
Werden  auf  die  Zahlen  derselben  die  Operationen  des  Addi- 
renSy  Mültiplicirens  (Bilden  einer  Summe  aus  mehreren  gleichen 
Summanden)  und  Potenjsirens  (Bilden  eines  Products  aus  meh- 
reren gleichen  Factoren)  angewendet,  so  fOhrt  dies  über  jene 
Zahlenreihe  nicht  hinaus,  d.  h.  das  Resultat  ist  immer  wieder 
eine  Zahl  dieser  Reihe. 

2.  Die  der  Multiplication  inverse  Operation,  die  Divisianj 
welche  verlangt,  zum  gegebenen  Product  und  einem  gegebenen 
Factor  den  andern  Factor  zu  finden,  hat  ihre  Lösung  in  der 
Zahlenreihe  nur  dann,  wenn  das  Product,  der  Dividend,  ein 
Vielfaches  des  bekannten  Factors,  des  Divisors,  ist.  Um  sie 
auch  im  andern  Falle  ausführbar  zu  machen,  ist  die  SchafiPung 
neuer  Zlahlen  nothwendig.  Von  der  Voraussetzung  ausgehend, 
dass  die  naUirliche  Einheit  in  jede  beliebige  Anzahl  gleicher 
Theile  theilbar  sei,  zerl^  man,  um  die  Division  a:b  za  voll- 
ziehen, jede  der  a  Einheiten  des  Dividends  in  h  gleiche  Theile 

—  ein  solcher  sei  mit  y  bezeichnet  —  und  vermag  nun  die 
ab  neuen  Einheiten   des  Dividends,   von  der  Ghrosse  -r-,   als 

Summe  von  b  gleichen  Summanden  darzustellen,  deren  jeder 
a  solcher  neuen  Einheiten  umfasst;  ein  solcher  Summand  stellt 
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nun,  der  Definition  der  Multiplication  gemäss^  das  Resultat 
der  vorgelegten  Division^  den  Quotienten^   dar  und  wird  mit 

y  bezeichnet.  Eine  Zahl  dieses  Bildungsgesetzes  wird  Brtich 
genannt;  wahrend  die  natürliche  Zahl  a  ein  Aggregat  natür- 
licher Einheiten  vertritt,  bedeutet  der  Bruch  y  ein  Aggregat 

ebenso  vieler  Brucheinheiten,  deren  b  eine  natürliche  Einheit 
ausmachen. 

Die  Vergleichung  der  Brüche  unter  einander  und  mit 
ganzen  Zahlen,  also  auch  ihre  Anordnimg  nach  der  Grösse, 
beruht  auf  der  Möglichkeit,  sie  auf  gleichen  Nenner  zu  bringen, 
d.  i.  als  Aggregate  gleicher  Brucheinheiten  darzustellen;  als 
gemeinsamer  Nenner  ist  jedes  gemeinschaftliche  Vielfache  der 
vorhandenen  Nenner  verwendbar;  die  Vergleichung  erfolgt 
dann  an  natürlichen  Zahlen,  den  Zahlern  der  transformirten 
Brüche.  Auf  denselben  Umstand  gründet  sich  die  Thatsache, 
dass  man  zwischen  zwei  ungleiche  Brüche  immer  wieder  Brüche 
einschalten  kann;  man  wähle  als  gemeinsamen  Nenner  ein  so 
grosses  Vielfache  der  beiden  Nenner,  dass  die  neuen  Zähler 
um  mehr  als  eine  Einheit  sich  unterscheiden,  so  dass  zwischen 
sie  andere  Zahlen  eingeschaltet  werden  können. 

Die  Vergleichung  der  Brüche  und  ihre  Anordnung  nach 
der  Grösse  wird  auch  erreicht  durch  eine  Darstellung  derselben, 
welche  jener  der  natürlichen  2iahlen  im  dekadischen  Zahlen- 
system nachgebildet  ist;  man  verwandelt  die  Brüche  in  Aggre- 
gate von  Bruchtheilen  nach  dem  Nenner  10  und  seinen  auf- 
einander folgenden  Potenzen  und   bezeichnet  diese  Form    als 

Decimalbruch.    Ist  -|-  ein  auf  seine  kleinste  Benennung  redu- 

cirter  Bruch,  so  lehrt  die  Arithmetik  ein  Verfahren,  durch 
welches  man  ihm  die  Gestalt 

b  "o  ^  10  ^  10«  ^  10»  ^ 
verleiht,  wobei  o^  eine  natürliche  Zahl  bedeutet,  während 
unter  a^,  c^;  c^; .  • .  je  eine  der  zehn  Ziffern  0,  1,  2, ...  9  zu 
verstehen  ist.  Das  betreffende  Verfahren  schliesst  von  selbst, 
wenn  b  Theiler  einer  Potenz  von  10,  also  nur  aus  den  Factoren 
2  und  5  zusammengesetzt  ist;  im  andern  Falle  bietet  hier  die 
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Arithmetik  das  erste  Beispiel  eines  tmbegremt  fartsetebaren 
Sechenprocesses  dar^  aber  eines  solchen  von  besonderer  Art. 
Nach  einer  beschiunkten  Anzahl  von  Bechnnngsoperationen 
ist  nämlich  der  ganze  weitere  Ablauf  des  Processes  festgestellt, 
indem  von  einer  bestimmten  Stelle  an  eine  gewisse  Orappe 
von  Ziffern  «r+i»  ^r+S;  •  •  •  cir-^p  bestöndig  sich  wiederholt. 
Auf  Grund  dieses  periodischen  Verlaufes  ist  es  möglich,  den 
unbegrenzt  fortsetzbaren  oder  unendlichen  Decinuitbmch  mit 
Hilfe  einer  beschränkten  Anzahl  von  Zeichen  erschöpfend  dar- 
zustellen. 

Bildet  man  aus  dem  unendlichen  Dedmaibruche,  der  in 
dem  letztgedachten  Falle  entsteht,  der  Reihe  nach  die  ab- 
gekürzten Decimalbrüche 


(1) 


«1—  «0  +  ^ 


10 


a.     .      ff« 


io  "r  TöJ 


10    '    10« 


so  liegt  es  in  der  Natur  des  Bechenprocesses,  durch  welchen 
diese  gewonnen  werden,  dass  sie  niemak  abnehmen,  sondern 
im  Allgemeinen  wachsend  fortschreiten,  und  dass  für  jedes  n 
aus  der  Reihe  0,  1,  2, . . . 

10* 


(2)  <^n<-<an  +  —  -^n, 


so  zwar,  dass  der  unterschied 

und  dass  er  also  durch  Wahl  von  n  kleiner  gemacht  werden 
kann  als  ein  beliebig  kleiner  Bruchtheil  s  der  Einheit.  Und 
da  jeder  später   folgende   abgekürzte  Decimalbruch   an-\-v  im 

Allgemeinen  grosser  ist  als  a«  und  doch  unter  y  bleibt,  so 
ist  auch  der  Unterschied 

(4)  0.+,— a^<^, 
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welche  der  Zahlen  1^  2^  3^  •  •  •  man  ftir  v  setzen  mag,  und 
somit  kann  auch  dieser  Unterschied  durch  Wahl  von  n  unter 
die  Grosse  s  gebracht  werden. 

Man  hat  also  in  der  unbegrenzt  fortsetzbaren  Folge  der 
abgekürzten  Decimalbrüche 
(5)  %j  Ol,  Oj,  0,, . . . 

eine  Reihe  von  Brüchen ,  welcher  folgende  Eigenschaften  zu- 
kommen: 1)  Keines  ihrer  Glieder  kommt  dem  Bruche  y  gleich; 

2)  man  kann  n  so  gross  wühlen,  dass  der  Unterschied  On^^ — a«, 
bei  jedem  v  kleiner  ausfallt  als  der  beliebig  klein  festgesetzte 

Bruchiheil  s  der  Einheit;    3)  der  Unterschied  y  —  a»  kann 

gleichfalls  durch  entsprechende  Wahl  Ton  n  kleiner  gemacht 
werden  als  ein  beliebig  klein  festgesetztes  a.  Dieser  Sachverhalt 
wird  in  Kürze  dadurch  ausgedrückt,  dass  man  die  2j(Mei/ireihe 

(5)  als  convergent  und  den  Bruch  —  als  ihren  Grenzwert  be- 
zeichnet. 

Man  kann  sich  von  der  Sache  noch  eine  andere  Auf- 
fassung bilden,  wenn  man  auch  die  Zahlen  a»  hinzunimmt, 
welche  unter  (2)  definirt  worden  sind  und  aus  den  Zahlen  der 
Reihe  (5)  dadurch  hervorgehen,  dass  man  an  jeder  derselben 
die  niedrigste  SteUe  um  eine  Einheit  erhöht;  diese  Zahlen  bilden 
gleichfalls  eine  unbegrenzt  fortsetzbare  Folge  von  abgekürzten 
Decimalbrüchen 

(5')  %7   <hy  <^%7"'y 

welche  mit  der  Reihe  (5)  analoge  Eigenschaften  besitzt  mit 

dem  Unterschiede  jedoch,  dass  alle  ihre  Glieder  grösser  sind 

als  -f. 

Die  Zahl  y  scheidet  nun  die  Zahl  der  Reihen  (5)  und 

(5")  nach  folgenden  Gesetzen  von  einander:  1)  Jede  Zahl  in 
(5')  ist  grösser  als  jede  Zahl  in  (5);  2)  es  lassen  sich,  wie 
klein  auch  b  sein  mag,  zwei  Zahlen  finden,  die  eine  aus  (5^), 
die  andere  aus  (5),  derart,  dass  ihr  Unterschied  kleiner  ist 
als  £.     Diesen  Sachverhalt  drückt  man  dadurch  aus,  dass  man 

sagt,  die  Zahl  y  bilde  einen  Schnitt  zwischen  den  Zahlen  der 
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Reihen  (5)  und  (5');  diesem  Schnitte  entspricht  die  Losung 
der  Aufgabe^  den  Quotienten  der  Division  a:b  za  bestimmen. 

8.  Die  der  Addition  inYerse  Operation  ^  die  Subiraetionf 
welche  verlangt^  zu  gegebener  Summe  und  einem  gegebenen 
Summanden  den  andern  Summanden  zu  finden  ^  auf  natürliche 
Zahlen  oder  Brüche  angewendet^  gestattet  nur  dann  eine  Lö- 
sung in  eben  diesen  Zahlen^  wenn  die  Summe,  der  Minuend, 
grösser  ist  als  der  gegebene  Summand,  der  Subtrahend.  Um 
sie  auch  im  andern  Falle  ausführbar  zu  machen,  ist  die  Schaf- 
fung neuer  Zahlen  nothwendig;  diese  besteht  darin,  dass  man 
zunächst  eine  Differenz,  in  welcher  Minuend  und  Subtrahend 
einander  gleich  sind,  als  Zahl  einführt  —  Null,  0  —  und  in 
weiterer  Folge  jede  Differenz  mit  dem  Minuend  0  als  Zahl 
betrachtet.  Die  solchergestalt  geschaffenen  Zahlen,  welche  sich 
unter  Weglassung  der  Null  formal  als  die  bisher  betrachteten 
Zahlen  mit  dem  vorgesetzten  Subtractionszeichen  „  —  "  dar- 
stellen, werden  negative  Zahlen  und  die  erstgedachten  zum 
Unterschiede  von  ihnen  positive  Zahlen  genannt.  So  gehört 
denn  zu  jeder  positiven  ganzen  Zahl  und  zu  jedem  positiven 
Bruche  eine  dem  Betrage  nach  gleiche  negative  ganze  Zahl, 
beziehungsweise  ein  negativer  Bruch;  die  Null  hat  an  dieser 
Gegenüberstellung  nicht  Theil. 

Will  man  von  einer  Zahl  a,  welche  positiv  wie  negativ 
sein  kann,  blos  den  absoluten  Betrag  andeuten,  so  schreibt 
man  \a\. 

Das  System  der  positiven  und  negativen  ganzen  2iahlen 
und  Brüche  mit  Einschluss  der  Null  bezeichnet  man  als  das 
System  der  rtxtioncden  Zahlen.  Die  Arithmetik  dehnt  die  für 
die  natürlichen  Zahlen  geltenden  Gesetze  und  Regeln  der  bis- 
her erwähnten  Operationen  auf  alle  Zahlen  dieses  Systems  aus. 

4.  Aus  dem  Potenziren  entspringt  durch  diejenige  TJm- 
kehrung,  welche  zu  gegebener  Potenz  und  gegebenem  Expo- 
nenten die  Basis  verlangt,  eine  neue  Rechnungsoperation,  das 
Badiciren  oder  Wurzelziehen.  Die  gegebene  Potenz,  der  Radi- 
cand,  werde  als  positive  rationale,  der  Exponent,  Wurzel- 
exponent genannt,  als  positive  ganze  Zahl  vorausgesetzt.  Die 
Arithmetik  weist  nach,  dass  diese  Aufgabe  nur  dann  im  System 
der  rationalen  Zahlen  eine  Losung  findet,  wenn  der  Radicand 
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eine  Potenz  zum  Wurzelexponenten  isi  Um  sie  auch  im 
andern  Falle  lösbar  zu  machen,  ist  die  Schaffung  neuer  Zahlen 
nothwendig.  Der  hierzu  führende  Gedankengang  lasst  sich  an 
das  Ver&hren  anknüpfen,  welches  die  Arithmetik  zur  Aus- 
ziehung der  Quadrat-  oder  Kubikwurzel  aus  einer  Zahl  angibt. 
Es  handle  sich  um  Yä,  wobei  A  eine  positive  rationale 
Zahl  bedeutet,  die  keine  Quadratzahl  ist.  Die  Arithmetik  lehrt 
einen  Rechenprocess,  durch  welchen  eine  Folge  abgekürzter 
Decimalbrüche 

(6)  Oo,  %,  ö,,... 

mit  0, 1,  2, . . .  Decimalstellen  gefunden  wird,  deren  Quadrate 
sämmtlich  kleiner  sind  als  A,  so  das  für  jedes  n 

an^<A', 

erhöht   man  dagegen  jede   der  Zahlen   (6)   um   eine   Einheit 
ihrer  niedrigsten  Stelle  und  setzt 

(7)  <^  +  :^n-< 

SO  entsteht  eine  zweite  Folge  abgekürzter  Decimalbrüche 

(60  <,  a/,  <,. .. 

mit  höchstens  0, 1,  2, . . .  Decimalstellen,  deren  Quadrate  sämmt- 
lich grösser  sind  als  die  Zahl  A^  so  dass  für  jedes  n 

an^>A. 

Der  Rechenprocess,  der  zu  den  beiden  Folgen  (6)  und 
(6')  führt,  ist  ein  unbegrenzt  fortsetzbarer;  denn  er  könnte  nur 
dann  schliessen,  wenn  das  Quadrat  einer  der  Zahlen  (6)  oder 
(6")  gleich  würde  der  Zahl  A,  was  jedoch  der  Voraussetzung 
widerspricht.  Er  unterscheidet  sich  aber  yon  dem  in  a  be- 
sprochenen Processe  wesentlich  dadurch,  dass,  wo  man  ihn 
auch  abbricht,  über  seinen  weiteren  Ablauf  ohne  Fortsetzung 
der  Rechnung  nichts  ausgesagt  werden  kann;  periodische  Wieder- 
holung einer  Stellengruppe  kann  nicht  eintreten,  weil  eine 
solche,  wie  die  Arithmetik  nachweist,  nur  bei  der  Verwand- 
lung einer  rationalen  Zahl  sich  einstellen  kann.  Es  ist  daher 
unmöglich,  den  unbegrenzt  fortsetzbaren  oder  unendlichen 
Decimalbruch,  welcher  durch  den  obigen  Rechenprocess  definirt 
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ist,  mittelfl  einer  beschrankten  Anzahl  von  Zahlzeichen  er- 
schöpfend  darzustellen. 

Die  Zahlenreihen  (6)  und  (6')  haben  analoge  Eigenschaften 
wie  die  Zahlenreihen  (5)  und  (5")  in  2.    Weil  a«  sich  von  «C 

yermoge  (7)  um  — ;^  unterscheidet  und  jede  später  folgende 
Zahl  OnJ^v  zwischen  On  und  oj.  fallt,  so  ist  für  jedes  v 

(8)  a«^.,— a,<  — 

und  kann  dies  durch  Wahl  von  n  kleiner  gemacht  werden  als 
die  beliebig  kleine  festgesetzte  positive  Zahl  e.  Jede  Zahl  in 
(6^)  ist  grösser  als  jede  Zahl  in  (6);  wie  klein  aber  auch  a 
angenommen  wird,  es  lassen  sich  auf  Grund  von  (7)  immer 
zwei  Zahlen,  je  eine  aus  den  Reihen  (6)  und  (6^),  derart  aus- 
wählen, dass  ihr  unterschied  kleiner  ist  als  s. 

Die  durch  das  Zeichen  YA  vorgestellte  Au%abe  bewirkt 
also  eine  Scheidung  der  Zahlen  a„  und  a»,  oder  sie  fährt  einen 
Schnitt  zwischen  den  Zahlenreihen  (6)  und  (6')  herbei,  und 
diesem  Schnitt  ordnet  man  die  Lösung  der  obigen  Aufgabe 
zu,  nennt  diese  Lösung  eine  ZcMj  jedoch  zum  Unterschiede 
von  den  rationalen  Zahlen  eine  irrationale  ZahL 

Jede  der  Zahlenreihen  (6)  und  (6')  kann  als  Definition 
fOr  die  Zahl  angesehen  werden,  welche  die  Lösung  der  Auf- 
gabe bildet,  und  zwar  in  dem  Sinne,  dass  zwar  keine  der 
Zahlen  a«,  beziehungsweise  «4  die  Forderung  erf&Ut,  zum 
Quadrat  erhoben  die  Zahl  A  zu  geben,  dass  sie  dieser  Forde- 
rung jedoch  um  so  genauer  nachkommen,  je  weiter  man  in 
den  Reihen  fortschreitet,  so  dass  schliesslich  der  Unterschied 
zwischen  A  und  a»^,  beziehungsweise  zwischen  cif?  und  Aj 
kleiner  wird  und  bei  weiter  zunehmendem  n  kleiner  bleibt 
als  eine  beliebig  kleine  festgesetzte  positive  Zahl  $.  Li  diesem 
Sinne  kann  man  auch  sagen,  die  Zahl,  welche  die  Lösung  der 
Aufgabe  yOl  gibt,  sei  der  Grenewert  der  Zahlenreihe  (6)  oder 
der  Reihe  (6'). 

Von  dem  besonderen  hier  betrachteten  Falle  abstrahirend 
sagt  man  von  einer  Au%abe,  welche  zwei  Folgen  von  ratio- 
nalen Zahlen 
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<;  ^7  Og', .  .  . 
derart  von  einander  scheidet^  dass  jede  Zahl  der  einen  Folge 
kleiner  ist  als  jede  Zahl  der  andern  Folge,  dass  femer  zu 
einer  beliebig  kleinen  im  voraus  gewählten  positiven  Zahl  e 
zwei  Zahlen  aus  den  beiden  Folgen  sieh  bestimmen  lassen  der- 
art, dass  ihr  Unterschied  kleiner  ist  und  bleibt  als  £,  sie  be- 
stimme einen  Schnitt  und  diesem  Schnitte  entspreche  eine  Zahl. 
Jeder  der  beiden  Folgen  kommt  die  Eigenschaft  zu,  dass  bei  be- 
liebig kleinem  e  sich  n  derart  bestimmen  lasst,  dass  der  unter- 
schied On^v — dny  beziehungsweise  a«^, —  oii  dem  Betrage 
nach  kleiner  ist  als  b  ftLr  jedes  v  (»»  1,2,...).  Eine  Folge 
von  Zahlen  dieser  Eigenschaft  bezeichnet  man  als  ZcMenreihe 
oder  Fundamentdl/ireihe  und  betrachtet  sie  als  Definition  eben 
derselben  Zahl,  welche  vorhin  dem  Schnitt  zugeordnet  war. 
Gehört  diese  Zahl  nicht  dem  System  der  rationalen  Zahlen  an, 
so  wird  sie  irroMonale  Zahl  genannt  Eine  Zahlenreihe,  welche 
die  Null  definirt,  wird  Elementarreihe  genannt. 

Zwei  durch  Fundamentalreihen  a^,  (34,  Og,. . .  und  &o;^i;^8v  -  * 
definirte  Zahlen  werden  fftr  gleich  erklart,  wenn  a^  —  6^,  a^  —  6^, 
a^  —  &2, . . .  eine  Elementarreihe  ist. 

Wenn  die  durch  a^,  01,0^,...  definirte  Zahl  a  heisst,  so 
soll  die  zu  — o^,  — Oj,  — Og, . . .  gehörige  Zahl  — a  heissen; 
durch  diese  Festsetzung  ist  jeder  positiven  irrationalen  Zahl 
eine  dem  Betrage  nach  gleiche  negative  Zahl  zugeordnet. 

Die  Summe,  Differenz,  das  Product  und  der  Quotient  der 
beiden  durch  die  Fundamentalreihen  ^o;  ^1;  ^9  -  •  ^^^  ^0;  ^i>  ^2r  •• 
definirten  Zahlen  werden  der  Reihe  nach  durch  die  Zahlen- 
folgen 

»0  +  *o;    »1  +  hy    <h  +  hj'- 

»0  —  Ky    «1  —  K    (h  —  K'" 

<^oK  <hhy  ^K  •  •  • 

60  61  tf 

erklärt,  von  welchen  sich  nachweisen  lasst,  dass  sie  ebenfalls 
Fundamentalreihen  sind,  bei  dem  Quotienten  jedoch  den  Fall 
ausgenommen,  dass  &o;  ^i;  ^s;  -  -  *  ^^^^  Elementarreihe  ist.   Hier- 
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durcli  ist  jede  Rechnung  zwischen  irrationalen  Zahlen  zurück- 
gefOhrt  auf  die  entsprechende  Rechnung  mit  rationalen  Zahlen, 
nämlich  mit  genügend  späten  Gliedern  der  die  irrationalen 
Zahlen  definirenden  Fundamentalreihen. 

6.  Das  aus  den  rationalen  und  irrationalen  Zahlen  zu- 
sammengesetzte System  wird  das  System  der  reellen  Zahlen 
genannt.  Dasselbe  lässt  eine  bemerkenswerte  geometrische 
Yersinnlichung  zu,  aus  welcher  eine  wichtige  Eigenschaft  dieses 
Systems  erschlossen  werden  soll. 

In  einer  geraden  Linie  nehme  man  einen  Punkt  an,  ordne 
ihm  die  Null  zu  und  bezeichne  den  einen  der  beiden  Strahlen, 
in  welche  die  Gerade  hierdurch  zerlegt  ist,  als  den  positiven, 
den  andern  als  den  negativen;  femer  setze  man  eine  Strecke 
als  Vertreter  der  natürlichen  Einheit  1  fest,  um  die  (positive 
oder  negative)  ganze  Zahl  a  darzustellen,  trage  man  eine  Strecke 
von  \a\  Einheiten  vom  Nullpunkte  aus  (auf  dem  positiven,  respec- 
tive  negativen  Strahl)  auf;  der  Endpunkt  dieser  Strecke  sei 
das  Bild  von  a.    Um  den  (positiven  oder  negativen)  Bruch  -|- 

darznsteUen,  trage  man  eine  Strecke,  welche  das  a-£ache  des 
&-ten  Theils  der  Einheitsstrecke  ist,  vom  Nullpunkte  aus  (auf 
dem  positiven,  respective  negativen  Strahl)  auf;  der  Endpunkt 
dieser  Strecke  sei  das  Bild  von  -v- .    In  solcher  Weise  ist  jeder 

rationalen  Zahl  ein  bestimmter  Punkt  der  Geraden  zugeordnet. 
Aber  die  Punkte  der  Geraden  sind  dadurch  nicht  erschöpft; 
so  befinden  sich  darunter  die  Punkte  nicht,  welche  man  erhalt, 
wenn  man  die  Diagonale  des  Quadrates  über  der  Einheits- 
strecke vom  Nullpunkte  aus  auf  den  beiden  Strahlen  abtragt, 
weil  sie  den  beiden  Werten  von  y2  entsprechen,  die  dem 
System  der  rationalen  Zahlen  nicht  angehören. 

Dagegen  lässt  sich  jedem  Punkte  der  Geraden  eine  be- 
stimmte Zahl  zuordnen.  Zunächst  schliesse  man  den  Punkt 
durch  wiederholtes  Abtragen  der  Einheitsstrecke  vom  Null- 
punkte aus  in  ein  Intervall  von  der  Grösse  1  ein;  durch  Zehn- 
theilung dieses  Intervalls  in  ein  solches  von  der  Grösse  j^; 
durch  Zehntheilung  dieses  letzteren  in  ein  Intervall  von  der 
Grösse  rp,  u.  s.  w.     Vorausgesetzt,   dass  niemals,   wie  weit 
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man  dies  auch  fortsefast,  ein  Theilponkt  mit  dem  gegebenen 
Funkte  zusammenfallt  —  in  welchem  Falle  man  schon  nach 
einer  beschränkten  Anzahl  von  Wiederholungen  des  Processes 
eine  Zahl^  und  zwar  eine  rationale,  gefunden  hatte,  die  dem 
Punkte  zugehört  — ,  entspricht  den  dem  Nullpunkte  naher- 
liegenden Enden  der  aufeinander  folgenden  Interyalle  eine  un- 
begrenzt fortsetzbare  Folge  von  Decimalbrüchen 

ebenso  den  vom  Nullpunkte  weiter  entfernten  Endpunkten  eine 
solche  Folge 

von  welchen  sich  leicht  erkennen  lässt,  dass  ihnen  der  Charakter 
von  Fundamentalreihen  und  jene  Eigenschaft  zukommt,  durch 
welche  ein  Schnitt  bestimmt  ist.  Diesem  Schnitt  entspricht 
geometrisch  der  gegebene  Punkt,  und  diesem  wie  jenem  ist 
die  durch  die  beiden  Fundamentalreihen  definirte  Zahl  zu- 
geordnet. 

Der  geraden  Linie  kommt  nun  in  Bezug  auf  die  in  ihr 
liegenden  Punkte  eine  Eigenschaft  zu,  deren  Wesen  Dedekind 
darin  erkennt,  dass  eine  Theilung  dieser  Punkte  in  zwei 
Classen  derart,  dass  jeder  Punkt  der  einen  Classe  links  von 
jedem  Punkt  der  andern  Classe  liegt,  jedesmal  nur  durch 
einen  einzigen  Punkt  möglich  ist;  diese  Eigenschaft  nennt 
man  die  Stetigkeit  oder  ContinuUät  und  die  Gerade  in  Bezug 
auf  die  in  ihr  liegenden  Punkte  ein  Continuum. 

Da  jedem  Punkte  der  Geraden  nach  den  getroffenen  Fest- 
setzungen eine  reelle  Zahl  entspricht,  so  bezeichnet  man  das 
System  der  reellen  Zahlen  als  ein  stetiges  oder  als  ein  2!<Men- 
conHnuum, 

6.  Dieselbe  Umkehrui^  des  Potenzirens,  welche  uns  An- 
lass  geboten  hat  zur  Schaffung  der  irrationalen  Zahlen,  das 
Wurzelziehen,  fOhrt  in  einer  Classe  von  Fallen  über  das  System 
der  reellen  Zahlen  hinaus.  Wenn  nämlich  der  Radicand  eine 
negative  reelle  Zahl,  der  Wurzelexponent  eine  gerade  Zahl  ist, 
so  findet  die  Aufgabe  im  System  der  reellen  Zahlen  keine 
Losung,  weil  nach  den  Regeln,  welche  die  Arithmetik  ftLr  die 
Multiplication  positiver  und  negativer  Zahlen  angibt,  sowohl 
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eine  positive  wie  audi  eine  negative  Zahl  zu  einer  geraden  Po- 
tenz erhoben  auf  eine  positive  Zahl  fOhrt.  Um  auch  in  diesem 
Falle  die  Schranke  aufeaheben  und  die  Lösung  zu  ermöglichen^ 
fOhrt  man  das  Ausziehen  der  2n-ten  Wurzel  aus  der  nega- 
tiven Zahl  —  B  zunächst  auf  das  Ausziehen  der  Quadratwurzel 
aus  der  Zahl  —  1  zurtLck,  indem  man  die  für  die  anderen  Falle 
geltenden  Rechengesetze  fortbestehen  lasst  und  schliesst: 


in 


die  positive  dem  Zeichen  YB  entsprechende  reelle  Zahl  heisse  /}; 

y — 1  dagegen  führt  man  als  eine  neue  Recheneinheit  mit  dem 

Zeichen   i  ein,    der   mit    dieser   Einführung    die   wesentliche 

Eigenschaft 

(9)  ««--l 

ertheilt  wird,  nennt  sie  die   imaginäre  Einheit  und  ßi  eine 

imaginäre  ZaM. 

Die  additive  Verbindung  einer  reellen  Zahl  a  mit  der 
imaginären  Zahl  ßi^  also  a  -j-  ßi^  heisst  eine  camfiexe  Zahl. 
Die  Arithmetik  weist  nach,  dass  für  die  complexen  Zahlen 
dieselben  Rechengesetze  gelten  wie  für  die  reellen,  wobei  jedoch 
die  in  (9)  ausgesprochene  Grundeigenschaft  der  imaginären 
Einheit  als  neues  Rechengesetz  hinzukommt. 

Zur  Bestimmung  einer  complexen  Zahl  sind  zwei  reelle 
Zahlen  a,  ß  erforderlich.  Würde  man  diese  auf  die  in  5  er- 
örterte Weise  in  einer  oder  in  zwei  geraden  Linien  darstellen, 
so  hätte  jede  complexe  Zahl  ein  Punktepaar  zum  geometrischen 
Bilde.  Man  kann  jedoch,  wenn  man  sich  statt  der  Geraden 
der  Ebene  bedient,  jeder  complexen  Zahl  einen  Punkt  zu- 
ordnen, jenen  Punkt  nämlich,  welcher  in  Bezug  auf  ein  in  der 
Ebene  angenommenes  rechtwinkliges  Goordinatensystem  0(XY) 
a  zur  Abscisse,  ß  zur  Ordinate  hat.  Es  kommt  dies  im  Grunde 
auf  die  bereits  eingeführte  geometrische  Darstellung  reeller 
Zahlen  wieder  zurück.  Wenn  man  nämlich  eine  Strecke  als 
natürliche  Einheit,  den  Ursprung  0  als  gemeinsamen  Null- 
punkt und  in  jeder  der  Goordinatenaxen  einen  Strahl  als  positiv 
festsetzt,  so  gehört  zu  der  Zahl  a  ein  bestimmter  Punkt  der 
Abscissenaxe,  zu  ß  ein  bestimmter  Punkt  der  Ordinatenaxe  und 
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beide  Punkte  fähren  durch  eine  eindeutige  Constraction  zu 
einem  Punkte  M  der  Ebene. 

Der  Abskmd  dieses  Punktes  vom  Nullpunkt  mit  der  Ein- 
heitsstrecke gemessen  gibt  die  positive  reelle  Zahl  r = |  l/a*+/J*  | , 
und  die  Quotienten  ~  y  -2-  sind  der  Cosinus  und  Sinus  jenes 

Winkels,  um  welchen  der  Strahl  OX  gegen  oder  über  OY 
gedreht  werden  muss,  um  mit  OM  zur  Coincidenz  zu  kommen. 
Ist  9  das  absolute  oder  das  Bogenmaass*)  dieses  Winkels,  so 
erscheint  durch  diese  geometrische  Betrachtung  die  Bestim- 
mung der  complexen  Zahl  a  -j-  ßi  auf  zwei  neue  reelle  Zahlen 
r,  9  zurückgeführt,  indem 

a  =  r  cos  9,         ß  =^r  simp 
und  demzufolge 
(10)  a  +  /Ji  s=  r(cos  y  +  i  sin  9) 

ist.  Die  Zahl  r  nennt  man  den  absoluten  Betrag  oder  den 
Modid  der  complexen  Zahl  a  -^  ßi  und  schreibt  dafür  einer 
bei  den  reellen  Zahlen  eingeführten  Bezeichnung  gemäss  auch 
|a  -j-  /3t|*,  die  Zahl  tp  heisst  die  Amplitude  von  a  -^  ßi.  Die 
ümformimg  von  a,  ß  auf  r,  9  ist  für  das  Rechnen  mit  com- 
plexen Zahlen  Ton  der  grossten  Bedeutung. 

§  2.    Variable. 

7.  Unter  einer  reellen  VaricMen  oder  Veiunderlichen  ver- 
steht man  eine  im  voraus  unbestimmte  Zahl,  welche  vermöge 
des  Problems,  in  welchem  sie  auftritt,  mehrere  oder  unbeschrankt 
viele  reelle  Werte  annehmen  kann.  Die  Gesammtheit  dieser 
Werte  wird  eine  Wertmenge  und  insbesondere  der  Bereich 
oder  das  Gebiet  der  Variabein  genannt.  Die  Variable  x  gilt 
als  definirt,  wenn  von  jeder  reellen  Zahl,  die  man  bezeichnet, 
festgestellt  werden  kann,  ob  sie  dem  Bereich  angehört  oder 
nicht. 


*)  Unter  dem  BogCBmaass  eines  Winkels,  das  in  analytischen 
Untersachungen  ausschliesslich  angewendet  wird,  versteht  man  das  Ver- 
hältnis der  Länge  des  Kreisbogens,  den  ein  beliebiger  Punkt  des  be- 
weglichen Schenkels  bei  Entstehung  des  Winkels  beschreibt,  zum  Halb- 
messer dieses  Bogens. 
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Im  öegensatze  hierzu  nennt  man  eine  Zahl^  sei  sie  be- 
stimmt oder  unbestimmt^  welche  vermöge  des  Problems  einen 
festen  (unveränderlichen)  Wert  besitzt^  eine  Constante. 

Wenn  der  Bereich  der  Yariabeln  x  durch  ciRe  reellen 
Zahlen  zwischen  zwei  bestimmten  a,  /3  (a  <  ß)  mit  Einschluss 
dieser  gebildet  wird^  so  heisst  x  eine  stetige  Variable  in  dem 
IntervaU  {a^  ß)]  die  letztere  Ausdrucksweise  knüpft  an  die  Vor- 
stellung aUy  wonach  der  Bereich  dieser  Variabein  in  dem 
geometrischen  Bilde  durch  die  Strecke  versinnlicht  ist,  deren 
Endpunkte  den  Zahlen  a,  ß  entsprechen;  a  heisst  die  untere, 
ß  die  obere  örenze  des  Intervalls  oder  auch  der  Variabein. 
Die  unbeschrankt  grosse  Menge  der  Werte  einer  stetigen 
Variabein  bezeichnet  man  durch  oo\ 

Kann  die  stetige  Variable  jeden  Wert  annehmen,  der 
algebraisch  grosser  ist  als  a,  so  bezeichnet  man  ihre  obere 
Grenze  mit  -^oo^  ihr  Intervall  also  mit  (a,  +cx>).  Vermag 
sie  jeden  Wert  anzunehmen,  der  algebraisch  kleiner  ist  als  /3, 
so  gibt  man  ihrer  untern  Grenze  das  Zeichen  — oo,  so  dass 
( — cx>,  ß)  ihr  Intervall  ist.  Kann  die  stetige  Variable  über- 
haupt jeden  reellen  Wert  annehmen,  so  ist  ( — oo,  +00)  ihr 
Intervall  und  sie  heisst  unbeschränkt. 

Nimmt  die  Variable  x  nicht  alle  Werte  eines  Intervalls 
an,  so  heisst  sie  unsteHg.  Durch  die  Aussage  z.  B.,  x  sei  eine 
ganze  Zahl,  ist  rr  als  unstetige  Variable  definirt;  desgleichen 
durch  die  Aussage,  x  sei  eine  rationale  Zahl. 

Einen  besonderen  Wert  der  Variabein  x,  dessen  sie  nach 
ihrer  Definition  fähig  ist,  nennt  man,  an  die  geometrische  Dar- 
stellung der  reellen  Zahlen  denkend,  eine  SteUe  oder  einen 
Pf4nJU  ihres  Bereichs. 

Von  einer  Stelle  innerhalb  des  Bereichs  einer  Variabein  x 
kann  man  sich  nach  zwei  Bichhmgen  bewegen^  d.  1l  von  dem 
besondem  Wert  zu  den  grosseren  oder  vorwärts ,  oder  zu  den 
kleineren  oder  rückwärts  fortschreiten. 

8.  Es  seien  x,  y  zwei  stetige  reelle  Variable;  ein  Wert 
von  X  und  ein  Wert  von  y  bilden  zusammen  ein  Wertsystem 
oder  eine  Wertoerbindwng  x/y.  Die  Gesammtheit  der  Wert- 
verbindungen bildet  den  Bereich  oder  das  Gebiet  der  beiden 
Variablen  x,  y;  der  Bereich  ist  definirt,   wenn  von  jeder  be- 
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zeichneten  Wertverbindung  festgestellt  werden  kann^  ob  sie 
dem  Bereiche  angehört  oder  nicht. 

Wenn  man  den  Wert  von  x  als  Abscisse^  den  von  y  als 
Ordinate  eines  Punktes  in  Bezug  auf  ein  (rechtwinkliges)  Goor- 
dinatensystem  0(XT)  betrachtet^  so  gehört  zu  jeder  Wert- 
yerbindong  ein  Punkt  der  Ebene^  und  der  Bereich  ist  durch 
die  Gesammtheit  der  Punkte  eines  bestimmten  Theils  der  Ebene 
dargestellt.  Ist^  um  den  einfachsten  Fall  zu  erwähnen^  x  auf 
das  Intervall  (a^  ß)j  y  auf  das  Intervall  {y^  S)  beschnnkt^ 
beide  mit  Einschluss  der  Grenzen^  so  ist  der  Bereich  der 
Yariabeln  Xy  y  durch  die  Punkte  im  Innern  und  auf  dem  um- 
fange jenes  Rechteckes  veranschaulicht^  dessen  Ecken  die  Goor- 
dinaten  a/y,  /J/y,  /J/d,  a/8  besitzen.  Sind  x  und  y  unbe- 
schränkt;  so  ist  ihr  Bereich  durch  die  unbegrenzte  Ebene 
reprasentirt  Die  Menge  der  Wertverbindungen  zweier  stetigen 
Variabein  ist  sinngemäss  mit  oo^  zu  bezeichnen. 

Von  einer  Stelle  innerhalb  des  Bereiches  zweier  Yariabeln 
kann  man  in  unbeschränkt  vielen  Richtungen  fortschreiten; 
die  Menge  dieser  Richtungen  ist  äquivalent  der  Wertmenge 
einer  stetigen  Yariabeln*)  und  daher  mit  <x>^  zu  bezeichnen. 
An  der  Grenze  des  Gebiets  ist  jedoch  ein  Theil  der  Fort- 
schreitungsrichtungen  ausgeschlossen. 

9.  Bind  Xj  y,  z  drei  stetige  reelle  Yariable^  so  kann  jedem 
Wertsystem  oder  jeder  Wertverbindung  x/y/z  derselben  ein 
Punkt  im  Räume  zugeordnet  werden,  wenn  die  Werte  von 
x,y,  z  als  Goordinaten  in  einem  (rechtwinkligen)  Raumcoor- 
dinatensystem  angesehen  werden.  Der  Bereich  der  drei  Yaria- 
beln Xj  y,  z  ist  dann  durch  die  Gesammtheit  der  Punkte  eines 
bestimmten  Raumtheils  dargestellt;  er  ist  insbesondere  durch 
das  Innere  und  die  Begrenzung  eines  Parallelepipeds  versinn- 
licht,  wenn  x,  y,  z  der  Reihe  nach  an  bestimmte  Intervalle 
gebunden  sind.  Die  Menge  der  Wertverbindungen  dreier 
stetigen  Yariabeln  ist  mit  cx>',  die  Menge  der  von  einem 
Punkte  des  Bereichs  ausgehenden  Fortschreitungsrichtungen 
durch  oo*  zu  bezeichnen. 


*)  Das  Bogenmaass  des  Winkels,  den  die  vei^derliche  Richtung 
mit  einer  festen  bildet. 
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Bei  mehr  alB  drei  Yariabeln  hört  die  Möglichkeit  geome- 
trischer Yeranschaiilichang  auf.  um  sich  aber  auch  dann  der 
Yortheile  nicht  entscUagen  zu  müssen^  welche  sie  bei  Durch- 
fBhnmg  analytischer  Betrachtungen  und  bei  Formulirung  von 
Sätzen  gewahrt^  führt  man  sie  formal  weiter  und  ordnet  einer 
Wertverbindung  xjx^/ . .  ,/Xn  der  n  Yariabeln  x^^  x^j , .  ,Xn 
einen  Funkt  in  dem  (idealen)  n-foih  ausgedämten  Kimme  zu^ 
nachdem  in  demselben  ein  Coordinatensffslem  0(X^yX^y,,,X^ 
mit  n  gegenseitig  zu  einander  senkrecMen  Axen  angenommen 
worden  ist.  Der  Bereich  der  Yariabeln  ist  durch  einen  be> 
stinunten  Theil  dieses  n-dimensionalen  Raumes  dargestellt ^  die 
Menge  der  Wertverbindungen  oder  Punkte  ist  durch  c»*,  die 
Menge  der  Fortschreitungsrichtungen  von  einem  Punkte  aus 
durch  cx)*""^  zu  bezeichnen. 

Es  ist  lediglich  Weiterf&hrung  der  Analogie  des  Aus- 
drucks, welche  in  den  Fallen  von  ein,  zwei;  drei  Yariabeln 
uns  entgegengetreten  ist;  ihr  Zweck  ist^  an  die  anschaulichen 
Yerhältnisse  dieser  Falle  zu  erinnern  und  der  Betrachtung  da- 
durch eine  Stütze  zu  bieten. 

§  3.    Fnnotionen. 

10.  Wenn  jedem  Werte  der  reellen  Yariabeln  x^  welcher 
ihrem  Bereiche  angehört;  eine  bestimmte  Zahl  y  zugeordnet 
ist;  so  ist  damit  y  im  Allgemeinen  auch  als  Yariable  definirt 
und  wird  eine  Function  der  reellen  Variabdn  x  genannt.  Man 
drückt  diesen  Sachverhalt  durch  eine  Gleichung  von  der  Form 
y  =  f(x)  aus.  Die  Yariable  x  wird  auch  das  Argument  der 
Function  genannt. 

Yon  der  Yariabeln  x  setzen  wir,  wenn  nicht  eine  hiervon 
abweichende  Bestimmung  getroffen  ist;  vorauS;  dass  sie  stetig 
sei.  Weil  der  Wert  des  y  von  dem  Werte  des  x  abhängt;  so 
wird  y  auch  die  abhängige  Yariable  genannt  in  Bezug  auf  x 
als  unabhängige  YenLnderliche. 

Über  das  Gesete  der  Zuordnung;  das  in  allgemeinster  Weise 
durch  die  Charakteristik  f  angedeutet  ist,  enthalt  die  obige 
Definition  keine  Aussage-,  es  kann  in  der  mannigfiEu^hsten  Art 
festgestellt  sein.  Der  wichtigste  Fall  besteht  darin ;  dass  eine 
Gleichung  zwischen  x  und  y  und  etwaigen  Constanten  gegeben 


Digitized  by 


Google 


16  Erster  Theil.    Differential -Rechnung. 

ist,  welcher  jedes  Paar  zusammengehöriger  Werte  von  x  und  y 
zu  genügen  hat;  man  sagt  dann,  y  sei  analytisch  als  Function 
von  X  definirt  oder  es  sei  analytische  Function  Ton  x. 

Das  Gesetz  der  Zuordnung  kann  auch  durch  rerbale  Fest- 
setzungen ganz  willkürlicher  Art  gegeben  sein;  wenn  man  bei- 
spielsweise jedem  rationalen  Werte  von  x  den  Wert  1  und 
jedem  irrationalen  den  Wert  0  Ton  y  zuweist,  so  ist  dadurch 
im  Sinne  obiger  Definition  y  auch  als  Function  Ton  x  be- 
stimmt; indessen  bieten  derartige  Functionen  kaum  ein  ernst- 
liches Interesse. 

In  den  natur¥dssenschaftlichen  Anwendungen  werden  häufig 
zusammengehörige  Werte  von  x  und  y  durch  Messung  gewisser 
Grössen  gewonnen;  mam  spricht  dann  von  emfiriseher  Zu- 
ordnung. 

Es  gibt  Falle ,  wo  jedem  Werte  der  unabhängigen  Yariar 
beln  X  mehrere  oder  selbst  unbegrenzt  viele  Werte  von  y  zu- 
geordnet sind;  auch  dann  bezeichnet  man  y  als  Function  von 
Xy  jedoch  als  eine  mehrdeutige,  beziehungsweise  unendlich  viel- 
deutige. Lassen  sich  dann  von  einem  Gesichtspunkte  aus  die 
Werte  von  y  derart  ordnen,  dass  an  jeder  Stelle  in  bestimmter 
Weise  von  einem  ersten  Werte  y^,  von  einem  eweiten  y,  u.  s.  w. 
gesprochen  werden  kann,  so  ist  y^  eine  Function  von  x  in 
dem  ursprünglichen  Sinne  oder  eine  eindeutige  Function,  ebenso 
y^  u.  s.  w.;  die  mehrdeutige  Function  erscheint  hiemach  in 
mehrere  eindeutige  Functionen  aufgelost,  die  man  auch  ihre 
Zweige  nennt.  Diese  Bemerkung  ist  wichtig,  weil  sie  die  Be- 
schränkung auf  eindeutige  Functionen  gestattet. 

IL  Wenn  jeder  Wertverbindung  rc/y,  welche  einem  definir- 
ten  Bereich  der  beiden  reellen  Yariabeln  Xj  y  angehört,  eine 
bestimmte  Zahl  z  zugeordnet  ist,  so  heisst  si  eine  Ftmdion  der 
beiden  Variabdn  x,  y.  Man  bringt  dies  in  einem  Ansätze  von 
der  Gestalt  z  =  F{x,  y)  zum  Ausdruck. 

Diese  Definition  kann  auf  beliebig  viele  Variable  aus- 
gedehnt werden;  man  nennt  u  eine  Function  der  Yariabeln 
^u  ^>  "  '  ^nf  wenn  jeder  Wertverbindung  xjx^j, .  .jXn  dieser 
Yariabeln  innerhalb  eines  vorgeschriebenen  Bereichs  ein  be- 
stimmter Wert  von  u  zugeordnet  ist.  Die  allgemeine  Bezeich- 
nung hiefür  ist  u  »»  ^ix^^  ^>  •  •  •  ^«)- 
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Im  Übrigen  gelten  über  die  Functionen  zweier  und  meh- 
Terer  Yariabeln  zunächst  die  nämlichen  Bemerkungen^  wie  sie 
fär  Functionen  einer  Yariabeln  gemacht  worden  sind. 

12.  Es  sei  ;sr  s«  F{Xf  y)  eine  analytisch  definirte  Function 
der  beiden  reell^i  Yariabeln  Xj  y.  Gibt  es  solche  reelle  Wert- 
Verbindungen  x/y  der  letzteren,  welchen  der  Wert  0  von  e  zu- 
gehört, so  ist  ihre  Gesammtheit  durch  die  Gleichung 

(1)  F(z,y)^0 

bestimmt.  Yermoge  dieser  Gleichung  ist  eine.  Zuordnung  der 
Werte  von  x  und  y  oder  eine  gegenseitige  Abhängigkeit  dieser 
Yariabeln  gegeben,  und  man  kann  ebensowohl  y  als  Function 
von  X  wie  auch  x  als  Function  von  y  betrachten;  in  jedem 
Falle  setzt  die  Bestimmung  zusammengehöriger  Werte  die  Auf- 
lösung einer  Gleichung  voraus.  Man  sagt  in  einebi  solchen 
Falle,  jede  der  beiden  Yariabeln  n?,  y  sei  implicite  als  Function 
der  andern  gegeben. 

Dem  steht  die  eocplidte  gegebene  Function  gegenüber, 
deren  Wert  aus  dem  jeweiligen  Werte  der  Yariabeln  durch 
einen  vorgeschriebenen  Gomplez  von  Rechenoperationen  zu 
gewinnen  ist;  man  schreibt  eine  solche  in  der  Form  y=ssf(x) 
an  und  hat  sich  unter  f(x)  einen  analytischen  Ausdruck  vor- 
zustellen, in  welchem  x  als  Rechenelement  erscheint. 

Wenn  es  möglich  ist,  die  Gleichung  (1)  allgemein,  d.  i. 
für  unbestimmte  Werte  von  x  und  y  nach  diesen  au&ulösen, 
so  dass  einmal  y  =»  9(^)7  ein  zweitesmal  x  »»  ^(y)  erhalten 
wird,  so  heissen  die  durch  9>,  ^  charakterisirten  Functionen 
inverse  oder  umgekehrte  Functionen. 

13.  um  eine  Übersicht  über  die  Functionen  zu  erlangen, 
welche  Gegenstand  unserer  Untersuchungen  sein  werden,  schlagen 
wu-  den  folgenden  Weg  ein. 

I.  Die  ein£Eu^hste  Function  zweier  Yariabeln  x,  y  ist  ein 
Polynom,  dessen  Glieder  die  allgemeine  Form  Af^^yXf^tf  haben, 
wobei  fi,  V  positive  ganze  Zahlen  und  ^^, ,  (reelle)  Gonstanten 
bedeuten;  man  nennt  sie  eine  nxtionoile  gange  Function  der 
Yariabeln  x,  y.  Die  grosste  imter  den  Summen  ^i  +  v  be- 
zeichnet den  Orad  der  Function,  die  grosste  der  Zahlen  (i 
ihren  Grad  in  Bezug  auf  Xy  die  grosste  der  Zahlen  v  den  Grad 
in  Beäug  auf  y. 

Ganber,  VorlMungei».    I.  2 
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Setzt  man.  eine  solche  Function  der  Null  gleich^  so  ist 
durch  diese  Gleichung  y  als  algebraische  Function  von  x  defi- 
nirt  (und  auch  umgekehrt  x  als  algebraische  Function  von  y; 
wir  fassen  den  ersten  Fall  ins  Auge).  Die  oben  unterschiede- 
nen drei  Grade  bezieht  man  auch  auf  die  Gleichung^  welche 
man  als  (ügd^raische  Gleichung  bezeichnet 

Ist  diese  in  Bezug  auf  y  vom  ersten  Grade^  so  ist  y  als 
rcUiondle  Function  Ton  x  bestimmt;  dabei  können  noch  zwei 
Fälle  unterschieden  werden.  Ist  nämlich  der  Goeffieient  von  y 
eine  Gonstante^  so  hat  die  Auflosung  nach  y  die  Form 

y  =  a^x""  +  o^a;*-*  -\ 1-  ö« 

mit  ganzem  positiven  n;  y  heisst  jetzt  eine  roMoncHe  ganze 
Function  von  x  vom  Grade  n.  Hat  hingegen  y  einen  von  x 
abhängigen  Goefficienten,  so  wird  die  Auflosung  nach  y  in  der 
Gestalt 

mit  ganzem  positiven  n  und  tn  sich  ergeben;  dann  nennt  man 
y  eine  rationale  gebrochene  Function  von  rc,  und  zwar  eine  edii 
gebrochene ,  wenn  n < w;  eine  unedvt  gebrochene,  wenn n^m. 
Die  unecht  gebrochene  Function  lässt  sich  nach  den  Regeln 
der  Arithmetik  in  eine  ganze  und  eine  echt  gebrochene  zer- 
legen, indem  man  die  durch  den  Bruch  angezeigte  Division 
so  weit  vollzieht,  als  im  Quotienten  nicht  negative  Potenzen 
von  X  auftreten. 

Ist  die  in  Rede  stehende  Gleichung  in  Bezug  auf  y  vom 
zweiten  oder  höheren  Gh^de,  so  wird  das  durch  sie  definirte  y 
als  eine  irrationale  Function  von  x  bezeichnet.  Die  Art  der 
Irrationalität  richtet  sich  nach  der  Höhe  des  Grades;  wenn  der 
Grad  zwei,  drei  oder  vier,  so  lässt  sich  y  mit  Hilfe  von  Wurzd- 
ausziehungen  durch  x  darstellen;  übersteigt  der  Grad  die  Zahl 
vier,  so  ist  (von  besonderen  Fällen  abgesehen)  die  Darstellung 
durch  Wurzelgrössen  nickt  möglich. 

Man  kann  hiemach  die  alg^aischen  Functionen  einer 
Variabeln  unterscheiden  in  rationale,  ganze  und  gebrochene, 
und  in  irrationale,  durch  Wurzelgrössen  darstellbare  und  solche, 
welche  die  Darstellung  durch  Wurzelgrössen  nicht  zulassen. 
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Einige  Beispiele  mögen   das  Angeführte   erlautem.     Die 
Gleichung  zweiten  Grades 

Aof  +  2T)x  +  2-By  +  F=  0 
bestimmt  y  als  rationale  ganze  Function  Ton  x  des  zweiten 
Grades 

y  «r  a^x^  +  ^«  +  «2 

und  zwar  ist  ao  =  —2jg,   o^ ^,   ^  =  "  2^ •   Dagegen 

ist  durch  die  Gleichung 

A^  +  2Bxy  +  IBx  +  2-By  +  2^=  0 

y  zunächst  als  unecht  gebrochene  Function  von  x  gegeben^ 

nämlich 

_       Ax^  +  2  Da;  +  F 

welche  sich  in  eine  ganze  und  eine  echt  gebrochene  zerlegen 
lasst: 

wobei 

_         A           _ÄEj--2BD           _  (2BD  —  ÄE)E  —  B*F 
^ö  — ~25'    ^1 2B»         ^    ^ 2i"* 

Die  Gleichung 

Äx^  +  2Ba;y  +  Cy^  +  2Da;  +  2Jey  +  F=0 

bestimmt  y  als  zweideutige  irrationale  Function  von  x 


^  {Bx  +  E)±yLx*+  2Mx  +  N 

y -^ f 

wo    L^B'  —  ÄG,  M=BE—CD,  N^E^—CF,    der 

eine  Zweig  fasst  die  mit  dem  oberen^  der  andere  die  mit  dem 
unteren  Vorzeichen  der  absolut  genommenen  Quadratwurzel 
gebildeten  Werte  Ton  y  zusammen. 

n.  Alle  Functionen^  welche  nicht  imter  das  Bildungsgesetz 
der  algebraischen  fallen^  fasst  man  unter  der  Bezeichnung  trans-- 
cendenter  Fundionen  zusanmien. 

Die  einfachsten  derselben^  aus  Begriffen  und  Vorstellungen 
der  elementaren  Mathematik  hervorgegangen  ^  werden  als  ele- 
mentare transcendente  Functionen  bezeichnet. 

Zunächst  ist  es  der  Begriff  der  Potenz^  welcher  in  der 
Verallgemeinerung^  die  ihm  die  Arithmetik  für  negative  und 
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gebrochene  Exponenten  gibt^  zur  Bildung  transcendenter  Func- 
tionen führt. 

Wenn  man  in  der  öleichung  ^ »» o^  die  Basis  a  als 
yariabel  betrachtet^  so  ist  hierdurch  c  als  Function  dieser 
Variabein  definirt:  y  «=  a;*,  und  diese  Function  wird  die  Poteng 
genannt.  Für  ein  rationales  b  fällt  sie  unter  den  B^^ff  der 
algebraischen  Function,  für  ein  irrationales  6  ist  sie  transcen- 
dent.  Der  Bereich  TOn  x  muss,  wenn  b  ein  Bruch  mit  geradem 
Nenner  oder  irrational  ist,  auf  das  Intervall  (0,  +oo)  be- 
schränkt werden,  damit  jedem  Werte  von  x  ein  reeller  Wert 
Yon  y  ;&ugeordnet  sei. 

Die  Umkehrung  der  Potenz  führt  nicht  zu  einer  neuen 

Function,  denn  aus  y  =  ic*  folgt  a;  =  y*  und  y  ist  mit  b  zu- 
gleich rational,  beziehungsweise  irrational. 

Fasst  man  den  Exponenten  b  als  yariabel  auf,  so  ist  c  als 
transcendente  Function  dieser  Veränderlichen  definirt:  y  «=  a'^ 
welche  den  Namen  Ea^m^enHalfimcHon  führt.  Die  Ba^s  a 
muss  positiv  sein,  soll  jedem  Werte  von  x  ein  reeller  Wert 
von  y  zugeordnet  sein;  dort,  wo  mehrere  reelle  Werte  von  y 
vorhanden  sind  (wie  dies  geschieht,  so  oft  x  einem  Bruch  mit 
geradem  Nenner  gleich  wird),  soll  jedesmal  der  positive  ver- 
standen sein;  bei  diesen  Festsetzungen  ist  y  =s  a'  eine  ein- 
wertige Function. 

Aus  der  Umkehrung  der  Exponentialfunction  geht  x  als 
neue  transcendente  Function  von  y  hervor,  welche  den  Namen 
Loga/rUhmus  von  y  führt  und  durch  x »» logay  dai^estellt 
wird;  a  heisst  die  Basis  des  Logarithmus.  Vermöge  der  bei 
y  =s  a'  gemachten  Festsetzungen  muss  in  der  Definitions- 
gleichung a;  =  logay  o,  als  positiv  vorausgesetzt  und  y  auf 
das  Intervall  (0,  -f-cx>)  beschränkt  werden. 

In  der  Trigonometrie  werden  einem  Winkel  (in  allgemeiner 
Auffassung,  also  durch  eine  bdid>ige  Drehung  des  beweglichen 
Schenkels  entstanden)  die  Verhältniszahlen  je  zweier  von  drei 
in  bestimmter  Weise  construirten  Strecken  zugeordnet;  fasst 
man  in  dieser  Zuordnung  das  Bogenmaass  x  des  Winkels  als 
unabhängige  Veränderliche,  die  Werte  der  genannten  Verhält- 
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nisse  als  Fonetionen  anf^  so  kommt  man  zu  den  trigonometri- 
schen Functionen 

y  — sinÄ;,    y  =  cosa;,  .y  ^  tga;,  y-=cotgrr,  y  =  seca;, ...; 

wird  hingegen  jede  der  Yerlialtniszahlen  als  unabhängige  Ver- 
änderliche und  das  Bogenmaass  des  Winkels  als  deren  Function 
angesehen^  so  entstehen  die  cyMometrischen  Functionen 

X  »=»  Aresin y,  x  —  Arccosy^  x  =  Arctgy,  x  —  Arccotgy, .  . . 

als  ümkehrungen  der  trigonometrischen.  Beide  Gattungen 
fasst  man  unter  dem  Namen  Ejreisfunctionen  zusammen. 

Zwischen  den  eben  vorgefOhrten  Definitionen  der  elemen- 
taren transcendenten  Functionen^  als:  der  Potenz  mit  irra- 
tionalem Exponenten,  der  Exponential-  und  der  logarithmi- 
schen Function  y  der  trigonometrischen  und  cyklometrischen 
Functionen,  und  den  Definitionen  der  algebraischen  Functionen 
besteht  ein  wesentlicher  Unterschied:  diese  sind  analytisch 
definirt  worden,  jene  nicht;  erst  im  weiteren  Verlaufe  unserer 
Betrachtungen  werden  sich  auch  ftbr  die  Transcendenten  ansr 
lytische  Definitionen  ergeben. 

14.  Eine  Variable  Xj  deren  Bereich  unbegrenzt  viele 
Zahlen  umfasst,  nähert  sich  einem  Gfrengwerte  a  oder  convergirt 
gegen  denselben,  wenn  sie  in  beständiger  Änderung  begriffen 
schliesslich  Werte  annimmt,  deren  Unterschied  gegen  a  dem 
absoluten  Werte  nach  fortan  kleiner  bleibt  als  eine  beliebig 
klein  festgesetzte  positive  Zahl  c,  ohne  jemals  zu  verschwinden. 

Wie  klein  also  auch  s  gewählt  wird,  so  ist  und  bleibt 
von  einem  gewissen  Momente  im  Verlauf  der  Änderung  des  x 

0<\x—a\<e', 
man  drückt  diesen  Sachverhalt  in  Kürze  durch  den  Ansatz 

]imx'»a 
aus  (limes  »*  Grenze). 

Besteht  beispielsweise  der  Bereich  der  Variabein  x  aus 
den  Zahlen  einer  Fundamentalreihe 

«»;  a^,  Og,... 
and  schreibt  man  der  Variabein  vor,  der  Reihe  nach  die  Werte 
<^,  Ol,  o^  . . .  anzunehmen,  so  ist  die  durch  die  Fundamental- 
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reihe  definirte  Zahl  ihr  Grenzwert;  hiernach  wäre  der  Grenz- 
wert einer  Yariabeln^  welche  die  Fundamentalreihe 

2        3        4 
1  '     2  '     3  ' 

durchläuft;  =  1 ;  ebenso  der  Gh'enzwert  einer  Yariabeln^  welche 
die  Reihe  der  Werte 

12        3 

ZU  durchlaufen  hat^  «=  1. 

Ist  X  eine  stetige  Variable  und  stellt  man  sich  vor^  dass 
sie  bei  der  Convergenz  g^en  den  Grenzwert  a  alle  Werte 
innerhalb  eines  übrigens  beliebig  engen  Intervalls  (a  —  d,  a) 
oder  (a,  a  +  *)  oder  (a  —  d,  a  +  *)  ^i*  alleiniger  Ausnahme 
von  a  selbst  annimmt^  so  sagt  man^  x  nähere  sich  dem  Grenz- 
werte a  auf  stetige  Weise. 

Wenn  x  bei  der  Convergenz  gegen  den  Grenzwert  a  nur 
kleinere  Werte  als  a  annimmt^  also  zunehmend  dem  a  sich 
nähert,  so  soll  dies  durch  die  Zeichen  lim  ^  «=  a  —  0  ausgedrückt 
werden;  hingegen  wird  unter  lim  a;  =  a  +  0  ^^^  Gh-enzüber- 
gang  zu  verstehen  sein,  bei  welchem  x  nur  Werte  über  a 
annimmt,  dem  a  sich  also  abnehmend  nähert.  Mit  Rücksicht 
auf  die  geometrische  Yersinnlichung  der  reellen  Zahlen  kann 
auch  von  einer  linksseitigen  und  einer  rechtsseitigen  Convergenz 
gesprochen  werden.  Darf  x  Werte  sowohl  unter  wie  Werte 
über  a  annehmen,  so  wird  dies  durch  ]im.X'=^  a'^O  oder 
kurz  lim  ^  »»  a   angezeigt  werden. 

Ist  der  Bereich  der  (stetigen)  Yariabeln  x  unbeschränkt, 
und  nimmt  sie  in  beständiger  Änderung  begriffen  schliesslich 
Werte  an,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach  fortan  grosser 
bleiben  als  eine  beliebig  gross  festgesetzte  positive  Zahl  K^ 
so  sagt  man,  die  Yariable  convergire  gegen  den  (uneigent- 
lichen) Grenzwerth  oo  (Unendlich).  Wie  gross  also  auch  K 
ist,  von  einem  gewissen  Augenblicke  im  Yerlaufe  der  Ände- 
rung des  X  ist  und  bleibt 

\x\>K, 
Behält  dabei  x,  wenigstens  von  einem  Momente  an,  das  posi- 
tive Vorzeichen,  so  wird  dies  durch  lim  or  =  -f-  c»  ausgedrückt, 
und  bleibt  es  von  einem  Momente  an  fortwährend  negativ,  so 
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schreibt  man  lim  a;  =  —  oo.  Der  Ansatz  lim  x=  oo  soll 
gelten^  wenn  x  während  des  Verlaufs  seiner  Änderung  unauf- 
hörlich das  Vorzeichen  wechseln  kann. 

16.  Es  sei  y  =  f(x)  eine  Function,  welche  für  einen  Be- 
reich der  stetigen  Variabein  x  definirt  ist,  ausgenommen  den 
Wert  X  r=^  a,  Lässt  man  x  gegen  den  Grenzwert  a  conver- 
giren,  so  können  die  zugeordneten  Werte  y  dabei  derart  ver- 
laufen, dass  schliesslich  der  Unterschied  Ton  y  gegen  eine  be- 
stimmte Zahl  h  dem  absoluten  Werte  nach  kleiner  bleibt  als 
eine  beliebig  kleine  festgesetzte  positive  Zahl  b.  Man  sagt 
dann,  y  convergire  bei  dem  betreffenden  Grenzübergänge  von 
X  gegen  den  Grensswert  b. 

Um  die  , Erscheinungen,  die  hierbei  auftreten  können, 
näher  ins  Auge  zu  fassen,  wollen  wir  den  Grenzübergang  des 
X  genauer  präcisiren. 

Nähert  sich  x  der  Grenze  a  wachsend,  so  convergire  y 
gegen  den  Grenzwert  &;  man  schreibt  dies  in  der  Form 

lim    y  =  6     oder  kürzer    lim  y  =  6 

an;  nähert  sich  x  der  Grenze  a  abnehmend,  so  convergire  y 
gegen  den  Grenzwert  6',  in  Zeichen: 

lim  y  =  b\ 

a:=aa+0 

Wenn  nun  b^b\  so  sagt  man,  y  besitze  an  der  Stelle  a 
zwei  verschiedene  Grenzwerte,  einen  links  und  einen  andern 
rechts.  Ist  dagegen  b  ^b\  so  spricht  man  von  einem  Grenz- 
wert an  der  Stelle  a  schlechtweg,  schreibt  dies  wie  folgt  an: 

limy  ==  b 

und  hat  hiermit  folgenden  Sinn  zu  verbinden:  Zu  einem  be- 
liebig klein  vorgeschriebenen  positiven  b  gibt  es  immer  ein 
ebenfalls  positives  d  derart,  dass  \y  —  b\<B  bleibt,  sobald  x 
in  seiner  Annäherung  an  die  Grenze  a  soweit  vorgeschritten 
ist ,  4ass  X  fortan  in  dem  Intervall  (a  —  d,  a  +  *)>  also 
\x  —  a  1  <  *  verbleibt. 

Wenn  der  absolute  Betrag  von  y,  während  a  der  Grenze 
X  sich  nähert,  schliesslich  grösser  bleibt  als  eine  beliebig  gross 
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festgeseizte  positive  Zahl  Ky  so  spricht  man  (im  uneigent- 
lichen  Sinne)  von  einem  unendliehen  Grenzwert  des  y^  der 
wieder  +cx>,  — oo  oder  unendlich  von  unbestimmtem  Vor- 
zeichen (cx>)  sein  kann.    Der  Ansatz 

lim  y  =  -f-  OD 

bringt  also  die  Thätsache  zum  Ausdruck,  dass  bei  wachsendem 
und  der  Ghrenze  a  unaufhörlich  sieh  näherndem  x  dessen 
Function  y  schliesslich  fortan  positiv  bleibt  und  jeden  noch 
so  grossen  Betrag  überschreitet.    Dei^  Ansatz 

lim  y  =  —  (x> 

würde  den  Sinn  haben  ^  dass^  von  welcher  Seite  sich  x  der 
Grenze  a  auch  nähert^  y  von  einem  Momente  angefangen  fort- 
ab negativ  bleibt  und  dem  Betrage  nach  über  jede  angebbare 
Zahl  hinaus  vmshsi 

Ist  der  Bereich  der  Yariabeln  x  unbeschrankt^  so  kann 
kann  man  sie  in  dem  im  vorigen  Artikel  erläuterten  Sinne 
gegen  eine  der  Grenzen  4"  ^^;  —  ^^  convergiren  lassen;  y  kann 
dabei  jede  der  Erscheinungen  aufweisen,  die  bei  der  Gonver- 
genz  von  x  gegen  einen  endlichen  Grenzwert  a  beobachtet 
worden  sind.  Insbesondere  kann  y  sich  dabei  einer  bestimmten 
Gh'enze  b  nahem  und  man  wird  dies  in  einer  der  Gleichungen 

lim  y  —  6  lim  y  =  6 

flr=-)-eo  «SB — OD 

zum  Ausdruck  bringen,  während 

limy  SB  h 

«SB  CO 

andeuten  würde,  dass  h  die  Grenze  von  y  ist,  ob  x  positive 
oder  negative  Werte  von  beständig  wachsendem  Betrage  an- 
nimmt 

Es  ist  jedoch  möglich,  dass  y  bei  der  Convergenz  des 
X  gegen  einen  endlichen  oder  unendlichen  Grenzwert  weder 
einer  bestimmten  Grenze  sich  nähert,  noch  auch  in  der  einen 
oder  andern  Weise  ins  unendliche  wächst;  man  sagt  dann,  es 
existire  kein  Grenzwert  für  y  oder  er  sei  unbestimmt 

Zur  Erläuterung  mögen  die  folgenden  Beispide  dienen. 
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1)  Die  Function  y  = ist  an  der  Stelle  X'^a  nicht 

definirt*);  wenn  sich  x  dieser  Stelle  wachsend  nähert,  so 
nimmt  der  Betrag  der  beständig  negatir  bleibenden  Function 
über  jede  angebbare  Zahl  hinaus  zu;  nähert  sich  x  der  Stelle 
a  abnehmend,  so  bleibt  die  Function  positiv  und  wächst  über 
jeden  Betrag  hinaus,  so  dass 

lim    — .  —  oo  lim    = -1- c». 

2)  Mit  der  Function  -. r^  yerhält  es  sich  ebenso,  nur 

mit  dem  Unterschiede,  dass  sie  bei  dem  Grenzübergange  links 
wie  rechts  positiv  bleibt,  weshalb 

lim  7 Nj— +  00. 

3)  Die  Exponentialfunction  y  — =  a*  (a  >  0)  zeigt  für 
lima;  ^  —  oo  imd  lim  o?  —  +  <^  verschiedenes  Verhalten, 
jenachdem  a  <  1  oder  a  >  l'ist,  und  zwar  ist 

för  a  <  1       lim  a*  ««  +  «^>  lim  a*  —  0; 

für  a  >  1       lim  a*  ««  0,  lim  a*  —  +  ^o  • 

»SB flO  CBS-)- CO 

4)  Die  logarithmische  Function  y  »»  log«  rr  (a  >  0)  ist  an 
der  Stelle  x^^O  nicht  definirt;  auf  Grund  von  3)  findet  man 

fära<l       limlogarc  =  +  ^»>  limlogaO:  —  —  oo; 

für  a  >  1       lim  logao;  —  —  oo,  limlogao;  —  +  oo. 

»a+O  «SBS-|-00 

1 

5)  Die  Function  y  —  a*-«  (a>  0)  ist  an  der  Stelle  a:  =  a 
nicht  definirt;  durch  Zusammenhalten  der  Fälle  1)  und  3) 
ergibt  sich 

1  1 

für  a  <  1       Km  a*-«  «x  +  oo,        lim  a*"""  =  0; 

1  1 

fttra>l      lima*-«  — 0,  lima*-«  — +  oo; 

dagegen  wäre  mit  Rücksicht  auf  2) 


^)  Weil  eine  Division,  deren  DiTiior  Null  ist,  keinen  Sinn  hat. 
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far  a  <  1       lim  a(*-«>*  =  0, 


1 


fard>l       lim  a (*-«)'  =  + c». 

6)  Für  die  Function  y  ==^  Binx  (und  auch  für  die  übrigen 
trigonometrischen  Functionen)  existirt  bei  lim  o; «»  +  cx>  kein 
Grenzwert;  denn  bei  stetigem  Wachsen  yon  x  in  der  einen  wie 
in  der  andern  Richtung  erleidet  die  Function  unaufhörlich 
Zeichenwechsel  und  schwankt  zwischen  —  1  und  +  !• 

7)  Die  Function  «  =  sin  —  ist  für  den  Wert  x  =  0  nicht 
definirt;  bei  der  Gonvergenz  Ton  x  gegen  diese  Stelle  yon  der 
einen  oder  andern  Seite  existirt  vermöge  der  Falle  1)  und  6) 
für  sie  kein  Grenzwert. 

16.  Von  einer  Variabein  x  oder  einer  Function  y  der- 
selben (bei  einem  gewissen  Grenzübergange  des  x)  sagt  man^ 
sie  werde  tmendlich  Mein  oder  sei  ein  Unendlichideines  y  wenn 
sie  gegen  die  Grenze  Null  convergirt. 

Man  sagt  von  x^  beziehungsweise  y,  es  werde  unendlich 
gross  oder  sei  ein  UnendlichgrosseSy  wenn  es  sich  der  (uneigent- 
lichen) Grenze  oo  (mit  bestimmtem  oder  unbestinmitem  Vor- 
zeichen) nähert. 

unter  einem  Unendlichkleinen  hat  man  sich  also  eine 
Variable  im  Zustande  ihrer  Gonyergenz  gegen  den  Grenzwert 
NuU,  unter  einem  XJnendlichgrossen  eine  Variable  im  Zustande 
ihres  unaufhörlichen  numerischen  Wachsens  Torzustellen. 

Es  seien  y,  y^  zwei  Functionen  yon  x,  welche  bei  einem 
näher  qualificirten  Grenzübergange  ]imx=^a  zugleich  unend- 
lich klein  werden.  Dasselbe  gilt  dann  yon  ihrer  Summe^  ihrer 
Differenz  und  ihrem  Product;  yon  dem  letzteren  lässt  sich 
aussagen,  dass  es  rascher  gegen  Null  conyergirt  als  die  ein- 
zelnen Factoren,  indem  yon  einem  gewissen  Momente  der  Gon- 
yergenz angefangen  der  zu  einem  Werte  yon  x  gehörige  Wert 
yon  yy^  dem  absoluten  Betrage  nach  beständig  kleiner  sein 
wird  als  die  zu  dem  gleichen  Werte  des  x  gehörigen  Beträge 
yon  y  und  j^^;  es  kann  hiemach  in  Bezug  auf  yy^  einerseits 
und  y,  y^  andererseits  yon  einem  yerschiedenen  Grade  des  Un- 
endlichkleinwerdens gesprochen  werden. 
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Zu  bestimmteren  YorstellaDgen  hierüber  fOhrt  die  Be- 
trachtung des  Quotienten  — ;  derselbe  kann  bei  einem  Grenz- 
übergange x^^^a^  bei  welchem  Iim{/  =  0  und  limy^  =  0^  sich 
einer  bestimmten  Ton  I^uU  verschiedenen  örenze  b  oder  der 
Grenze  0  oder  der  Grenze  cx>.  nahem  oder  ein  unbestimmtes 
Verhalten  zeigen. 

In  dem  ersten  der  aufgezählten  FaUe^  wo  also  lim  -^  s»  2» 

imd  |&|>0  isty  sagt  man,  y  und  y^  seien  unendlich  kleine 
Ghrossen  gleicher  Ordnung. 

In  dem  zweiten  Falle^  wo  lim  -^  =  0,   ist  ~  selbst  ein 

ünendlichkleineSy  Vkaat  sich  also  y  als  Product  von  zwei  un- 
endlich kleinen  Grossen  darstellen,  deren  eine  y^  ist;  y  conver- 
girt  daher  zufolge  einer  oben  gemachten  Bemerkung  rascher 
gegen  Null  als  y^,  und  man  drückt  dies  dadurch  aus,  dass 
man  y  als  ein  ünendlichkleines  höherer  Ordnung  im  Vergleich 
zu  y^  bezeichnet. 

In   dem   dritten  Falle,    wo  lim--  =  cx),  ist  lim  — =  0, 

also  y^  Ton  höherer  Ordnung  in  Bezug  auf  y,  dieses  daher 
von  niederer  Ordnung  in  Bezug  auf  y^. 

In  dem  letzten  Falle  ist  eine  Beurtiieilung  der  Ordnung 
ausgeschlossen. 

Wenn  y,  y^  unendlich  kleine  Grössen  ungleicher  Ordnung 
sind,  so  lässt  sich  in  yielen  Fallen  eine  positive  Zahl  n  derart 

bestimmen,  dass  der  Quotient  -^  gegen  eine  bestimmte  von 

Null  verschiedene  Grenze  h  convergirt,  so  dass  y  und  y^  als 
unendlich  kleine  Grössen  gleicher  Ordnung  zu  bezeichnen 
wären;  dann  piucisirt  man  die  Ordnung  naher  und  bezeichnet 
y  alis  von  der  Ordnung  n  in  Bezug  auf  y^,  oder  schlechtweg 
von  der  Ordnung  n,  wenn  man  übereingekommen  ist,  y^  als 
ein    Unendlichkleines    der    ersten    Ordnung    aufzufassen.     Da 

-~  —  b    bei    dem    Grenzübergange    lim  a?  =«  a    gegen    Null 

convergirt,   so   ist  es  selbst   ein  Unendlichkleines  und   möge 

mit  fj  bezeichnet  werden;  aus  dem  Ansätze  -^  —  6  =  ij  folgt 
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dann  y  =  fty^"  +  ij^i*;  das  Product  i^y^»  ist  selbst  wieder  un- 
endlieh  klein  und  zwar  höherer  als  der  n-ten  Ordnung;  wird 
es  durch  s  bes^ichnet^  so  hat  man  in 

y  —  6yi*  +  s 
den  allgemeinen  Ausdruck  fOr  ein  ünendlichkleines,  das  in 
Bezug  auf  y^  von  der  n-ten  Ordnung  ist;  dabei  bedeutet  b 
eine  von  Null  verschiedene  bestimmte  Zahl  und  s  ein  ünend- 
lichkleines  von  höherer  als  der  n-ten  Ordnung.  Das  Glied 
byj*  nennt  man  den  Ha^ptÖieä^  s  den  secundären  Theil  von  y. 
Betrachtet  man  neben  y  eine  zweite  unendlich  kleine 
Grösse  T  der  n-ten  Ordnung,  so  hat  sie  den  Ausdruck 

Y^By.'  +  E, 
und  der  Quotient  ~  convergirt  beim  lim  rc  »=  a,  da  —  und 

—  hierbei  unendlich  klein  werden,  gegen  den  Grenzwert  — ; 
denn 

Hiemach  ist  der  Grengwert  des  Quotienten  giceier  unendlüA 
Meinen  Grössen  dersdben  Ordnung  gleich  dem  Quotienten  ihrer 
Ha/upttheäe, 

Sind  y,  y^  Functionen  von  x^   welche   bei   einem   näher 
bestimmten   Grenzübergange   des  z  unendlich   gross   werden, 

so  werden   die  Functionen  — ,  —  bei  demselben  GrenzÜber- 

y '  yi 

gange  unendlich  klein,  und  es  ist  —  in  Bezug  auf  —  von  der 


Ordnimg  n,  wenn 

1 

lim  - 

=  1 

und  |6|>0; 

es  ist  aber 

J 

y 

US 

n 

f- 

folglich 
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und  -^  >  (^)  iium  bezeichnet  dann  wahrend  des  Grenzüber- 
ganges y  als  unendlich  gross  Yon  der  Ordnung  n  in  Bezug 
auf  y^.  Es  gilt  also  f£Lr  die  Beuriheilung  der  Ordnung  un- 
endlich gross  werdender  Yariabeln  dieselbe  Regel  wie  bei  un- 
endlich klein  werdenden  Variabein. 

Folgende  Beispiele  mögen  dies  erlautem. 

1)  Die  Functionen  y  =  y^;  +  x*  —  Yx  und  yj«=ir)/i 
werden  für  lima;«»-{-0  unendlich  klein  und  zwar  von  gleicher 

Ordnuiig;  man.  kann  nämlich  den  Quotienten  J,  da  0.-0 
ausgeschlossen  ist^  wie  folgt  transformiren: 

Yx  +  x^-Yi  _  a?' ^ 


xYx  xyx(yx  +  x*+yx)     yi  +  x  +  i 

und  erkennt  nun^  dass 

lim   i^  =  i.. 
x=+o  Vi        2  . 

2)   Die   Functionen   y  =  sin  a;    und    j/i  —  a;    werden  für 

lim  a?  «B  0  unendlich  klein  von  gleicher  Ordnung.     Denn  aus 

Fig.  1  folgt  zunächst,  sobald  L  COA  =  LBOC 

spitz  ist^ 

AB  <  arc^J?  KAC-^-CB 

OA"^     OA      "^^  OA 
2sina;<     2x      <2tga:, 
daher  auch 


n«.  1. 


und 


sin  a;       cos  ä 


-  ^  sin  a;  ^ 

1>  -— >cosa:; 

X 


nun  kann  x  so  klein  gewählt  werden,  dass  der  Unterschied 

1  —  cos  X  beliebig  klein  wird,  um  so  kleiner  ist  dann  1 • 

Die  durchgeführte  Betrachtung  gilt  ebenso  für  den  positiven 
Winkel  COA  wie  für  den  negativen  COB,  daher  ist 


«—0      * 
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3)  Die  Functionen  j/=l — coso;  und  yi=^x  werden 
unendlich  klein  ftLr  lima;  =  0;  die  erste  aber  ist  von  der 
zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf  die  zweite^  denn  (bei  Ausschluss 
von  a?  =  0)  ist 

2  sin'  — 
1  —  C08  j;  2 


daher  zufolge  2) 

lim  1  —  003  a?       J^ 

4)  Die  Functionen  y  =  tgo;  —  sino;  und  yi  =  a;  werden 
fQr  limo; «»  0  unendlich  klein,  die  erste  aber  Yon  der  dritten 
Ordnung  in  Bezug  auf  die  zweite,   weil  bei  Ausschluss  von 

ig X  -—  sing        tgx  1  —  008 x  1     sin d?  1  —  oos  a? 

«■  XX*  cosa;    x  «• 

und  somit  auf  Grund  von  2)  und  3) 

lim   tgo;  —  sing 1^ ^ 

17.  Von  einer  Variabeln  x,  deren  Bereich  das  ConHnuum 
der  reellen  Zahlen  zwischen  a  und  ß  ist,  sagt  man,  sie  durch- 
laufe dieses  Gontinuum  oder  das  Intervall  (a,  ß)  stetig^  wenn 
sie  jeden  Wert  aus  dem  Intervall  und  jeden  nur  einmal  an- 
nimmt; sie  kann  dabei  mit  dem  Werte  a  oder  mit  ß  beginnen, 
das  Intervall  also  in  zwei  entgegengesetzten  Richtungen  durch- 
laufen. Wir  nehmen,  wo  nichts  anderes  bemerkt  wird,  an, 
dass  X  mit  dem  algebraisch  kleinsten  Werte  beginnt  und 
allmälig  bis  zum  algebraisch  grössten  fortschreitet;  es  ent- 
spreche dies  der  Ordnung  a,  ß. 

Nun  sei  y  =  f(x)  eine  in  dem  Intervall  (a,  /S),  mit  Ein- 
schluss  von  a  und  /S,  definirte  einwertige  Function.  Wenn  der 
Bereich  von  y  ebenfalls  ein  Gontinuum  (A,  B)  ist  und  von  y 
stetig  durchlaufen  wird,  während  x  das  Gontinuum  (a,  ß)  stetig 
durchläuft,  so  heisst  y  eine  in  dem  Intervall  (a,  ß)  monotone 
Function  und  zwar  eine  wachsende  oder  abnehmende,  jenach- 
dem  Ä<B  oder  Ä>  B.  Ordnet  man  jedem  Paar  zusammen- 
gehöriger Werte  von  x  und  y  einen  Punkt  M  der  Ebene  zu, 
nachdem  iu  derselben  ein  (rechtwinkliges)  Goordinatensystem 
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angenommen  worden^  so  ergibt  sich  also  einfachstes  Bild  der 
wachsenden  Function  ein  von  links  nach  rechts  steigender 
Ourveftbogefiy  Fig.  2,  als  Bild  einer  abnehmenden  Function  ein 
in  derselben  Richtung  fallender  Gurvenbogen,  Fig.  3. 


Fig.  t. 


Kg.  8. 


Fig.  i. 


Besteht  der  Bereich  von  y  aus  mehreren  Gontinuen^  welche 
sich  derart  aneinander  reihen^  dass  der  Anfangswert  jedes  fol- 
genden zugleich  Endwert  des  vorhergehenden  ist^  und  die 
von  y  in  ahvoechsdnder  Richtung  durchlaufen  werden^  so  ist  y 
eine  abwechselnd  wachsende 
und  abnehmende  Function 
und  ihr  einfachstes  Bild  wird 
sich  aus  einem  zusammen- 
hängenden System  von  Gur- 
venbögen  der  Formen  Fig.  2 
und  Fig.  3  zusammensetzen^ 
wie  etwa  in  Fig.  4,  welche 
einer  Function  entspricht,  die 
der  Reihe  nach  die  Gontinua  {A^K)y  (,^}L),  (L,  E)  durchlaufb^ 
während  x  von  a  bis  ß  stetig  sich  verändert. 

Functionen  von  der  be$chrid>enen  Art  bezeichnet  man  ah 
in  dem  Intervalle  (a,  ß)  stetige  oder  continuirliche  Functionen. 

Von  den  Eigenschafben  stetiger  Functionen  mögen  einige 
vorgeführt  werden,  die  bei  analytischen  Untersuchungen  häufige 
Verwendung  finden. 

1)  Wenn  die  Function  f(x)  in  dem  Intervaü  (a,  ß)  stetig 
ist,  so  lässt  sich  zu  einem  beliebig  Mein  festgesetzten  positiven  s 
an  jeder  Stelle  x^^a  innerhalb  des  Intervalls  ein  hinreichend 
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Meines  posiäves  tf  festseteen  derart^  dass  für  jedes  x'  aus  dem 
Intervall  (a  — 17,  ^  +  ^)  ^^  Beeiekung  besteM 
\f(x')-fia)\<s. 

Der  Wert  f(a)  gehöre  dem  Continuum  (A,  J?)  an;  e  sei 
klein  genug  festgesetzt,  dass  auch  f(a)  —  s  und  f(a)  +  ^  dem 
Continuum  angehören;  diesen  Functionswerten  entsprechen  Werte 
der  Yariabehi  aus  dem  Intervall  (a,  ß)^  die  sich  in  der  Form 
a  —  Ä,  a  +  Ä'  oder  a  +  *?  ^  —  *'  darstellen  lassen,  jenach- 
dem  die  Function  in  dem!  Continuum  {Ä^  B)  wachsend  oder 
abnehmend  ist;  ist  h  die  kleinere  der  beiden  positiven  Zahlen 
h,  h\  so  genügt  jedes  1},  das  zwischen  0  und  h  liegt,  der 
obigen  Forderung. 

An  den  Endstellen  x  =^  a,  x  =  ß  ist  nur  zu  einer  Seite 
ein  Intervall  von  der  gedachten  Eigenschaft  feststellbar, 
(a,  a  +  9?)  links,  (/J  —  ij,  ß)  rechts. 

Diese  Eigenschaft  der  stetigen  Function  wird  als  „Stetig- 
keit an  der  Stelle  x^^  a'*  bezeichnet  und  häufig  zum  Aus- 
gangspunkt für  die  analytische  Definition  der  Stetigkeit  ge- 
nommen, indem  man  erklart,  eine  Function,  welche  an  jeder 
Stelle  des  Intervalls  (a,  ß)  die  erwähnte  Eigenschaft  besitzt, 
£iei  stetig  in  dem  ganzen  Intervall. 

Bezeichnet  x"  einen  zweiten  Wert  von  x  aus  dem  Intervall 
(a  —  ri,  a  +  17),  so  ist  neben 

\ax')-fiä)\<B 

auch 

\f(x")-f(a)\<,, 
somit 

\fix")-fix')\<2e; 

es  ist  also  eine  Folge  der  Stetigkeit,  dass  sich  zu  jeder  Stelle 
a  des  Intervalls  (a,  ß)  eine  hinreichend  enge  Umgebung 
(a  — 17,  a -{- 1})  bestimmen  lässt  derart,  dass  irgend  zwei 
Functionswerte  aus  dieser  Umgebung  eine  Differenz  geben, 
deren  Betrag  unter  einer  beliebig  klein  festgesetzten  positiven 
Zahl  2  s  liegt.  Dieses  Verhalten  pflegt  man  auch  so  auszu- 
drücken, dass  bei  einer  stetigen  Function  an  jeder  Stelle  zu 
einer  unendlich  kleinen  Änderung  der  Yariabeln  eine  unend- 
lich kleine  Änderung  der  Function  gehöre. 

Man   kann   die  Eigenschaft   1)   auch   dahin   aussprechen, 
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es  sei  für  jedes  a  aus  (a,  ß)  f(a)  der  Grenzwert,  gegen  welchen 
die  Function  f(x)  bei  dem  stetigen  Grenzübergänge  lima;=a+0 
convergirt  *). 

2)  Wenn  die  Function  f(x)  stetig  ist  in  dem  Intervall 
(cc,  ß),  so  lässt  sich  m  einem  hdiäng  Mein  fesigeseteten  positiven 
s  ein  hinreichend  Meines  positives  ri  bestimmen  derart,  dass  für 
jede  zwei  Werte  x,  x'  au^  (a,  ß),  für  welche  \x  —  x\<irj^  die 
Beziehung  besteht 

\fix)-f{x')\<a. 

Es  werde  zunächst  vorausgesetzt,  die  Function  sei  mono- 
ton, z.  B.  wachsend,  und  (Ä,  B)  ihr  Bereich.  Man  theile  den- 
selben in  so  viele  gleiche  Theile,  dass  jeder  Theil  'kleiner  ist 

als  -5- ;  ^®  Anzahl  der  Theile  sei  n,  so  dass  — ^^^  =  A;  <  -^  • 
Zu  den  Functionswerten 


/■(«),      /•(«)  +  *,      f(a)  +  2k,...fia)^n-lk,      f(ß) 

soUen  der  Reihe  nach  die  (ebenfalls  steigend  geordneten)  Werte 

^o="  rCi,  ^a;         •••  ^«-1,  Xn^=ß 

der  Variabein  x  gehören;  je  zwei  benachbarte  dieser  Werte 
bestimmen  ein  Intervall  und  das  Mdnste  unter  diesen  n  Inter- 
vallen sei  gleich  h]  dann  genügt  jedes  97,  das  zwischen  0  und 
h  liegt  und  rj  =  h  selbst  der  obigen  Forderung.  Denn  nimmt 
man  irgend  zwei  Werte  x,  x  an,  für  welche  \x  —  ^'  i  ^  *,  so 
fallen  sie  entweder  in  ein  und  dasselbe  Theilintervall  (xi,  Xi^i) 
oder  in  zwei  benachbarte  (a;,_i,  xi)  und  (Xi,  iP^+i);  im  ersten 
Falle  ist 

\f(x)-f{x^\<{-', 
im  zweiten  Falle 

\fix)-f(x.)\<^ 

\f(^l-f(^i)\<T' 


*)  Ansätze  von  der  Form 

lim  f{x)  =  f(a)    oder    lim  f{x  +  ä)  =  f{x)^ 

die  auf  den  ersten  Blick  selbstverständlich  scheinen,  sind  nur  dann 
legal,  wenn  die  Function  f(x)  in  der  Umgebung  von  a,  respective  x 
stetig  ist. 

Gsnber,  Vorlesnngen.   I.  3 
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daher 

\fix)-f{x')\<B',      ■ 

in  jedem  Falle  ist  also  \f{x)  —  f{x') \  <  «,  sobald  \x  —  x  \ ^  h. 

Ist  die  Function  abwechselnd  wachsend  und  abnehmend, 
so  führe  man  die  beschriebene  Operation  f&r  jeden  ihrer 
monotonen  Abschnitte  aus;  das  kleinste  unter  den  gefundenen 
h  genügt  fOr  den  ganzen  Verlauf  der  gestellteil  Forderung. 

Man  bezeichnet  diese  Eigenschaft  gewohnlich  als  ^^leich- 
mässige  Stetigkeit'^;  wie  die  vorstehende  Betrachtung  zeigt, 
ist  sie  eine  nothwendige  Folge  der  Stetigkeit  in  dem  Inter- 
yaU  (a,  ß). 

3)  Werni  die  Function  f(x)  in  dem  Intervall  (a,  ß)  stetig 
ist  und  an  den  Endstellen  desselben  verschiedene  Werte  besitzt, 
so  gibt  es  jsu  jeder  Zahl  M  zwischen  f(a)  =  Ä  tmrf  f{ß)  =  B 
mindestens  eine  Stelle  x  in  (a,  ß)  derart,  dass 

f{x)  =  M. 

Ist  zunächst  die  Function  monoton,  so  ist  (ÄyB)  ihr 
Bereich  und  sie  nimmt  jeden  Wert  aus  (Äy  B)  und  jeden  nur 
einmal  an,  folglich  auch  den  Wert  M,  der  nach  Voraus- 
setzung zwischen  Ä  und  B  liegt;  zu  ihm  gehört  ein  Wert  x 
aus  (a,  /}),  und  es  ist  in  der  That  einmal  f(x)  =  M, 

Wechseln  dagegen  Wachsthum  und  Abnahme  mit  ein- 
ander ab,  und  durchläuft  die  Function  der  Reihe  nach  die  Con- 
tinua  (Ä,  C),  (C,  D), . . .  {K,  B),  so  muss  M  mindestens  in 
einem  derselben  vorkommen;  denn  ist  Ä<iB  und  wären  die 
Werte  aus  allen  Continuen  unter  M,  so  könnte  der  über  M 
liegende  Wert  B  nicht  erreicht  werden;  wären  die  Werte  aus 
den  Continuen  durchwegs  über  M,  so  käme  der  unter  M 
liegende  Wei*t  Ä  nicht  zustande;  ähnliche  Erwägungen  gelten 
fElr  -4.  >  B.  Kommt  aber  der  Wert  M  in  einem  der  Con- 
tinuen vor,  so  nimmt  die  Function  ihn  auch  für  einen  be- 
stimmten Wert  der  Variabein  aus  (a,  ß)  an,  so  dass  auch  jetzt, 
und  zwar  mindestens  einmal,  die  Gleichung  f(x)  =  M  stattfindet. 

4)  Wenn  die  Function  f{x)  in  dem  Intervall  (a,  ß)  stetig 
ist  und  wenn  die  Endwerte  derselben  f(a)  =  Ä,  f{ß)  =  B  un- 
gleich bezeichnet  sind^  so  gibt  es  wenigstens  einen  Wert  x  zwischen 
a  und  ßy  für  welchen  die  Gleichung  besteht 

f(x)  =  0. 
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Dieser  Satz  ist  eine  Folge  des  vorangehenden;  denn  f{x) 
nimmt  jeden  Wert  zwischen  A  und  B  mindestens  an  einer 
Stelle  des  Intervalls  (a,  ß)  an,  hier  also  auch  den  Wert  NuU, 
weil  er  dem  Continuum  (^Ay  B)  angehört. 

18.  Wenn  die  Definition  einer  (analytischen)  Function 
f(x)  f&r  einzdne  Werte  der  stetigen  Variabein  Xy  deren  Inter- 
vall (a,  /3)  sei^  ihre  Bedeutung  verliert,  so  kann  die  Function 
in  der  Umgang  einer  solchen  Stelle  verschiedenes  Verhalten 
zeigen. 

Es  sei  x  =  a  eine  solche  Stelle,  welche  entweder  zwischen 
a  und  ß  liegt  oder  mit  einem  dieser  Endwerte  zusammenfallt. 

1)  Ist  a  innerhalb  des  Intervalls  gelegen  und 

lim   f{(c)  =  lim  f{x)  =  6 , 

d.  h.  convergirt  f{po)  zu  beiden  Seiten  von  a  gegen  eine  und 
dieselbe  bestimmte  Grenze  b,  so  kann  man  die  Definition  der 
Function,  die  an  der  Stelle  a  eine  Lücke  aufweist,  vervoll- 
ständigen, indem  man  dieser  Stelle  jenen  Grenzwert  zuweist, 
also  f{(i)  =»  h  setzt;  die  Function  verhalt  sich  dann  in  der 
Umgebung  von  a  wie  eine  stetige  Fimction. 

Eine  ähnliche  Bestimmung  kann  getroffen  werden,  wenn 
a  mit  a  oder  ß{a<ß)  zusammenfallt  und  f{x)  für  lima;==  a+0, 
beziehungsweise  fOr  lim  x  =  ß  —  0  gegen  eine  bestimmte  Grenze 
convergirt. 

2)  Wenn  jedoch  cc  <a<  ß  und 

lim  f{x)^l,      lim  f{x)^V 

und  h^h\  so  heisst  die  Function  an  der  Stelle  a  unstetig  oder 
discantinuirlich,  und  man  sagt  von  ihr,  sie  springe  von  i  auf 
y  über.  Es  lässt  sich  jetzt  keine  XJmgebtmg  von  a  con- 
struiren  derart,  dass  für  zwei  beliebige  Werte  af,  x'  aus  der- 
selben 1  f{oi)  —  f{x  I  beliebig  klein  würde. 

3)  Wenn  für  den  innerhalb  (a,  ^)  befindlichen  Wert  a 
bei  dem  einen  oder  dem  andern  der  Grenzübergänge  lima;»sa — 0 
und  lim  rc  =  a  +  0  ein  bestimmter  Grenzwert  6,  bei  dem  andern 
der  Grenzwert  oo  (mit  bestimmtem  oder  unbestimmtem  Vor- 
zeichen) zu  Stande  kommt,  so  verhalt  sich  die  Function  auf 
der  erstgedachten  Seite  von  a  wie  eine  sieiüge  Function;  wäre 

3* 
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z.  B.  lim  f(x)  =  6,  so  kann  f{x)  in  dem  Intervall  (ä,  a)  als 

stetige  Function  angesehen  werden,  sofern  man  f{a)  =  h  setzt. 
Man  sagt,  sie  sei  im  Punkte  a,  und  zwar  zu  einer  Seite  des- 
selben, unstetig. 

4)  Wenn  fftr  den  innerhalb  (a,  ß)  liegenden  Wert  a  bei 
den  beiden  Grenzüber^ngen  a  —  0  und  a  +  0  für  f{x)  der 
Grenzwert  oo  zu  Stande  kommt,  so  heisst  f{x)  in  a,  und  zwar 
zu  beiden  Seiten,  unstetig. 

In  den  Fällen  3)  und  4)  wird  ä  =  a  ein  UnendUchkeits- 
punM  der  Function  genannt. 

5)  Unstetig  heisst  f(x)  femer  an  einer  Stelle  a,  wenn  bei 
einem  der  Grenzüber^üige  a  —  0  und  a  +  0  oder  bei  beiden 
f(x)  keiner  Grenze  zustrebt,  und  kann  auch  hier  von  ein- 
seitiger oder  beiderseitiger  ünstetigkeit  gesprochen  werden. 

Einen  Wert  x  =  a,  für  welchen  eine  Function  f{x)  eine 
der  hier  erörterten  Eigenschaften  aufweist,  nennt  man  einen 
singuiären  Punkt  und,  von  dem  Falle  1)  abgesehen,  auch  einen 
Unstetigiceitspunkt.  Bei  den  analytischen  Untersuchungen  müssen 
solche  Punkte  von  der  Betrachtung  zumeist  ausgeschlossen 
werden;  man  denkt  sich  dies  dadurch  erzielt,  dass  aus  dem 
Intervall  (a,  ß)  eine  beliebig  enge  endliche  Umgebung  des 
Unstetigkeitspunktes  ausgeschieden  wird. 

Sind  f(x),  g{x)  zwei  in  dem  Intervall  (a,  ß)  stetige  Func- 
tionen, so  sind  auch  die  Functionen  f{x)  -{'  g{x)y  f{x)  — g{x) 
und  f{x)  g{x)  in  demselben  Intervall  stetig,  wie  sich  mit  Hilfe 
der  unter  17  2)  angegebenen  analytischen  Definition  der  Stetig- 
keit ohne  Mühe  und  nicht  blos  für  zwei,  sondern  für  jede 
endliche  Anzahl  von  Functionen  erweisen  lässt.    Von  der  Func- 

f(x) 
tion  -j^  gilt  dies  jedoch  nur  dann,  wenn  im  ganzen  Intervall 

(a,  /S)  |^(a;)|>0  ist;   wird  dagegen  an  einer  oder  an  mehre- 

ren  Stellen  g(x)  =  0.  so  ist  an  diesen  die  Function  -,-[  nicht 

definirt  und  muss  ihr  Verhalten  in  der  Umgebung  solcher 
Stellen  näher  untersucht  werden. 

19.  Zur  Erläuterung  der  Betrachtungen  über  die  Stetig- 
keit oder  Ünstetigkeit  der  Fimctionen  mögen  die  folgenden 
Beispiele  dienen. 
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1)  Die  Function  y  =  sinrc  ist  durchaus  stetig;  denn  wah- 
rend (Fig.  5,  wo  der  Kreis  mit  dem  Halbmesser  =  Längen- 
einheit beschrieben  ist)  der  Punkt  M  den  Ereis  von  M^  aus 
stetig  durchläuft,  die  Variable  x  also 

das     Continuum    (0,  2%)    beschreibt, 

durchläuft  der  Punkt  P  oder  der  Wert  /^'"'^nr'^rrxJf 

von   y   die  Continua  (0,  1),  (1,  —  1),       / 

( —  1,  0).     Vermöge    der   Periodicität      / 

zeigt  die  Function   dasselbe  Verhalten   ''!' 

auf   dem    ganzen    Bereich    der    unbe-      \ 

schränkten  Variabein  x.  \. 

Dasselbe    gilt    von   der  Function 
y  =s  cosic,  welche  die  Continua  (1,  —  1), 

( — 1,  1)  beschreibt,  während  x  das  Intervall  (0,  2%)  stetig 
durchläuft. 

Die  übrigen  trigonometrischen  Fimctionen 

,  sin  a?  .  cos  oj  1  1 

iax  = y     cotga;==-. —  ?     seca;= ;    coseca:=-; — ? 

^  cosÄ  ^  sina;  cos«  sina; 

da  sie  sich  aus  den  vorgenannten  mittels  der  Division  bilden 
lassen,  sind  überall  dort  nicht  definirt,  wo  der  jeweilige  Nenner 
Null  wird,  und  besitzen  daselbst  Unendlichkeitspunkte  von  der 
unter  18  4)   beschriebenen   Art.     So   ist  tgo;  an  den  Stellen 

(2w  + 1)  Y  nicht  definirt  (w  kann  jede  positive  und  negative 

ganze  Zahl  mit  Einschluss  der  Null  bedeuten),  und  es  ist  bei- 
spielsweise 

lim   tgx  =  +cx),        lim   tga;  =  —  oo. 
.=  £-0  x=£+o 

2)  Die  Function  y  .= setzt  sich  aus  zwei  durchaus 

stetigen  Functionen  durch  Division  zusammen,  ist  daher  auch 
durchgehends    stetig    mit    vor^ufigem    Ausschluss   der   Stelle 

a;  =  0,  an  welcher  sie  nicht  definirt  ist:   da  jedoch  lim  

=s=s  lim  =  1?   80  kann  auch   diese  Stelle  in  den  Stetig- 

keitsbereich  einbezogen  werden,  wenn  man  der  Function  an 
der  Stelle  0  den  Wert  1  beilegt. 
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3)  Die  Function  y  =  — ^  (a  >  0)  ist  für  alle  Werte 

definirt  und  stetig,  ausgenommen  den  Wert  o;  =»  0;   nun  ist 
nach  15  5) 

für  a  <  1        lim  y  =  0,        lim  y  =  1, 
fara>l        lim    J/=1,        lim  y  =  0; 

in  beiden  Fallen  weist  also  die  Function  an  der  Stelle  x^^O 

eine  Unstetigkeit  von  der  in  18  2)  beschriebenen  Art  auf. 

1 

4)  Zufolge  16  5)  ist  fiär  die  Function  y  =  a*-«   (a>0) 
der  Punkt  o;  =  ^  ein  Unstetigkeitspunkt  von  der  Art  18  3), 


für  die  Function  y  =  a<*— «)*  derselbe  Punkt  ein  Unstetigkeits- 
punkt von  der  Art  18  4). 

5)  Auf  Grund  von  16  7)  besitzt  die  Function    y  =  sin  — 

an  der  Stelle  x=^0  eine  Unstetigkeit  von  der  Art  18  5).  Die 
Unstetigkeit  äussert  sich  hier  darin,  dass  man  in  beliebiger 
Nahe  von  Null  Wertepaare  von  x  angeben  kann  derart,  dass 
der  Unterschied  der  zugehörigen  Werte  von  y  den  absoluten 
Betrag  2  hat,  dass  sich  daher  zu  einem  beliebig  klein  fest> 
gesetzten  positiven  (jedenfalls  unter  2  liegenden)  b  keine  ge- 
nügend kleine  Umgebung  von  Null  feststellen  lässt,  innerhalb 
deren  für  jedes  Wertepaar  Xy  a?"  die  Beziehung  |  f(x')  — /"(a?")  |  <  s 
stattfände.    Denn  bildet  man  mit  den  (positiven  oder  negati- 

ven)    ganzen    Zahlen    n',  n"    die    Werte    x'=  .    ,.-.      und 

a;"=  .  "4-s\  >  ^^  können  dieselben  durch  entsprechende  Wahl 
von  w',  n"  der  Null  beliebig  genähert  werden;  und  doch  ist 

y'-  y"=  pm(4n  +  l)f  -  sin  (4«"+  3)|  =  1  -  (- 1)  =  2. 
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Zweiter  Abschnitt. 

Differentiation  von  Fnnetionen  einer  Variabein. 

§  1.    Der  Differentialquotient  und  daa  Differential. 

20.  Bei  der  Feststellung  des  Verlaufes  einer  gegebenen 
Function  ist  eine  der  ersten  Fragen  auf  die  Änderung  gerichtet^ 
welche  der  Wert  der  Function  bei  einer  Änderung  des  Wertes 
der  Variabehi  erfahrt. 

Es  sei  fix)  eine  in  dem  Intervalle  (a^  ß)  gegebene  stetige 
Function  der  (stetigen)  Yariabeln  x*^  unter  x  sei  zunächst  ein 
Wert  innerhalb  des  Bereichs  {ccy  ß)  verstanden.  Bei  dem  Über- 
gange von  X  zu  X  -^  h^  welch'  letzterer  Wert  ebenfalls  dem 
Bereich  angehört,  oder  bei  der  Änderung 

jdx  =  h 
der  Variabein  geht  der  Wert  der  Function  von  f(x)  in  fix-^-h) 
über  und  erföhrt  die  Änderung 

Jf{x)=^f{x  +  h)-f{x). 
Die  Stärke  der  Änderung  der  Function  bei  dem  beschriebenen 
Übergange  wird  um  so  grosser  sein,  je  grösser  bei  einem 
festgesetzten  jdx  das  ^f{x)  ausfallt,  und  je  kleiner  bei  einem 
festgesetzten  df{x)  das  zugehörige  dx  sich  ergibt;  ein  Maass 
fQr  dieselbe  wird  daher  in  dem  Quotienten 

f..  ^m  _f{x  +  h)^ax) 

\^)  Jx    ~  h 

zu  erblicken  sein.  Sofern  die  Grössen  /Jx,  jdf{x)  Diflferenzen 
zweier  Werte  der  Variabein  und  der  zugehörigen  Werte  der 
Function  sind,  nennt  man  sie  auch  Differenz  der  Variabetn, 
beziehungsweise  Differenz  der  Function  und  den  Quotienten 
(1)  den  Differeneenquotienten  der  Function. 

Der  Differenzenquotient  erfordert  zu  seiner  Bildung  zwei 
Stellen  aus  dem  Bereich  der  Function;   lasst  man  die  zweite 
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Stelle  X  -^  h  unaiifliorlich  der  ersten^  h  also  dem  Grenzwerte 
Null  sich  nähern,  so  nähert  sich  vermöge  der  Stetigkeit  von 
f{x)  auch  der  Zähler  der  Grenze  Null;  man  hat  es  dann  mit 
dem  Quotienten  zweier  unendlich  klein  werdenden  Grössen  zu 
thun,  welcher  je  nach  der  Ordnung  dieser  Grössen  entweder 
einer  bestimmten  von  Null  verschiedenen  Grenze,  oder  der 
Grenze  0,  oder  der  Grenze  <x>  (mit  bestimmtem  oder  unbe- 
stimmtem Vorzeichen)  zustrebt  oder  auch  unbestimmt  bleibt. 
In  den  drei  erstgedachten  FäUen,  wo  ein  Grenzwert  (im  weite- 
sten Sinne  des  Wortes)  existirt,'  nennt  man  diesen  Grenzwert 
den  DifferenHalquoUenten  der  Function  f(x)  an  der  Stelle  X] 
er  ist  ein  Maass  filr  die  Stärke  der  Änderung  der  Function  an 
dieser  Stelle. 

Es   sind  jedoch  drei  verschiedene  Arten  des  Grenzüber- 
ganges von  h  zu  unterscheiden,  nämlich 
L    limÄ  =  +  0 
n.    limA  =  — 0 
m.    limÄ  =  +  0. 
Der   Grenzwert,   der   bei   dem   Grenzübergange  I.   zu   Stande 
kommt,  wird  der  vorwärts  genommene  Differentialquotient  ge- 
nannt;  sein  Wert   sei   X';   der  aus  dem  Grenzübergange  11. 
resultirende  heisst  der  rückwärts  genommene  Differentialquotient; 
sein  Wert  sei  X".     Ist  nun  X'  ^  X",  so  müssen  diese  beiden 
Differentialquotienten  wohl  von  einander  unterschieden  werden 
und  ist  der  Grenzübergang  III.  illusorisch.     Dieser  Fall  gehört 
jedoch    zu    den    Ausnahmen;    die    Regel    ist    vielmehr,    dass 
X'=X";  dann  aber  brauchen  die  beiden  Grenzübergänge  I. 
und  n.  nicht  von  einander  unterschieden   zu  werden;   an  ihre 
Stelle  tritt  der  Gh'enzübergang  ÜI.  und  der  durch  denselben 
gewonnene    Grenzwert   X    soll    vollständiger   oder   eigentlicher 
DifferenMalquotient    oder   Differentialquotient   schlechtweg    ge- 
nannt werden. 

In  der  Folge  wird  also,  wenn  von  dem  Differentialquo- 
tienten einer  Function  an  einer  Stelle  ihres  Bereiches  gesprochen 
wird,  immer  der  durch  den  Grenzübergang  III.  gewonnene,  also 

(2)  u^fjE±^=m 

gemeint  sein. 


A=  +  0  ^ 
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Hiemach  ist  unter  dem  IHfferentiälquotienten  einer  Fwnction 
f{x)  an  einer  Stelle  x  der  Grrenzwert  zu  verstehen^  gegen  wel- 
chen der  an  dieser  Stelle  gebildete  Differenzenqmtient  convergirt, 
wenn  die  Änderung  h  der  Variabdn  durch  positive  wie  durch 
negative  Werte  der  Grenze  NuU  sich  nähert. 

Ist  der  Bereich  der  Yariabeln  ein  beschränkter^  also  ein 
endliches  Intervall  (a^  ß)y  so  kann  an  den  Enden  des  Inter- 
valls selbstverständlich  nur  von  einseitigen  Differentialquotien- 
ten die  Rede  sein,  und  zwar  kann,  wenn  «  <  /S,  für  x  =  a 
nur  der  Grenzübergang  I.,  für  x=^  ß  der  Grenzübergang  IL 
zur  Anwendung  kommen. 

Es  ist  oben  bemerkt  worden^  der  Differentialquotient  an 
einer  Stelle  x  sei  ein  Maass  für  die  Starke  der  Änderung  der 
Function  daselbst;  diese  Ausdrucks  weise  wird  erst  dann  völlig 
verstandlich,  wenn  eine  Einheit  &lt  das  Maass  gefunden  ist; 
diese  Einheit  ist  die  Starke  der  Änderung  der  Yariabeln  selbst. 
Ist  nämlich  f(x)=x,  so  ist  der  Differenzenquotient  ^  '  ,  ""  =  1 
und  folglich  auch  der  Differentialquotient  von  x  an  jeder  Stelle 
X  gleich  1.  An  einer  Stelle  also,  wo  der  Differentialquotient 
von  f(x)  grösser  ist  als  die  Einheit,  ändert  sich  die  Function 
stärker  als  die  Yariable,  an  einer  Stelle,  wo  er  kleiner  als  1 
ist,  ändert  sie  sich  schwächer  als  die  Yariable;  dabei  kommt 
zunächst  nur  der  absolute  Wert  des  Differentialquotienten  in 
Betracht. 

21.  Wenn  für  die  Function  f{x)  an  jeder  Stelle  x  des 
Bereiches  (a,  ß)  der  Grenzwert  (2)  vorhanden  ist,  mit  andern 
Worten,  wenn  sie  an  jeder  Stelle  einen  Differentialquotienten 
besitzt,  so  ist  hiermit  eine  neue  Function  für  denselben  Bereich 
von  X  definirt;  man  nennt  sie  die  cibgeleitete  oder  derivirte 
Function  oder  kurz  die  Ableitung  von  f(x),  aber  auch  —  im 
übertragenen  Sinne  —  den  Differentialquotienten  von  f(x)  und 
gebraucht  dafür,  je  nachdem  es  in  dem  betreffenden  Falle  vor- 
theilhafter  ist,  entweder  das  von  Lagrange  eingeführte  Zeichen 
f'(x)  oder  das  von  Cauchy  herrührende  Dxf(x).  Die  ana- 
lytische Bedeutung  dieser  neuen  Function  ist  also  durch  die 
Gleichung 
(3)  r  W  =  D^f(^)  =  lim  ^(^  +  ^)-^^(^) 
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gegeben^  wenn  der  Grenzübeigang  bei  unbestinunt  gelassenem 
X  ausgeführt  wird. 

Im  allgemeinen  gehören  zu  yerschiedenen  Werten  von  x 
auch  verschiedene  Werte  von  f{x)]  es  gibt  jedoch  einen  —  und 
nur  diesen  einzigen  —  Fall,  wo  zu  allen  Werten  von  x  der- 
selbe Wert  von  f(x)  gehört ,  die  Function  an  allen  Stellen 
sich  gleich  stark  ändert;  es  ist  dies  die  rationale  ganze  FtmctUm 
ersten  Grades  f(x)  =*b  ax  '\'h]  denn  für  sie  ist  der  Differenzen- 
quotient  «(^  +  ^)  +  j^  ~  (^^  +  ^)  _  a,  also  auch 

Dx{ax  +  6)  =  a; 

das  geometrische  Bild  dieser  Function  —  eine  Gerade  — 
spricht  dies  in  vollster  Deutlichkeit  aus. 

Setzt  man  in  der  letzten  Formel  a  «»  0,  so  sagt  sie,  dass 

(4)  D,6  =  0, 

dass  also  der  Differentialquotient  einer  constanten  Function  oder 
einer  Constanten  Towreweg  NuU  ist;  mit  a  =  1  und  6  =  0 
ergibt  sich  das  oben  schon  gefundene  Besulat 

(5)  D.x  =  l, 

dass  der  Differentialquotient  der  Variabein  x  selbst  die  Ein- 
heit  ist 

Die  Existenz  eines  endlichen  Differentialquotienten  an  einer 
Stelle  x  setzt  die  Stetigkeit .  der  .Function  in  der  Umgebung 
dieser  Stelle  nothwendig  voraus;  denn  der  Quotient  (1)  kann 
bei  gegen  Null  convergirendem  h  nicht  anders  einem  endlichen 
Grenzwerte  sich  nahem,  als  dass  auch  sein  Zahler  gegen  Null 
abnimmt,  und  dies  findet  nur  im  Falle  der  Stetigkeit  in  der 
(übrigens  beliebig  engen)  Umgebung  von  x  statt.  Dagegen 
ist  diese  Stetigkeit  kein  zureichendes  Merkmal  dafür,  dass  an 
der  Stelle  x  ein  Differentialquotient  existirt.    Als  Beispiel  diene 

die  Function  f(x)=^x  sin  ~,  welche  für  alle  Werte  von  x  definirt*) 


^)  Wenn  auch  —  für  .r  >»  0  nicht  definirt  ist,  so  muss  man  doch 

X 

X  sin.  —  als  definirt  betrachten  und  ihm  den  Wert  0  zuschreiben,  wenn 

X 

man  sich  nicht  mit  dem  Satze  in  Widerspruch  setzen  will,  dass  das 
Product  aus  Null  und  einer  endlichen  Zahl  Null  ist. 
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und  stetig  ist;  insbesondere  geht  ihre  Stetigkeit  in  der  Um- 
gebung Yon  Null  aus  der  Bemerkung  heryor,  dass 

dass  man  also  durch  Wahl  eines  hinreichend  kleinen  x  den 
Wert  Ton  |  f(x)  \  beliebig  klein  machen  kann.  Der  Differential- 
quotient an  der  Stelle  o?  «=>  0  ist  aber 

h  Slürr-  —  0 

lim  r^ =  lim  sin  -j-  j 

also  völlig  unbestimmt  [19  5)]. 

Es  ist  gelungen,  Functionen  analytisch  zu  definiren,  welche 
trotz  ihrer  Stetigkeit  an  unzahlig  vielen,  ja  selbst  an  allen 
Stellen  keinen  Differentialquotienten  zulassen.  Indessen  genügt 
hier  die  blosse  Anführung  dieser  Thatsache. 

22.  Sobald  man  das  Gebiet  der  Anwendungen  der  Ana- 
lysis  betritt,  sind  x  und  f(x)  die  Maasszahlen  fOr  irgend  welche 
von  einander  abhängende  Grössen  und  je  nach  der  Bedeutung 
dieser  letzteren  erlangt  auch  der  Differentialquotient  eine  spe- 
cielle  Bedeutung.  -An  dieser  Stelle  sollen  jene  zwei  Fälle 
besprochen  werden,  von  welchen  die  Differentialrechnung  ihren 
Ausgang  genommen  und  die  für  zwei  grosse  Gebiete  von 
grundlegender  Bedeutung  dind:  für  die  Phoronamie  und  die 
Geometrie. 

1)  Es  sei  X  die  von  einem  bestimmten  Augenblicke  an 
gezählte  Zeit,  welche  ein  in  gerader  Linie  sich  bewegender 
Punkt  gebraucht  hat,  um  den  Weg  f(x)  zurückzulegen;  dann 
ist  f(x  +  h)  der  in  der  Zeit  ä?  +  A  vollendete,  somit 
f{x  4-  A)  —  f{x)  der  in  dem  Zeitintervall  (x,  x  -^  h)  zurück- 
gelegte Weg.  Wäre  die  Bewegung  eine  gletchmässigey  d.  h. 
eine  solche,  bei  welcher  in  beliebig  grossen,  jedoch  gleichen 
Zeitabschnitten  gleiche  Wege  zurückgelegt  werden,  so  stellte 

der  Quotient 

f{x  +  h)-^f{x) 
h 

die  Geschwindigkeit j  d.  L  den  in  einer  von  den  Zeiteinheiten, 

in  welchen  x  und  h  ausgedrückt  sind,  beschriebenen  Weg  dar. 

Auf  eine  ungleichmäasige  Bewegung  lässt  sich  dieser  Begriff 
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der  Oeschwindigkeit  nicht  unmittelbar  übertragen;  der  an- 
geschriebene Quotient  bedeutet  nunmehr  die  während  des  Zeit- 
intervalls {Xj  X  -\'h)  auf  die  Zeiteinheit  durchschnitUich  ent- 
fallende Weglänge;  je  kürzer  das  Zeitintervall^  umso  geringer 
die  üngleichmässigkeit  der  Bewegung  -mihrend  desselben,  um 
so  näher  rückt  die  Bedeutung  jenes  Quotienten  der  einer  Oe- 
schwindigkeit; und  nähert  sich  der  Quotient  bei  stetig  gegen 
Null  abnehmendem  h  einem  Grenzwert,  so  wird  dieser  Grenzwert 

als  die  im  Augenblicke  x  herrschende  Geschwindigkeit  erklärt. 

Wenn  also  f(x)  den  hei  geradliniger  Bewegung  in  der  Zeit  x 
zwHickgelegten  Weg  ausdrückt,  so  hat  der  Differentialquotient 
f(x)  die  Bedeutung  der  im  letzten  Augenblicke  dieser  Zeit  herr- 
schenden Geschwindigkeit 

Mit  Hilfe  des  Bewegungsbegriffes  kann  dem  Differential- 
quotienten eine  bemerkenswerte  Deutung  gegeben  werden.  Stellt 
man  sich  Tor,  die  Variable  x  durchlaufe  ihr  Intervall  («,  /S) 
gleichmässigy  so  durchläuft  die  Function  ihren  Bereich  im  all- 
gemeinen imgleichmässig;  bis  zu  dem  Zeitpunkte,  in  welchem 
die  Variable  den  Wert  a?,  die  Fimction  den  zugeordneten  Wert 
f{x)  angenommen,  sei  die  Zeit  t  verflossen,  und  in  dem  weiteren 
Zeitintervall  r  mögen  die  Werte  a:  +  A  und  f(x  +  ä)  zu  Stande 

kommen;  dann  ist  —  =  c  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  x 
sein  Intervall  durchläuft  und  der  Grenzwert  von  )  —  T\  ) 

X 

für  lim  r  =  0  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher  sich  f{x)  im 
letzten   Augenblicke   der  Zeit   t    in    seinem   Bereich   bewegt; 

da  nun 

f{x  -f  A)  ~  f{x)        fix  +  ?i)  -  fix) 
fix  +  h)-fix)^  X  _ 

h  h  c 


und  h  mit  r  zugleich  gegen  die  Null  convergirt,  so  ist  der 
Differentialquotient  das  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten,  mit 
welchen  x  und  f(x)  sich  im  gegebenen  Augenblicke  in  ihren 
Gebieten  bewegen.  Man  kann  somit  den  Satz  aufstellen:  Der 
Differentiaiquotient  einer  Function  f(x)  an  einer  Stelle  x  ist  die 
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GesctwmndigkeUy  mit  welcher  sich  die  Funäion  an  dieser  Stelle 
.  ändert  y  wenn  die  Variable  x  sich  ghichmässig  mit  der  Geschwirr 
digkeit  1  ändert*), 

2)  Man  betrachte  x  als  Abscisse  und  f{x)  =  y  als  Ordinate 
eines  Punktes  M  in  einem  rechtwinkligen  Coordinatensystem; 
dann  beschreibt  M,  während  x  das  Intervall  (a,  ß)  stetig 
durchlauft,  eine  Curve  AB^  Fig.  6.  Die  den  Abscissen  OF  =  x 
und  OP'  =s  a?  -[-  Ä  entsprechenden 
Punkte  M,  M'  besitzen  die  Ordina- 
tenPJtf=/(a;)  und  P'M'=f(x+h) 
und  bestimmen  eine  Secante,  deren 
Richtung  durch  den  Winkel  QMS= ip 
festgelegt  werden  möge;  dann  ist 


Fig.  6. 


fix  +  h)-^  m 


=  tg9). 


Convergirt  h  gegen  die  Grenze  Null,  so  nähert  sich  M'  längs 
der  Curve  dem  Punkte  -M" ,  und  die  Gerade  MS  dreht  sich  um 
den  Punkt  Jf.  Die  Aussage,  der  Differenzenquotient  conver- 
gire  dabei  gegen  einen  bestinmiten  Grenzwert,  ist  gleichbedeu- 
tend mit  der  Aussage,  die  Secante  nähere  sich  einer  Grenz- 
lage;  diese  Grenzlage  MT  nennt  man  die  Tangente  an  die 
Curve  im  Punkte  M]  wird  ihre  Richtung  durch  den  Winkel 
QMT=a  bestimmt,  so  ist 

Ist  also  y  =  f{x)  die  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinaten- 
system bezogene  Gleichung  einer  Owrve,  so  hat  der  m  einem 
Werte  x  gehörige  Di/ferenticdquoiient  f\x)  die  Bedeutung  der 
trigonometrischen  Tangente  jenes  Winkels,  welchen  die  Tangente 
an  die  Curve  in  dem  em  Abscisse  x  gehörigen  Punkte  mit  der 
positiven  Richtung  der  Abscissenaxe  einschliesst**), 

*)  Von  Betrachtungen  solcher  Art  ist  Newton  bei  Begründung 
der  Infinitesimalrechnung  (erste  Publication  1687  in  den  Prindpia  maihe- 
matica  phüosophiae  naturalis)  ausgegangen;  an  die  Vorstellung  des  Ver- 
fliessens  der  Zeit  anknüpfend  nannte  er  die  Variabein  Flumten  und 
die  Änderungsgeschwindigkeiten  Flttxionen,  die  Infinitesimahrechnung 
Fluxionscdlcül, 

•♦)  Das  Problem  der  Tangentenbestimmung  bei  einer  ebenen  Curve 
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Die  Existenz  eines  Tollstandigen  Differentiajqnotienten  an 
der  Stelle  x  oder^  was  dasselbe  bedeutet,  die  Übereinstimnmng 
des  Torwarts  genommenen  Differentialqnotienten  mit  dem  rück- 
w&^s  genommenen  hat  die  geometrische  Bedeutung,  dass  sich 
die  Secanten,  welche  die  Gurre  rechts  Ton  M  schneiden,  der- 
selben Gfrenzlage  nahem  wie  die  links  TOb  M  schneidenden, 
dass  also  die  Gurve  im  Punkte  M  nur  eine  Tangente  besitzt. 

Auf  die  eben  ausgeführte  Betrachtung  gründet  sich  die  Aus- 
sage, eine  Tangente  habe  mit  der  Gurve  zwei  yereinigt  liegende 
Punkte,  welche  zusammen  den  Beriiihnmg^^fM;  ausmachen, 
gemein. 

28.    Der  begriffliche  Inhalt  der  Gleichung 

A«±0  f^ 

welche  den  Diflferentialquotienten  von  f{x)  an  der  Stelle  x 
definirt,  ist  der,  dass  die  Differenz 

nx  +  ft)  -  m  _  ^^^^ 

durch  entsprechende  Einschnlnkung  von  h  unter  einen  beliebig 
kleinen  Betrag  gebracht  werden  kann;  bezeichnet  man  hier- 
nach diese  Differenz  mit  £,  so  ist  b  eine  mit  h  zugleich  un- 
endlich klein  werdende  Grosse  und 

f{x  +  h)-f{x)  =  hf(x)  +  ah 
oder  in  andern,  früher  eingeführten  Zeichen 
(6J  ^f{x)  =  f{x)Jx  +  S'Jx, 

Von  den  beiden  Theilen  der  rechten  Seite  wird  der  zweite  un- 
endlich klein  von  höherer  Ordnimg  als  der  erste,  sobald  f{x) 
einen  bestimmten  von  NuU  verschiedenen  Wert  hat,  da 

lim     ^,\  .     =  lim  -p-r^  =  0; 
j^=,^Qf{x)^x  fix)  ' 

das  erste  Glied  ist  also  der  Haupttheil  der  Änderung  ^f{x)y 
wurde  von  Leibniz  unter  dem  Namen  Differential  der  Function 
eingeführt  imd  mit  df{x)  bezeichnet.     Damach  ist  zunächst^ 


V 

bildete  bei  Leibniz  den  Ausgangspunkt  für  die  Erfindung  der  Diffe4 
rentiakechnung  (erste  Publication  1684  in  den  Leipziger  Acta  enndüo- 
rwm\  der  er  auch  den  Namen  gegeben. 


N 


1 
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(7)  df{x)  =  f{x)^x; 

wendet  man  diese  Gleichung  auf  die  Function  f{x)  «» x  an, 
so  folgt 

(8)  dx  =  /iXy 

so  dass  für  diese  Function  die  Begriffe  ^^Änderung^  und  ,,Diffe- 
rential^  einander  decken,  wie  ja  fQr  sie  auch  Differenzen- 
quotient und  Differentialquotient  übereinstinunen;  nach  dieser 
Bemerkung  kann 

(9)  df{x)^f{x)dx 
geschrieben  werden. 

Formell  ist  also  das  Bifferentuü  df(x)  einer  Function  das 
Product  aus  %rem  Di/ferentiälquotienten  mit  dem  Differenticd 
der  Variabein;  begrifflich  stellt  es  eine  Grosse  da/r,  deren  Unter- 
schied gegen  die  Änderung  ^f{x)  der  Function  durch  gehörige 
Einschränkung  von  dx  im  Verhältnis  jm  letzterer  Grösse  dem 
Betrage  nach  beliebig  Mein  gemacht  werden  kann,  indem  zufolge 
(6),  (7)  und  (8) 

Die  aus  der  Definitionsgleichung  (9)  gezogene  Folgerung 

df(x) 
hat  nur  die  Bedeutung,  es  sei  f(x)  der  Grenzwert  Ton     ' 

bei  gegen  Null  conyergirendem  jdx  und  ^f{x).  Auf  ihr  be- 
ruht der  Name  „Differentialquotient^  (Quotient  aus  dem  Diffe- 
rential der  Function  und  dem  Differential  der  Yariabeln)  und 
die  Ton  Leibniz  dafür  eingeführte  Bezeichnung  . 

dx 

welche  den  bisher  gebrauchten  f{x)  und  I)xf{x)  äquivalent  ist. 

Die  Bestimmung  des  Differentialquotienten  einer  Function 
und  ihres  Differentials  laufen  hiemach  im  Wesen  auf  dasselbe 
hinaus;  indessen  ist  ersteres  die  primäre  Aufgabe,  ihre  Durch- 
führung wird  als  Differentiation  der  Function  bezeichnet. 

In  den  beiden  Fallen  von  22  hat  das  Differential  folgende 
Bedeutimg. 
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Ist  f{x)  der  in  der  Zeit  x  zurückgelegte  Weg,  also  f{x) 
die  im  letzten  Augenblicke  dieser  Zeit  herrschende  Geschwin- 
digkeit, so  stellt  das  Differential  df{x)  =  f(x)dx  den  in  dem 
Zeitinteryall  (a?,  x  +  dx)  beschriebenen  Weg  um  so  genauer 
dar,  je  kleiner  dx,  und  es  lässt  sich  dx  so  klein  wählen,  dass 
der  Unterschied  zwischen  dem  wirklich  zurückgelegten  Weg 
^f(x)  und  diesem  df{x)  im  Verhältnis  «u  dx  dem  Betrage 
nach  beliebig  klein  werde. 

Wird  f{x)  in  den  Ordinaten  einer  Curve  zur  Darstellung 
gebracht,  so  ist  df(x)  =  f(x)  -  dx  =^  dx*  ig cc^=  QR  (Fig.  6) 
die  Änderung,  welche  die  Ordinate  der  Tangente  bei  dem  Über- 
gange von  X  za  X  -^  dx  erfährt;  dies  unterscheidet  sich  von 
der  Änderung  der  Ordinate  der  Ourve,  von  ^f(x)  =  QM\ 
um  so  weniger,  je  kleiner  dx,  und  wieder  kann  dx  so  ein- 
geschränkt werden,  dass  das  Verhältnis  7~  =  "g^ 
dem  Betrage  nach  beliebig  klein  wird. 

§  2.    Allgemeine  Sätze  über  Differentiation. 

24.  Differentiation  eines  Aggregats,  Sind  f(x),  g(x)  zwei 
in  dem  Intervall  («,  ß)  stetige  Functionen,  welche  an  jeder 
Stelle  dieses  Intervalls  einen  Differentialquotienten  besitzen, 
so  haben  auch  die  Aggregate 

fix)±gix) 
an  jeder  Stelle  einen  Differentialquotienten;  denn  der  Differenzen- 
quotient 

f{^  +  ^)±  9{x  +  h)-  {fix)  ±  g(x)]  _ 
h  ~ 

__  fix  +  h)-^  fix)     ,    g{x  +  h)-g{x) 
~  h  ^  h 

convergirt  unter  den  obigen  Voraussetzungen  mit  gegen  Null 
abnehmendem  h  gegen  eine  bestimmte  Orenze,  und  es  ist 

(1)  D.[f{x)  ±  g{x)]  =  D.fix)  +  B.g{x), 

Die  Formel  kann  leicht  auf  Aggregate  aus  einer  beliebigen 
endlichen  Anzahl  von  Bestandtheilen  ausgedehnt  werden  und 
gibt  den  Satz:  Der  Differentialquotient  eines  Aggregats  ist  das 
aus  den  Differentialquotienten  der  Bestandtheile  analog  gebildete 
Aggregat 
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Ist  die  Function  g{x)  cOnstant  *»  Cj  so  ist  ihr  Differential- 
qnotient  Null  und  Formel  (1)  gibt 

(2)  B,U{^)±€\  =  D4{x). 

Hiernach  verschwindet  ein  constanter  Summand  beim  Di/feren- 
türen^  mit  andern  Worten:  Zwei  Functionen,  iveiche  sich  mir 
um  eine  additive  Constante  von  einander  unterscheiden^  haben 
gleiche  Differentialquotienten. 

W.  Differentiation  eines  Products.  Wenn  jede  der  beiden 
in  dem  Interralle  (a,  ß)  stetigen  Functionen  fi(x)y  f^{x)  an 
jeder  Stelle  des  Intervalls  einen  Differentialquotienten  besitzt^ 
so  gilt  das  Gleiche  für  ihr  Product  fi{x)f^{x)\  denn  der  auf 
dieses  Product  bezügliche  Differenzenquotient  lässt  folgende 
Umformung  zu: 

fAx  +  h)f,{x  +  h)^f,{x)f^{x) 

h 

^fi{x  +  h)f,(x  +  h)^  fA^)f,{x  +  h)  +  f,{x)f,{x  +  h)-  f,{x)U{x) 

bei   gegen  Null   abnehmendem  h  ergibt  sich  auf  Orund  der . 

gemachten  Voraussetzungen,  dass 

(8)        D,\f,{x)f,{x)-\^U{x)LJ,{x)+f,{x)DJ,{x). 

Kommt  zu  dem  Product  noch  ein  dritter  Factor  f^{x)  hinzu, 
welcher  dieselben  Bedingungen  erfüllt  wie  die  beiden  ersten, 
so  ist  zunächst 

-{■h{x)U{x)DJ,{x) 
und  wenn  man  im  ersten  Gliede  rechts  aus  (3)  substituirt, 

(4)2).{/i(a:y,(a;)/i(a:)}-^(a:)/i(a;)2)./i(^)-f-/-»(a;)/i(a;)2)>,(af) 
+  h{x)f,{x)BJ,{x). 

Die  Formel  lässt  sich  auf  dem  angedeuteten  Wege  auf  jede 
beliebige  Anzahl  Ton  Factoren  ausdehnen  und  enthalt  den  Satz: 
Der  Di/ferentialquotient  eines  Produdes  von  n  Functionen  wird 
gebildet,  indem  ma/n  jedesmal  nur  einen  Factor  durch  seinen 
Differentialquotienten  ersetzt  und  alle  so  gdnldeten  n  Producte 
zu  einer  Summe  vereinigt. 

Csab«r,  Yorleiungen.   I.  4 
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Wenn  in  der  Formel  (3)  die  Function  {^{p^  constant  =  c 
angenommen  wird,  so  ist  Iff^ix)  =  0  und  die  Formel  ver- 
wandelt sich  in 
(5)  I),[cf,{x)\^cI)J,{x). 

Hiernach  geht  ein  constcmter  Factor  unverändert  cds  Ftictar  in 
den  Differentialquotienten  über. 

Wird  die  Formel  (4)  auf  n  Functionen  fi(x)jf^(x),,..fn(x) 
ausgedehnt  und  sodann  durch  das  Product  der  Functionen 
selbst  dividirt,  was  nur  dann  gestattet  ist,  wenn  dieses  Product 
an  der  betreffenden  Stelle  x  nicht  verschwindet,  so  ergibt  sich 
die  Formel 

,  .    l>z{f^ix)f,{x)>--f^{x)}        DJ,{x)        DJ,{x)  BJ^{x) 

^^         fiix)f,(x)--^f^{x)  f,{x)     +    f^(x)    ■•  T     f^(x)    5 

aus  derselben  folgt,  wenn  alle  Factoren  fi{x),  f^(x),..,fn{x) 
ein  und  dieselbe  Function  f{x)  bedeuten,  die  weitere  Formel 

und  des  Weiteren 

(7)  D.{A«)}-  -  n{A«)}-»D./-(a;). 
Ist  f(x)  =  Xy  SO  gibt  dies  wegen  D^x  =  1 

(8)  D^a^  =  nic"-i. 

Hierdurch  erscheint  der  DifferenticUquotient  einer  Potenis  der 
Variabdn  besOmmt,  zunächst  jedoch  nur  für  den  Fall  eines 
positiven  ganeen  Exponenten. 

26.    Differentiation  eines   Quotienten,     Der  Quotient  -^ 

zweier  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  stetigen  Functionen  ist  unter 
der  Voraussetzung,  dass  im  ganzen  Intervalle  mit  Einschluss 
seiner  Orenzen  \g{x)\>0,  ebenfalls  eine  stetige  Function  und 
besitzt  überall  einen  Differentialquotienten,  wenn  dies  für  die 
Functionen  f(x)  und  g{x)  gilt.  Würde  jedoch  an  einer  oder 
an  mehreren  Stellen  des  Intervalls  (^(a;)  ==  0,  so  hört  dort  die 
gebrochene  Function  auf  definirt  und  im  allgemeinen  auch 
stetig  zu  sein;  es  gelten  dann  die  folgenden  Formeln  nach 
Ausscheidung  solcher  singularen  Stellen. 
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Mit  dem  Differenzenqnotienten  von  -^j-^  kann  nachstehende 
Transformation  ausgeführt  werden: 

f{x  +  h)    m 

g{x  +  h)       g{x)  ^  f{x  +  h)g(x)-f{x)g{x)  +  mgjx)- f{x)g(x  +  h) 

nx  +  h)^f(x)^^^^_^^^^gix  +  hj^-gix) 

"  9(^)9ix  +  ^)  ' 

bei  dem  Übergange  Ton  h  gegen  die  Grenze  Null  ergibt  sich 
hieraus 

...  j.  m    9{^)^jix)  -  mp^gix) 

W  ^'gi.x)'^  {g{x)]^ 

Es  ist  also  der  Di/fermtialqtwtient  eines  Quotienten  gleich  dem 
Producte  des  Nenners  mit  dem  Di/ferentiaiquotientm  des  ZöMers, 
vermindert  um  das  Produd  des  Zählers  mit  dem  Di/fermtial- 
quotiewten  des  Nenners^  und  die  Differenz  dwrch  das  Quadrat 
des  Nenners  dividirt. 

Eine  erhebliche  Vereinfachung  erfahrt  die  Formel^  wenn 
die  Zählerfanction  f(x)  constant  =  c  ist;  alsdann  ist 

^^"^^  9i^)       {9m' 

Setzt  man  hier  c  =  1  und  g(x)  -«  a;*,  wobei  unter  n  eine 
positive    ganze    Zahl    yerstanden    werden    soU^    so    ist^    weil 

(11)  D^csr-^  =  —  ^^^  =  —  nx-^-' , 

wodurch  die  Giltigkeit  der  Formel  (8)  auch  für  negative  ganze 
Exponenten  erwiesen  ist. 

27.  Di/ferentiaiion  inverser  Functionen.  Ist  (Ä,  E)  das  Ge- 
biet einer  in  dem  Intervall  (a,  ß)  monotonen  stetigen  Function 
y  =  f(x)  von  Xy  so  gehört  zu  jedem  Werte  von  y  aus  dem 
Intervall  {Ä,  B)  ein  und  nur  ein  Wert  von  a?,  so  dass  zugleich 
X  als  Function  von  y  bestimmt  ist:  a?  =  9(y);  luid  zwar  ist  x 
ebenfalls  monoton  und  stetig;  denn  x  und  y  durchlaufen  ihre 
bezügb'chen  Intervalle  (a,  ß)  und  (^,  B)  gleichzeitig  stetig. 
Man  bezeichnet  f{x)  und  q){y)  als  iwoerse  Functionen  oder  ^(y) 
als  die  Umkehrung  von  f{x)  (12);  zwischen  ihren  Differential- 
quotienten besteht  eine  einfache  Beziehimg. 
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Sind  nämlich  x^  y  und  eb^iso  x  -f-  ^^Oy  y  -{-  /1y  zusammen- 
gehörige  Werte  ^   so   ist  -~-  der  Differenzenquotient  für   die 

Function  f{x)y  -j-  der  Differenzenquotient  für  9(y);  diese  bei- 
den Differenzenquotienten  sind  reciprok  und  bleiben  es,  wie 
klein  auch  Jx  und  /1y  werden  mögen;  folglich  sind  auch  ihre 
Grenzwerte  9  falls  solche  vorhanden  und  bestimmte  von  Null 
verschiedene  Werte  sind,  also  die  Differentialquotienten  von 
f{x)  in  Bezug  auf  x  und  von  f>(y)  in  Bezug  auf  y,  reciprok, 
d.h. 
(12)  B4{x),Dyq>{y)  =  l. 

Die  IHfferenHcdguotientm  zweier  inversen  Functionen  sind 
also  für  jedes  Paa/r  zusammengehöriger  Werte  der  Variabein 
Xy  y  reciproh 

Convergirt  ^  an  einer  Stelle  x  gegen  die  Grenze  Null, 

^x 
so  hat  —  den  Grenzwert  oo  und  umgekehrt;  ist  also  an  einer 

Stelle  X  Dxf{ic)  =  0,  so  hat  q)(y)  an  der  entsprechenden  Stelle 
y  einen  unendlichen  Differentialquotienten  und  umgekehrt. 

Die  Ergebnisse  erlangen    anschauliche  Bedeutung,   wenn 
man  y  =  f(x)  als  Gleichung  einer  Curve,  Fig.  7,  auffasst;  die- 
selbe Curve  ist  auch  durch  die  Gleichung  x=^  q)(y)  dargestellt 
pig.  7.  und  der  unterschied  beider  Darstellungen 

liegt  lediglich  darin,  dass  das  erstemal  x, 
das  zweitemal  y  als  die  unabhängige 
Veränderliche  aufgefasst  wird*).  Der 
Differentialquotient  Dgf(x)  ist  die  tri- 
gonometrische Tangente  des  Winkels  a, 
welchen  die  Tangente  MT  mit  der  posi- 
tiven Richtung  der  Abscissenaxe  bildet, 
Dyfp(y)  die  trigonometrische  Tangente  des  Winkels  ft,  welchen 
dieselbe  Tangente  mit  der  positiven  Richtung  der  Ordinatenaxe 


•)  -Um  die  Figur  bei  der  Darstellung  x  =^  g>(y)  in  solche  Lage  zu 
bringen,  dass  positive  Werte  von  y  auf  der  rechten  Seite  der  horieon^ 
talen  und  positive  Werte  von  x  auf  der  oberen  Seite  der  verticalen  Axe 
gezählt  werden,  vollführe  man  mit  der  Ebene  der  Fig.  7  eine  halbe 
Drehung  um  die  X-Axe  und  dann  eine  Vierteldrehung  in  sich  selbst 
im  entgegengesetzten  Sinne  des  Uhrzeigers. 
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einschliesst,  und  da  a  +  ^  =  y,  so  ist  tga  •  tg&  =  1;   dTes 

also  ist  der  geometrische  Inhalt  der  Formel  (12).  Wird  in  einem 
Punkte/ wie  E^  D^f(x)  =  Oy  so  ist  dort  die  Tangente  parallel  zur 
Abscissenaxe^  also  normal  zur  Ordinatenaxe,  folglich  D^q)(y)  ==^oo 
an  dieser  Stelle;  und  wird,  wie  in  F,  Dxf{x)  =  oo,  so  ist  die 
Tangente  normal  zur  Abscissenaxe,  also  parallel  zur  Ordinaten-  • 
axe,  daher  Dpfp{y)  =  0  an  dieser  Stelle. 

Wendet   man   die   Formel    (12)    auf   den    FaD    ya-a;"», 

X  ^=  y^  an,  wo  unter  m  eine  positive  ganze  Zahl,  unter  a?"* 
der  positive  reelle  Wert  von  Yx  verstanden  wird  und  x  auf 
positive  Werte  beschrankt  bleiben  muss,  wenn  m  eine  gerade 
Zahl  ist,  so  findet  sich  mit  Benützung  von  (8) 

i_ 
BxX"^ ,  m'f-^  =  1, 
woraus 


1 

1 

^-^i 

-1 

1 

my"* 

—  i " 

m— 1 

mx  "* 

in 

die 

Formel 

(')  m 

sss    X^ 

ein. 

so 

nx 

— 1 

m 

i^-' 

-5-" 

1 

5 

kommt 

(13)  B:cX^ 

dadurch  ist  die  Giltigkeit  der  Formel  (8)  fOb^  positive  g^ochene 
Exponenten  dargethan.     Wird  schliesslich  in  der  Formel  (10) 

n 

c  =  1  und  g{x)  =  rr"*  gesetzt,  so  ergibt  sich  mit  Benützung 
von  (13) 

(14)  D.x-^ ^ ^x"»"' 

und  Formel  (8)  ist  nun  auch  auf  negaln/ve  g^ochene  Exponen- 
ten erweitert. 

88.  Differentiation  ausammengesetßter  Functionen.  Es  sei 
li  =  y(q;)  eine  eindeutige  stetige  Function  von  o:,  y  ■=  f(u) 
eine  eindeutige  stetige  Function  von  u,  so  ist  mittelbar  y  auch 
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eine  eindeutige  stetige  Function  von  x:  y  =  f[<pixy]]  man 
nennt  in  solchem  Falle  y  eine  zusammengesetzte  Function  von 
X  oder  auch  eine  Function  von  einer  Function  von  x. 

Ein  bestimmter  Wert  von  x  hat  einen  bestimmten  Wert 
von  u  und  dieser  einen  bestimmten  Wert  von  y  zur  Folge, 
und  besitzt  q)(x)  an  der  Stelle  x  und  f(u)  an  der  Stelle  u 
einen  Differentialquotienten^  so  hat  auch  f[fp(xy\  an  der  Stelle 
X  einen  Differentialquotienten.  Geht  man  nämlich  von  x  zu 
X  -f-  ^^  über,  so  erfahren  auch  u,  y  gewisse  Änderungen 
^u,  ^y,  und  es  ist 

—  der  Differenzenquotient  von  u  in  Bezug  auf  a:, 


du 
dx 


n 


}} 


n 

y  ,, 

n 

V 

w, 

n 

y  V 

V 

n 

x; 

zwischen  diesen    drei   Differenzenquotienten   besteht   aber   die 

Beziehung 

dy  dy    Ju 

Jx        Ju     Jx 

und  bleibt  bestehen,  wie  klein  auch  ^x  werden  möge;  somit 
besteht  auch  zwischen  den  Grenzwerten  die  Beziehung 

(15)  D.y^BuyB.u, 

Ware  v  =  ^(rc),  w  ==  9(t?),  y  =  /"(m),  y  also  durch  zwei- 
fache Vermittlung  eine  Function  von  x^  so  ergäbe  sich  durch 
ähnliche  Schlüsse 

(16)  B.y  =  Buy  '  B,u   B^v . 

Um  oUso  eine  Variable  y,  welche  durch  mehrfache  eindeutige 
VermitUung  von  u,  v,  w, . . .  z  mit  der  Variablen  x  zusammen- 
hängt, nach  dieser  letzteren  zu  differentiiren,  bilde  man  der  Beihe 
nach  die  Bi/ferentiaiquotienten  von  y  nach  u,  von  u  nach  v,  von 
V  nach  w, .,,  scfUiessUch  von  z  nach  x,  die  aUe  als  vorhanden 
vorausgesetzt  werden;  dann  ist  der  Bi/ferentialquotient  von  y 
nach  X  gleich  dem  Producte  aller  dieser  Bi/ferentialquotienten. 

Die  Formel  (7)  erweist  sich  als  ein  besonderer  Fall  der 
Formel  (15),  wenn  man  u  =  f(x)  und  y  =  w*  setzt. 
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Nimmt  man  in  (15)  m  =  aa?  +  6,  y  «=  ti",  wo  n  nun 
jede  rationale  ZaM  bedeuten  kann,  so  ist  21 

Dx(ax  +  by  =  na{ax  +  hy-K 

§  3.    Differentialquotienten  der  elementaren  Functionen. 

29.  Die  Poieng.  Im  Verlaufe  des  letzten  Paragraphen 
wurde  für  die  Differentiation  der  Potenz  y  =  rr*  die  fttr  jeden 
rationalen  Exponenten  n  geltende  Formel 

(1)  D^x""  =  n^r»- 1 

abgeleitet.    Bei  negativem  n  ist  der  Wert  x=^0  als  ünstetig- 
keitspunkt  auszuschliessen. 

Diese  Formel  in  Verbindung  mit  den  Sätzen  des  vorigen 
Paragraphen  setzt  uns  in  den  Stand,  alle  expliciten  algebrai- 
schen Functionen  zu  differentiiren. 

1)  Für  die  ganze  Function 

y  =  Ooa;"  +  OiO^-^  H 1-  ün-iX  +  an 

hat  man  unmittelbar  (24,  (1),  (2),  25,  (5)) 

DxV  =  «aoX»-i  +  (n—  l)aiX^-*  H j-  a„-i ; 

es  gibt  hiemach  eine  ganze  Function  zum  Differentialquotienten 
eine  ebensolche  Function  von  nächst  niedrigerem  Grade. 

2)  Die  gebrochene  Function 

lässt  Differentiation  zu  an  allen  Stellen,  für  welche  der  Nenner 
nicht  verschwindet  und  zwar  ist  dann  (2e,  (9)) 

(Kx^  +  .  .  .  +  h^)(na,x--'  +  •  •  •  +  a„^,)  - 

j,  -(gp^"  +  •  •  ■  +  an)(fnh.ar''  +  "•  +  b^^,) 

J)    y  -—  i i^ i  . 

Z.  B.  y  =  -rr-T  gi^*  ^  jeden  Wert  x  einen  Differen- 

tialquotienten,  weil  der  Nenner  für  keinen  reellen  Wert  von 
X  Null  wird,  und  es  ist 

n     _      »«• 
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dagegen  wird  y  =    ^  ^  ^  unstetig  an   den  Stellen  a:  =  —  1 

und  x  =  -{-  ly  für  welche  die  Definition  ihre  Geltung  verliert; 
in  den  Intervallen  ( — c»,  — 1),  ( — 1,  +1),  (+1,  +  oo), 
mit  Ausschluss  der  Grenzen^  ist 

3)  Die  Differentiation  einer  Wurzel  aus  einer  rationalen 

Function  erledigt  sich  durch  Verbindung  von  28,  (15)  mit  den 

1  /x*  I   i 
vorangehenden  Fallen.    Ist  z.  B.  y  =»  y  -rzri  ?  ®^  beachte  man 

zunächst ,  dass  x  auf  das  Intervall  (1,  -f"^^)  beschrankt  wer- 
den  muss;   davon   ist   der  Anfangswert  1   auszuschliessen  als 

X*  4-  l 
XJitetetigkeitspunkt;  setzt  man  u  =    gj_    ,  so  ist 

^  2  21/u  (x»  —  1)» 

folglich 


j.  1  -1/5^^=^     X*  +  8g'  -f  2x 


i-f-l  («»  —  1)« 

80.    Der  Logarithmus.    Der  mit  der  Function  y  =  logaX, 
wo  a  >  0  und  a;  >  0  ist,  gebildete  Differenzenquotient  ist 

_ ^l0g,(^l+^j; 

setzt  man  —  =  ^^  so  vollftihrt  €  mit  h  zugleich  den  Grenz- 
übei^^ang  zu  +  0,  somit  ist 

(A)  D.log«a;=i-loga[Km^(l  +  *)^]. 

Die  Existenz  und  endgiltige  Bestimmung  des  Differentialquo- 
tienten hangt  also  davon  ab,  ob  sich  der  Ausdruck  (1  4-  £)' 
bei  gegen  Null  abnehmendem  Betrage  von  b  einem  bestinunten 
Grenzwerte  nähert  und  welches  dieser  Grenzwert  ist. 

Wir  lassen  b  zunächst  die  Reihe   der  reciproken  natür- 
lichen Zahlen  durchlaufen,  betrachten  also  den  Ausdruck 

für  ein  beständig  wachsendes  positives  ganzes  n.     Dann  ist 


Digitized  by 


Google 


Zveiter  Abschnitt.    Differmtiation  to&  Functioneu  einer  Yariabeln.    57 
r/,    ,J_\«       .,n      1     ■    n(n-l)  1     ,    «»(n  -  l)(n  -  2)  1    ■ 

H(n— 1)  •  •  •  1  1 


(C) 


+ 


1  .  2  .  .  •  n     n* 


1  4.  i.  _i_  *»    1    ''         *»^'-         **^    I 

~1~1.2~  1-2-8  ' 


•  + 


1.2 


mit  wachsendem  n  nimmt  jedes  Qlied  der  rechten  Seite  vom 
zweiten  angefangen  zu  und  wächst  die  Anzahl  der  durchwegs 
positiven  Glieder,  somit  wachst  der  Wert  des  Ausdruckes  (B) 
mit  zunehmendem  n  unaufhörlicbi  bleibt  aber  doch,  wie  gross 
auch  n  sein  moge^  schon  yon  n  »>  2  angefangen  kleiner  als 

0^)       i  +  4  +  A  +  rr|Ti  +  ---  +  T-i^-=«.- 

Die  Zahl  a«  selbst,  die  mit  wachsendem  n  immer  grösser 
und  grösser  wird,  bleibt,  doch  bestandig  Ueiner  als  3;  denn  es  ist 

i.  -»  Jl 
(E)     a,<l  +  i-  +  |  +  ^\+--  +  ,-il-2+?^ 

2 

-2+l-^<3. 

Sind  femer  «j,  ie,, . . .  «r  positive  echte  Brüche,  so  ist''') 
(1  -  «0(1  —  «,)...  (1  -  «,)>  1  -(«,  +  «,  +  ...  +  o.)  5 
wendet  man  dies  auf  die  Zähler  der  rechten  Seite  in  (G)  an,  so  ist 


n  2n 

3 


(>-i)(i-|)>'-4a+2)-i-y 


*)  Es  ist  nämlich 

(1  —  «i)(l  —  «i)  *=»  1  —  («i  +  «.)  +  «i«i » 
daher 

multiplicirt  man  beiderseits  mit  der  positiven  Zahl  1  -:-  a,  und  wendet 
rechts  denselben  Schlnss  an,  so  wird 

tl--a,)(l~«,)(l-«,)>[l-(«, +«.)](!-«,)>  l-(«i+«,  +  a,) 
n.  s.  w. 
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(i-i)(i-l)('-v)>>-^a+2+»)-i-y 


('-^)('-l)-(i-^)»-i['+2+-+»— ] 

~  ^  2n       ' 

infolgedessen  ist  der  Ausdruck  (B)  für  jedes  noch  so  grosse  n 
grösser  als 

i+T + A(i-i^) + rl^('-y)+-+nb(>-"-^) 

'^  '  T    '    "r2'  '    1.2.-.n       2wL^  '  T    •ri"'         ri.2...(n— 2)J 

und  weil  a»-.s  <  a^^  in  verstärktem  Grade  grösser  als 

(F)  «-(i-Ä)=*- 

Es   sind   auf  diese   Weise   zwei    unbegrenzt    fortsetzbare 
Folgen  rationaler  Zahlen 

bestimmt  derart,  dass  von  n^^2  angefangen  fortab  der  Wert  von 

zwischen  den  entsprechenden  Gliedern  ün,  in  eingeschlossen  ist 
so,  dass 

da  aber  die  Differenz  On  —  K  durch  Wahl  von  n  kleiner  ge- 
macht werden  kann  als  eine  beliebig  kleine  positive  Zahl, 
indem  zufolge  (F)  und  (E) 

-  a^     .  3 

so  bestimmen  die  beiden  Zahlenreihen  (G)  einen  ScJmiU  (a); 
diesem  Schnitte  entspricht  eine  Zahl,  welche  mit  e  bezeichnet 
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wird^  und   diese  ZaM   ist  der  Grenzwert^    welchem  sich   der 
Ausdruck  (B)  mit  beständig  wachsendem  n  nähert;  es  ist  also 


(H)  lim(l  +  i-)- 


'  e. 


Zur  Bestimmung  dieser  Zahl  e  ist  jede  der  beiden  Zahlen- 
reihen (G)  gleich  geeignet;  wir  benützen  dazu  die  einfachere 

d.  1. 

1  +  T'      l+T  +  i~2^      ^  +  T  +  rr2  +  rr2TT''" 
deren  zehntes  Glied  bereits  7  festbleibende  Decimalstellen  gibt, 
so  dass  auf  so  viele  Stellen  genau 

e  =  2-718  2818  ... 
Es  bleibt  nur  noch  zu  zeigen^  dass  der  Grenzwert  des 
Ausdruckes  (B)  die  Zahl  e  ist^  wie  auch  n  ins  Unendliche 
wachsen  möge.  Zunächst  trete  an  die  Stelle  von  n  die  posi- 
tive stetige  Variable  jer;  ihr  Wert  wird,  wenn  er  nicht  eine 
ganze  Zahl  ist,  zwischen  zwei  aufeinanderfolgende  ganze  Zahlen, 
n  und  n  -^  ly  zu  liegen  kommen,  so  dass 

n<0<n+  1; 
daraus  folgt,  dass 

'    n  *     e  "^        '    n  +  1 

und  in  verstärktem  Grade 

('+^r>(>+Tr>('+.-TT)^ 

der  erste  Theü  dieser  Relation  (l  +  ^)""^'=  (l  +  -^)"-  (l  +  ~) 
convergirt  laut  (H)  mit  wachsendem  n  gegen  die  Grenze  6,  weil  der 
zweite  Factor  den  Grenzwert  1  hat;  der  dritte  Theil  (l  +  "i)" 

=  (l  +  ^4^)*  •  V  +  n+l)  ^o^'^ö^P^  ebenfalls  gegen  e, 
weil  der  Divisor  die  Grenze  1  hat;  folglich  convergirt  auch 
der  eingeschlossene  Theil  gegen  die  nämliche  Grenze  und  es  ist 

(J)  lim  (l  +  i-)'-=e. 

Beachtet  man  noch,  dass  ( 1 )   '  =  l   ^  i)*^°  (^  H — ~i)' 
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—  (l  +  "ZT?/  '  [^  +  ~^^) '  ^^^  ^**^*  ^^^  ^  S^fS^^  +  ^^ 
convergiren^  so  hat  der  erste  Factor  rechts  den  Grenzwert  e^ 
der  zweite  den  Grenzwert  1,  so  dass  auch 

(K)  lim  (l  +  i-y«e. 

Daraus  ergibt  sich  endlich,  dass 

lim  fl  +  «V  =  e 
ist;  die  Formel  (A)  lautet  demnach  endgiUig 
(2)  j),  log;.a;=.^. 

Dasjenige  Logarithmensystem  ^  welchem  die  Zahl  e  als 
Basis  zugrunde  Uegt,  wird  das  natürliche  Logarithmensystem 
genannt;  es  ist  das  in  der  reinen  Analysis  ausschliesslich  an- 
gewendetC;  während  sich  das  praktische  Rechnen  des  gemeinen 
Logarithmensystems  bedient^  dessen  Basis  die  Grundzahl  unseres 
Zahlensystems^  die  Zahl  10^  ist.  Den  natürlichen  Logarithmus 
einer  Zahl  x  werden  wir  mit  l,  x,  den  gemeinen  mit  logo; 
bezeichnen.  Zwischen  beiden  besteht  eine  Beziehung^  die  sich 
folgendermassen  ergibt.    Die  Ansätze 

?.  ic*=a/        loga;  =  /} 
sind  gleichbedeutend  mit 

ef'  =  x,  10/*  =  a;; 

logarithmirt  man  aber  die  Gleichung 

^  =  1W 
im  natürlichen  System,  so  erhält  man 

also  ist 

l,x^l,  10  loga? 
und 

Man  hat  demnach  die  natürlichen  Logarithmen  mit  M »»  j—r^ 

—  0*43429448  ...  zu  multipliciren,  um  sie  in  gemeine  über- 
zufQhren,  und  gemeine  Logarithmen  mit  ^  »=  2. 10  =»  2*302  585  09 
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zu  multipliciren;  um  sie  in  natürliche  zu  verwandeln;  M  heisst 
der  Modul  des  gemeinen ,  ^  der  Modul  des  natürlichen  Loga- 
rithmensystems. 

Lässt  man  in  der  letzten  Gleichung  an  die  Stelle  von  10 

eine  beliebige  Basis  a  treten^  so  lautet  sie  loga  x  »»  j —  und 

für  a:  ^  c  ergibt  sich  log«  e  »*«  ^ — ;  hiemach  kann  die  Glei- 
chung (2)  auch  in  der  Form 

(2*)  BAogaX         ^ 


xl.a 


geschrieben  werden.    Um  den  Differentialquotienten  des  natür- 
lichen Logarithmus  x  zu  erhalten,  hat  man  a  durch  e  zu  er- 
setz^i  und  bekommt  so 
(3)  D.lx^^. 

Die  Formel  (3)  in  Verbindung  mit  28  gestattet,  den 
Differentialquotienten  des  natürlichen  Logarithmus  einer  jeden 
expb'citen  algebraischen  Function  zu  bestimmen.     Ist  z.  B. 

SO  setze  man  x  +  yi  +  x^  ^  w,  und  hat  nun 


folglich 


Hatte  man  weiter  den  Differentialquotienten  von 


»-'•m 


'zu  bilden,  einer  Function,  welche  für  alle  Werte  von  x  mit 

1-1- rc 
Ausschluss  von  —  1  und  1  definirt  ist,  so  setze  man  u  ««  -—-—  y 

'  1  — X 


Dur 


t7  =«  Yu  und 

es  ist 

i),y  = 

1 

V 

Duv 

= 

1 

7=^ 

2yu 

daher 

Dxy- 

1  - 

■x 

1 

14 

■  X 

(1  -  xy 

(1  -  xy 


1  —  «• 
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Sind  yi,  y%9 »  "tfn  Functionen  von  x,  deren  keine  an  der 
betrachteten  Stelle  x  Null  ist,  so  ist  auch  y  =  yi  y» . . .  y« 
nicht  Null  und 

iy  =  iyi  +  i'y%-] f-^»n; 

durch  DijSerentiation  dieser  Gleichung  ergibt  sich 


y         yi     '     yi     '  Vn  ' 

die  rechte  Seite  wird  der  logarithmische  DifferenHcUquotient  des 
Producks  y  genannt;  durch  Multiplication  desselben  mit  y  er- 
gibt sich  der  eigentliche  Differentialquotient  dieses  Productes 

(25  (6)). 

81.  Die  ExponentiaifuncHcn.  Ist  a  eine  positive  Zahl,  so 
ist  durch  die  positiven  reellen  Werte  von  a'  eine  eindeutige 
stetige  Function  definirt,  y  s==  a',  welche  als  Exponential- 
function  bezeichnet  wird.  Aus  ihr  folgt  durch  ümkehrung 
X  =^  loga  y.     Dem  Satze  27  zufolge  ist  also 

Dxtt*  Dy  loga  y  =  1 
und  mit  Benützung  von  80  (2*) 

yla       '  ' 

mithin  ist  der  Differentialquotient  der  Exponentialfunction 

(4)  Da^a'  ^a'^la. 

Diejenige  Exponentialgrösse,  deren  Basis  die  Zahl  e  oder 
die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystems  ist,  führt  den 
Namen  natürliche  Potenz;  man  findet  ihren  Differentialquotienten 
aus  der  Formel  (4)  dadurch,  dass  man  a  =  e  setzt;  mithin  ist 

(5)  Bx^-^^. 

Die  natürliche  Potenz  hat  also  an  jeder  Stelle  einen  ihrem 
eigenen  Werte  gleichen  Differentialquotienten. 

Ist  der  Exponent  einer  Exponentialfunction  eine  explicite 
algebraische  Function  von  x,  so  kann  die  Differentiation  auf 

Grund  des  Satzes  28  ausgeführt  werden.  Wäre  z.  B.  y  =  e*""*, 
80  hätte  man  mit  Ausschluss  der  Stelle  x  =^  a 

I>xy  =  —  t — ^.  e^^~^. 


Digitized  by 


Google 


Zweiter  Abschnitt.    Differentiation  yon  Functionen  einer  Yariabeln.    63 

Nun  sind  wir  auch  im  Stande  ^  jede  Function  zu  differen- 
türen,  welche  die  Form  einer  Potenz  hat  und  deren  Basis 
und  Exponent  algebraische  Functionen  von  x  sind.  Sind 
nämlich  t«,  v  zwei  algebraische  Functionen  von  x  und  y  =  M', 
so  kann  wegen  e*«*™!*  y  auch  in  der  Form  y  =  6*''"  dar- 
gestellt werden  und  nun  ist 

In  dem  einfachsten  Falle  t«  =  0;^  t;  =  ^  ist  also 

J)^Q(^  =  xf'\l.  a;+  1}. 

82.  Die  ^on(W»€^mcÄen  i?\itw*M>W6».  Die  geometrische 
Definition  lasst  eine  Eigenschaft  dieser  Functionen  erkennen, 
welche  ihnen  unter  den  elementaren  allein  zukommt:  die 
PeriodicUät.  Es  ändern  nämlich  die  Functionen  sin,  cos,  sec, 
cosec  ihren  Wert  nicht,  wenn  man  das  Argument  um  2%  ver- 
mehrt oder  vermindert,  sie  haben  die  Periode  oder  den  Perio- 
dicitätsmodul  23r;  ein  analoges  Verhalten  zeigen  die  Functionen 
tg,  cotg  in  Bezug  auf  die  Zahl  «,  sie  besitzen  die  Periode  x. 
Da  nun  periodische  Functionen  an  Stellen,  welche  um  ein 
VielÜEtches  der  Periode  von  einander  verschieden  sind,  in  allen 
Stücken  übereinstimmen,  so  werden  sie  dort  auch  gleiche 
Differentialquotienten  aufweisen:  die  Ableitungen  der  trigono- 
metrischen Functionen  sind  somit  nothwendig  periodische  Func- 
tionen mit  der  nämlichen  Periode. 

Vermöge  der  Beziehungen,  welche  zwischen  den  trigono- 
metrischen Functionen  eines  Bogens  bestehen,  genügt  es,  den 
Differentialquotienten  einer  derselben  zu  bestimmen.  Wir  wühlen 
als  solche 

y  =  sinx. 

Der  Differenzenquotient  ist 


2 


2  cos  Ix  +  --- )  sin  -^  ,  r  V    sin 


2 

convergirt  nun  1%  gegen  die  Grenze  Null,  so  hat  cos  \x  +  yj 
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wegen   der   Stetigkeit   dieser  Function   den   Grenzwert  coso:, 

.    h 
ainy 

,      aber  laut  16  (2)  den  Grenzwert  1;  somit  ist 

T 

(6)  Da;  sin  a:  =  cos  a:. 

Da  femer  y  =  cosa;  =  sinfy  —  x)  und  — 1   der  DifFe- 
rentialquotient  von  y  —  x  ist^  so  folgt  aus  (6) 

Dx  cos  rc  =  Da?  sin  (y  —  a?  j  =  —  cos  (y  —  xj, 
also 

(7)  2)xCosa:  =  —  sina;. 

Für  y  =  tftx  =* und  y  «=  eotstx  «=«  -« —  erhält  man 

^  ®  coaa;  ^  ^  sin  ä 

nun  mit  Hilfe  der  Formeln  (6),  (7)  auf  Grund  von  26  (9) 

TN    .              cos*«  +  sin' 05            -ri       j-             — sin'o?  —  cos'a? 
^'*8^  = ^ '         D^cotga: ^^ 

d.i. 

(8)  2)xtga;  =  sec^a:, 

(9)  Dx  cotg  =  —  cosec^  x . 

Diese  Formeln  gelten  jedoch  nur  mit  Ausschluss  jener  Stellen^ 
an   welchen   die   betrachteten   Functionen  nicht   definirt  sind^ 

also  för  tga:  mit  Ausschluss  der  Stellen  (2«  +  l)  y,  für  cotga; 

mit  Ausschluss  der  Stellen  nx,  wo  n  jede  positive  und  nega- 
tive Zahl  oder  Null  sein  darf  (vgl.  10  (1)). 

Schliesslich  erhalt  man  mittelst  der  Formeln  (6),  (7)  auf 
Grund  von  26  (10)  für 

y  =  sec  a;  = und    y  =  cosec  x  ■ 


COS  X  ^  Sin  a? 

(10)  T>x  sec  X  =  — f-  =  sec  a;  tir  ar 

(11)  Dx  coseca?  = :-^—  =  —  coseca:  cotga?, 

wobei  die  Werte  a;  =  (2n  +  l)  y  bei  (10)   und  x^^n%  bei 
(11)  auszuschli essen  sind. 
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88.  Die  cydometrischen  Functionen.  Die  Umkehrong  einer 
periodischen  Function  ist  eine  unendlich  vieldeutige  Function. 
Ist  nämlicli  x  =  f{y)  periodisch  mit  der  Periode  |),  so  gibt 
es  unendlich  viele  Werte  des  Arguments,  zu  welchen  ein  und 
derselbe  Wert  von  x  gehört;  isty  einer  dieser  Werte,  so  sind 
die  andern  durch  y  -{'  np  dargestellt,  wobei  n  jede  positive 
und  negative  ganze  Zahl  bedeuten  kann;  demnach  hat  die  Glei- 
chung X  =  f(y)  bei  gegebenem  x  unendlich  viele  Lösungen  in 
Bezug  auf  y,  jedoch  so,  dass,  wenn  eine  derselben  bekannt  ist, 
alle  übrigen  angegeben  werden  können. 

1)  Es  sei  X  =  siny]  wird  x  irgend  ein  Wert  aus  dem 
Intervall  ( —  1,  + 1)  ertheilt,  so  besitzt  die  Gleichung  immer 

eine  Wurzel  aus  dem  Intervall  ( — y;  "l"  T/ »  ^^^^  während  y 
dieses  letztere  Intervall  stetig  durchläuft,  bewegt  sich  siny 
stetig  in  dem  Intervall  ( — 1,  +1),  ist  also  eine  monotone 
und  zwar  eine  wachsende  Function.  Diese  Wurzel  definirt 
demnach  eine  eindeutige  Function,  welche  mit 

(A)  y  =  arc  sin  x 

bezeichnet  werden  und  Hauptwert  von  Arc  sin  x  heissen  soU, 
wobei  unter  letzterer  Bezeichnung  die  Gesammtheit  der  Lö- 
sungen von  a?  =  sin  y  zu  verstehen  ist.  Weil  sin  y  =  sin(3r — y) 
ist,  so  ist 

,^v  .       .  I  2n3r  +  arc  sin  ± 

(B)  ArcBma:={,^      .   ^^ 

((2w-|-l)ar  —  arcsma;.      \^ 

Der  Dijffierentialquotient  der  neuen  Function  ergibt  sich 
nach  27,  indem 

Dx  arc  sin  a; .  Dy  sin  y  =  1 ; 

nach  Formel  82  (6)  ist  aber  JDysiny  =  cosy  ==  l/i  —  x^y  die 
Wurzel  mit  positivem  Zeichen  genommen,  weil  cosy  in  dem 

Intervall  ( — ^)  "I"  T/  Positiv  ist;  demnach  hat  man  endgiltig 
(12)  Dx  arc  sina?  =    ,  • 

2)  Es  sei  a;  =  cosy;  die  Gleichung  besitzt,  wenn  x  ein 
Wert  aus  dem  Intervall  ( —  1 ,  +  1)  ertheilt  wird,  immer  eine 
Lösung  in  dem  Intervall  (0,  «),  weil  in  diesem  Intervall  cosy 

C  sab  er,  Vorlenmgen  I.  5 


Digitized  by 


Google 


1 


66  Enter  Theil.    Differential -Bechnung. 

als  eine  monotone  ^  und  zwar  abnehmende  Function  sich  ver- 
hält; diese  Lösung  definirt  die  eindeutige  Function 

(C)  y^arccosa:, 

den  Haupt  wert  von  Are  cos  a^^  während,  vermöge  der  Beziehung 
cosy  =  cos(— y), 

(D)  Arccosic  =  2n«  +  arccos^z:. 

Lasst  man  ixi  der  allgemein  giltigen  Formel  ^  ^^  sin  y 
«s  cos  ( Y  —  y)  y  das  Intervall  ( —  y  ^  ^"  Y/  <Ji^rchlaufen,  so  be- 
wegt sich  Y  —  y  *^  ^®^  Intervall  («,  0);  in  Folge  dessen 

besteht  zwischen  den  Hauptwerten  arcsino;  und  arccos^r  die 
Beziehung 

arc  sina?  +  arc  cosa;  «=  y 


n 


aus  welcher  arccosx  -  ^  ~  ^^^«^^^^  ^^  «^^^  »^^  ^^'^  (12) 
und  24  (2) 

(13)  Dx  arc  cos  a:  = ; 

folgt. 

3)  Die  Gleichung  a:  =  tgy  besitzt  fftr  jedes  x  eine  Lösung 

in  dem  Intervall  y —  y >  "'" Y/ '  ^^^  ^V  ^  diesem  Intervall 
eine  monotone  wachsende  Function  ist,  die  das  Intervall  ( — bo, 
+  00)  durchläuft;  diese  Wurzel,  als  Hauptwert  von  Arctga;, 
definirt  die  eindeutige  Function 
(E)  y  =  arctga:, 

während 

(P)  Arctgrc— «« -j- arctga;. 

Aus  der  Beziehung 

Dx  arctga: .  Dy  tgy  =  1 
folgt  dann,  weil  nach  Formel  82  (8)  Dy  tg  y  =  sec^y  =  1  +:p*  ist, 

(14)  D^arctga;  — jq^,. 

4)  Diejenige  Wurzel  der  Gleichung  a;s»cotgy,  welche 
dem  Intervall  (0,  n)  angehört  —  und  eine  solche  ist  immer 
vorhanden,  weil  cotgy  in  dem  genannten  Intervall  abnehmend 
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yon  +00  zu  — 00  sich  bewegt  — ,  bezeichnet  man  als  Hanpt- 
wert  von  Are  cotg  x  und  definirt  durch  sie  die  eindeutige 
Function 

(6)  y  =  arccotga:, 

während 

(H)  Are  cotg  ic  =  n«  +  arc  cotg  x 

ist. 

Auf  Ghnind  der  Relation  :r  =  tg  y  =  cotg  ( ^  —  yj  erkennt 
man  wie  in  2)^  dass 

arctga;  +  arccotga;  =  y; 
woraus  weiter  folgt 
(15)  D,arccotga;  =  — j-^,. 

Auf  die  Umkehrungen  der  Functionen  o; »»  sec  y ,  rr  =»  cosec  y 
soll  hier  wegen  ihres  seltenen  Gebrauchs  nicht  eingegangen 
werden;  indessen  kann  ihre  Erledigung  nach  dem  vorangegange- 
nen keine  Schwierigkeit  bieten*). 

Die  Formeln  (1)  bis  (15)  dieses  in  Verbindung  mit  den 
Sätzen  des  vorigen  Paragraphen  geben  die  Mittel  an  die  Hand, 
jede  aus  den  elementaren  Functionen  irgendwie  durch  eine 
endliehe  Folge  von  Rechenoperationen  zusammengesetzte  explicite 
Function  zu  differwitiiren. 

34.  In  den  nachstehenden  Beispielen  ist  der  Di£Perential- 
quotient  zunächst  in  der  Form  angegeben,  wie  er  sich  bei 
Anwendung  der  Regeln  unmittelbar  ergiebt,  an  zweiter  Stelle 
in  seiner  einfachsten  Gestalt,  mit  Forüassung  der  Zwischen- 
rechnungen. 

1)  Bx'^iax''  +  6)^=  ma^--i(aa;*  +  ly 

•   =Ä:™~^(aa;"+&)'^^[(m+njp)aa::"+i»6]. 

QN    Yk        g  —  q        (a?  —  6)(a;  —  c)  —  (a;  —  a)(g  —  c  -f  a;  —  &) 

^  ^  (»—  6)(a;-  c)  ~  (ä  —  h)\x  —  c)* 
hc  —  ab  —  PC  +  %ax  —  a;* 


*)  Vgl.  die  Beisp.  19),  20)  in  84. 
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3)^yi+5 


1      -i 

X 

2 


y^  2i/i4--L     ixVi+Y^ 


y     vx 


4)  D{ax  +  b)yax^  +  2bx  +  c  =  aYöx^  +  2hx+o 
(ax  +  &)«         __  2{ax  +  by  +  ac  —  h^ 


+ 


yax'-{-  26«  +  c  Voar*+  26a!  +c 


g.  jVa'+ic'+Va'-x' 


Va»+!r'  — ]/«'—«• 

-  (l/i^+^' +  yä^^^O  (-7==  + -7T*-=i) 
\y  g*  +  a;*      ya*  —  g  y 


6)   Dl 


yx+a  +  yx  +  h  ^yx+a^-Yx+b 
yx+  a  —yx  +  b       yx+  a+'^x+b 

1 


>/(a;  +  a)(a;+ft) 
7)  2)6«^+86*+c^  2{ax  +  6)e«^+«*«+^ 

>vx    -Tk-i    .  '   a  cos  ax  , 

<r\\    -TkT  a  sin  aa;  . 

lOV  DL  cos  aa:  = =  —  a  tg  aa:. 

''  cos  ax  ° 

1   _.,,a: 


-—  sec 


tj 


cos  x 
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13)  Dtga**^*  =  J[)c*^"*8' 

=  tg x^'(l. ig af^'^'^  secic). 
.     14)  i>  aresin  1^ .       '  •  "  ^' +  l~^»' ~  "^ 

1 


(1  +  x)Y^ 

Jg.    n/^arcsino:         ^  yTIT^)  =  5!^^^ 

,         rc       ^^  ic*  arc  sin  Ä    ,  1  — g 

"^  1  —  a;*  "^  (1  — Ä»)*/»        yT^^ö« '  yT^=^ 

arc  sin  o;    ^y^ 

•   16)  D  (arc  sin  (a  sin  a;)  +  arc  cos  (a  cos  x)) 
a  cos  o;         _,  a  sin  o; 


yi  —  a'sin'a;        yi  —  a*  cos*« 
17)Darctg(]4f|tgf) 


:  K  a  +  6  '  ^®^    2   ■  2  ~  2(a  +  &  cosiB)  ' 


o  — &      ^  x^V  a  +  h  2       2  2(a  +  &  cos  ä) 

i  o\    T^  6  +  a  cos  rc  —  1 

18 )  D  arc  cos  — l—v =  —  — 

o;  -^  a+bcoBX        -|/j  _ /HLa_eo8^\» 

r  \a  +  ft  cos  Ä/ 

—  a{a+  &  cos ä)  sin a;+  h  (p -\-  a  co^ x)  sin. x 

{a  -^  b  coB  x)* 

a  -f-  6  cos  o; 

19)  JD  arc  sec  x  =D  arecos  -  ==  — ,"~         •  ^  =  — ;====  • 


V^r' 


20)  Darccoseca;=Z)arcsin- 


y^" 


«      -1 A       1     ^  xYx^-1. 


X  arc  sin  x 
•)  Der  Bruch  — =-  ist  hier  als  Product  der  drei   Factoren 

^  yi  -  x« 

X.  arc  sin  0?,    -^=  behandelt  worden. 

yi-Ä« 
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§  4.    Allgemeine  Sätse  über  den  Zusammenhang  einer 
Function  mit  ihrem  Differentialquotienten. 

86.  Von  einer  in  dem  Intervall  (a,  ß)  der  stetigen  Varia- 
bein X  eindeutig  definirten  Function  f{x)  sagt  man,  sie  sei 
an  der  Stelle  x  innerhalb  des  Interyalls  wachsend^  wenn  sich 
eine  positive  Zahl  rj  so  angeben  lässt,  dass  f&r  jedes  0  <  %  <  17 

(1)  f{x-K)<f{x)<f(x  +  h). 

Besitzt  die  Function  an-  der  Stelle  x  einen  Differentialquotienten, 
so  kann  derselbe  nicht  negativ  sein;  denn  aus  (1)  folgt 

—  h  h  ' 

mit  gegen  Null  convergirendem  h  nahem  sich  die  beiden  Quo- 
tienten nach  Voraussetzung  einer  gemeinsamen  Grenze  und 
diese  kann  nicht  negativ  sein,  weil  die  Quotienten,  wie  klein 
auch  h  werden  mag,  positiv  bleiben. 

Die  Function  f{x)  heisst  dagegen  an  der  Stelle  x  abneh- 
mend, wenn  sich  ein  positives  rj  so  angeben  lässt,  dass  für  alle 
0<h<ri 

(2)  f^a^-h}>f(x)>f(x  +  h). 

In  diesem  Falle  kann  der  Differentialquotient  an  der  Stelle  x, 
wenn  er  existirt,  nicht  positiv  sein;  denn  aus  (2)  ergibt 
sich,  dass 

f(x  -  ft)  ~  m  ^  Q     f{x  +  h)^  fix)  ^  Q 

und  da  beide  Quotienten  für  lim  h  =  0  gegen  eine  gemein- 
same Grenze  convergiren,  so  kann  diese  nicht  positiv  sein, 
weil  die  Quotienten  selbst,  wie  klein  auch  h  werden  mag, 
negativ  bleiben. 

An  den  Stellen  a,  ß  kann  nur  von  einseitigem  Wachsen 
oder  Abnehmen  die  Rede  sein. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ergibt  sich  der  Satz:  Wenn  die 
Function  f(x)  in  dem  Intervall  (a,  ß)  beständig  wächst  oder  be- 
ständig abnimmt  tmd  an  jeder  Stelle  einen  Differentialguotienten 
besitzt,  so  kann  dieser  niemals  negaMv,  besfiehungstveise  niemals 
positiv  sein. 

In  beiden  Fällen  ist  also  nicht  ausgeschlossen,  dass  der 
Differentialquotient  an  einzelnen  Stellen  Null  wird. 
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unter  den  elementaren  Functionen  haben  wir  folgende 
Beispiele  bestandig  wachsender  und  bestandig  abnehmender 
Functionen. 

Es  ist  DxCt'  =  a'l,  a,  folglich  a*  eine  bestandig  wachsende 
Function,  wenn  a>  1,  eine  abnehmende,  wenn  0  <  a  <  1  ist; 
a'  ist  also  wachsend. 

Aus  Dl.  ic  =»  —  erkennt  man,  da  rc  >  0,  dass  l.  x  eine 
wachsende  Function  ist. 

Da  Dtgrr  =  sec^rc/ so  ist  igx  eine  wachsende  Func- 
tion;   in    der    That,    indem    x    nach    einander   die   Intervalle 

( — Y'  ^"T/'   (y'  "f)  d^r^J^ä^fl';  jedoch  mit  Ausschluss  der 
Grenzen,  geht  tga:  beidemal  durch  das  Intervall  ( — oo,  +oo). 
In  gleicherweise  schliesst  man  aus  2)cotgic  =  —  cosec^a:, 
dass  cotgo?  eine  bestandig  abnehmende  Function  ist. 

Weil  Darctga:  =      ,     ,,  so  wächst  arctga?  fortwährend; 

thatsächlich  durchläuft  es  das  Intervall  ( — y;  +  y);  während 
X  von  — oo  bis  +oo  wächst. 

Aus  D  arccotgiT  =  —  -r-jL — 5  schliesst  man  in  ähnlicher 
Weise  auf  die  ständige  Abnahme  von  arccotga:. 

ae.  Wenn  die  Function  f{x)  in  dem  Intervalle  (a,  /J)  ein- 
wertig und  stetig  ist  und  an  jeder  Stelle  einen  Differential- 
quotienten besitzt,  wenn  femer  f(a)  =  0  und  f(ß)  =  0,  so  gibt 
es  wenigstens  eine  Stelle  zwischen  a  und  /J,  an  welcher  der 
Differentialquotient  f\x)  verschwindet  Diesen  Satz  schreibt 
man  Bolle  zu. 

Behielte  die  Function  den  Wert  Null  im  ganzen  Inter- 
valle (oder  auch  nur  in  einem  Theile  desselben)  bei,  so  wäre 
sie  eine  constante  Function  und  der  Satz  bedurfte  dann  inso* 
ferne  keines  Beweises,  als  der  Differentialquotient  beständig 
(eventuell  in  dem  betreffenden  Theile)  Null  wäre  (21). 

Wir  müssen  also  annehmen,  dass  die  Function  von  a 
aus  entweder  wächst  oder  abnimmt;  aber  weder  das  Wachsen 
noch  das  Abnehmen  kann  durch  das  ganze  Intervall  anhalten, 
soll  f{ß)  =  0  eintreten;  daher  muss  eine  Stelle  |  zwischen  a 
und  ß  getroffen  werden,  wo    das  Wachsen  (respect.  das  Ab- 
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nehmen)  aufhört;  diese  Stelle  wird  dadurch  charakterisirt  sein, 
dass  sich  ein  positives  17  derart  angeben  lässt,  dass  für  jedes 

m-v)<m>Ai  +  hy, 

nach  den  Relationen  (1),  (2)  des  vorigen  Artikels  ist  die 
Function  an  dieser  Stelle  weder  wachsend  noch  abnehmend; 
femer  ist 

der  erste  Quotient  kann  för  lim  ä  =  0  nur  einen  positiven 
oder  den  Grenzwert  Null  haben,  der  zweite  nur  einen  nega- 
tiven oder  Null;  da  aber  beide  nach  Voraussetzung  einen 
gemeinsamen  Grenzwert  besitzen,  so  kann  nur 

r(i)=o 

sein,  womit  der  Satz  erwiesen  ist.  Für  den  Fall,  dass  die  Func- 
tion von  a  aus  abnimmt,  ergeben  sich  ganz  analoge  Schlüsse. 

Bei  geometrischer  Darstellung  der  Funo- 
^        ^^"  ®*  tion  hat  der  Satz  von  Rolle  eine  anschau- 

liche Bedeutung;  eine  Curve  AB,  Fig.  8, 
J^ — ^      welche  in  den  Punkten  A  und  B  die  Ab- 
\  scissenaxe   schneidet   und   an  jeder  Stelle 


J  B  ^  zwischen  den  genannten  Punkten  eine  be- 
stimmte Tangente  hat,  besitzt  zwischen  A 
und  B  mindestens  einen  Pimkt  M,  in  welchem  die  Tangente 
MT  der  Abscissenaxe  paraUel  läuft;. 

Die  Voraussetzungen  des  obigen  Satzes  können  auch  dahin 
abgeändert  werden,  dass  f(a)  =  f(ß)  =  C  ist;  denn  die  Func- 
tion f{x)  —  C  erfüllt  dann  [die  Bedingung,  für  a:  =  «  und 
X  ^=  ß  zu  verschwinden,  ihr  Differentialquotient  ist  aber  wieder 

rix). 

Die  Function  f{x)  =  (a:  —  a)(x  —  b)  hat,  um  Beispiele 
anzuführen,  in  dem  Intervall  (a,  b)  die  Eigenschaften,  welche 
oben  vorausgesetzt  werden;  ihr  Differentialquotient  f{x) 
=  2  ic  —  a  —  b  wird  denn  auch  gleich  Null  an  der  zwischen 

a,  b  liegenden  Stelle   x  =  ^  "T    •     Desgleichen  entspricht  die 

Function   f(x)  ^^^  sinx  in   dem  Intervall  (0,«)   den  Voraus- 
setzungen  des  RoUe'schen  Theorems,  und  in  der  That  ver- 
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schwindet  ihr  Differentialquotient  f(x)^co&x  an  der  zwisclien- 
liegenden  Stelle  x^^' 

87.  Wenn  die  Fundion  f(x)  an  jeder  SteUe  des  Intervaüs 
(a,  ß)  einen  JDifferenHalquotienten  besitzt,  so  gibt  es  wenigstens 
eine  Stelle  zwischen  a  und  ß,  an  welcher  der  Differentidlquotient 
f{x)  gleich  ist  dem  JDifferenzenquotienten 

m  -  /•(«) 

Dieser  Satz  wird  gewohnlich  der  Mittdwertsaiz  genannt. 

Zum  Zwecke  des  Beweises  construiren  wir  mit  Hilfe  von 
f{x)  die  neue  Function 

^{x)  =  fix)  -  f{a)  -{x-a)  ^^, 

welche  ebenfalls  an  jeder  Stelle  zwischen  a  und  ß  einen  Diffe- 
rentialquotienten besitzt;  da 

^'ix)=f(x)-m^, 

und  die  überdies  die  Eigenschaft  hat,  dass  q>{a)^0  und 
^(^)  =  0  ist.  Demnach  erfallt  die  Function  q>{x)  die  Voraus- 
setzungen des  Bolle'schen  Satzes  und  gibt  es  daher  wenigstens 
eine  SteUe  |  zwischen  a  und  /J,  wo  g>'(S)  =  0,  d.  h.  wo 

(1)  '-%^=m- 

Der  Satz  kann  nun  auf  irgend  zwei  Stellen  x  und  a;  +  Ä, 
die  in  {a,  ß)  enthalten  sind^  zur  Anwendung  gebracht  werden; 
an  die  Stelle  von  5  kommt  dann  ein  zwischen  x  und  x  -\-  h 
gelegener  Wert  und  einen  solchen  kann  man  in  der  Form 
X  -}-  Qh  darstellen,  wenn  0  <  0  <  1  ist;  mithin  gilt 

f(E±Rizm^f^^^Qh) 

oder 

(2)  f{x  +  h)-fix)  =  hrix  +  eh). 

Diese  Darstellung  der  Differenz  zweier  Functionswerte  durch 
einen  Zwischen-  oder  Mittelwert  des  Differentialquotienten  ist 
för  die  Analysis  von  grosser  Bedeutung.  Einige  Folgerungen 
mögen  schon  hier  aus  diesem  Mittelwertsatze  gezogen  werden. 
Vorher  möge  noch  der  geometrische  Sinn  desselben  er- 
wähnt werden  in  dem  Falle,  wo  die  Function  f(x)  durch  die 
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Ordinaten  einer  Curve  dargestellt  wird.     Der  Inlialt  der  For- 
mel (1)  ist  dann  der  folgende.     Besitzt  die  Curve  ÄB^  Fig.  9, 
an  jeder  Stelle  eine  bestimmte  Tangente,  so  gibt  es  zwischen 
pjg  g  A  und  B  mindestens  einen  Punkt  Jlf  ,  in 

Y  welchem    die   Tangente   MT   der   Sehne 

AB  parallel  ist. 
B  An  früherer  Stelle  (21)  ist  erwiesen 

worden,  dass  der  Differentialquotient  einer 
Constanten  Function  Null  ist;  nun  kann 
y  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  bewie- 
-X  sen  werden:  Wenn  der  DtfferenticUqmtient 
f{x)  einer  Function  f{x)  cm  allen  SteUen 
des  Intervalls  (a,  ß)  NuU  ist^  so  ist  die  Function  in  diesem 
Intervall  constant. 

Sind  nämlich  x^,  x^  zwei  Stellen  aus  (a,  ß),  so  ist  zu- 
folge (1) 

f(x,)-f(x,)^(x,-x,)m, 

wobei  5  zwischen  x^  und  X2  liegt;  da  aber  für  jedes  5  zwischen 
a  und  ß  /^(S)  =  0  ist,  so  ist 

f{x,)-f{x,)^0, 

also  f{Xj)  =  f(^)]  wenn  aber  jede  zwei  Werte  von  f(x)  aus 
dem  Intervall  (a,  ß)  einander  gleich  sind,  so  hat  die  Function 
einen  constanten  Wert. 

Aus  diesem  Satze  folgt  der  weitere:  Wenn  awei  Functio- 
nen f{x)y  q>(x)  in  einem  Intervall  (a,  ß)  gleiche  Differential- 
quotienten  haben,  so  können  sie  sich  nur  um  eine  Constante  von 
einander  unterscheiden. 

Denn  aus 

folgt  auch 
und  daraus 


D,[fix)  -  ipix)]  =  0 


f{x)-q>(x)^C, 
wobei  C  eine  Constante  bedeutet. 

In  Artikel  84  wurde  gezeigt,  dass  der  Differentialquotient 
einer  in  dem  Intervall  (a,  ß)  bestandig  wachsenden  (abnehmen- 
den) Function  niemals  negativ  (positiv)  ist;  auch  die  Umkeh- 
rung  dieses   Satzes  kann  jetzt  bewiesen   werden:    Wenn  der 
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DifferenticUqiAotient  von  f(x)  in  dem  Intervall  (a,  ß)  niemals 
negativ  (jpositiv)  und  auch  nickt  in  einem  Theile  des  Intervalls 
beständig  Null  ist,  so  ist  die  Function  wachsend  {abnehmend)  in 
dem  Sinne,  dass  für  irgend  zwei  Werte  x^,  x^  aus  («,  ß),  welche 
wadisend  geordnet  sind,  die  Belation  f{x^<f{po^{f(^x^  >f(jx^)) 


Bedeutet  x'  einen  Wert  zwischen  x^  und  x^,  so  dass 
^19  ^\  ^i  wachsend  geordnet  sind,  so  ist  auf  Grund  der  (ersten) 
Voraussetzung  laut  (1) 

/•(^')-M)-(«'-^i)r(5i)>o 

fix,)  -  fix')  =  ix,  -  x')rii,)  ^0, 

wobei  li  einen  Wert  zwischen  a^i,  x\  |j  einen  Wert  zwischen 
x',  x^  bedeutet;  daraus  folgt;  dass 

aber  nicht  för  alle  x'  können  beide  Gleichheitszeichen  gelten 
weil  sonst  fOr  alle  Werte  x'  zwischen  x^  und  x^  die  Beziehung 
f(^i)  =  f(^l  =  fi^r)  stattfände,  die  zur  Folge  hätte,  dass  in 
diesem  Theile  von  (a,  ß)  f{x)  bestöndig  Null  wäre,  was  gegen 
die  Voraussetzung  verstosst.  Es  gibt  also  sicher  einen  Wert 
Xy  für  den  wenigstens  eines  der  beiden  Ungleichheitszeichen 
gilt  und  dann  ist  sofort 

Der  zweite  Theil  des  Beweises  ist  ebenso  zu  fahren. 

88.  Wenn  die  beiden  Functionen  f(x),  q>(x)  in  dem  Inter- 
valle (a,  ß)  Differevdialguotienten  besitzen,  von  weldien  der  letztere, 
q>'(x)y  an  keiner  Stelle  Null  ist,  so  gibt  es  mindestens  einen  Wert 

I  zwischen  a  und  ß  derart,  dass  ^.  ~"  ',\  =-  ^t^  •    Dieser 

Satz  wird  der  verdUgemeifnerie  Mittelwertsata  genannt. 

Um  ihn  zu  beweisen,  construire  man  aus  f(x)  und  (p(x) 
die  neue  Function 

i>ix)  =  fix)  -  fia)  -  i^iß)  -  ^(a))  ^-^5 ; 

der  Bruch,  welcher  im  Ausdrucke  dieser  Function  vorkommt, 
hat  sicher  eine  bestimmte  Bedeutung,  da  fp{a)  nicht  gleich 
sein  kann  9>(/3),  indem  sonist  nach  dem  Satze  von  Rolle  fp\x) 
an  einer  Stolle  zwischen  a  und  ß  verschwinden  müsste,   ent- 
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gegen  der  Voraussetzung.  Die  Function  if(x)  hat  nun  im 
Intervall  (a,  ß)  einen  Differentialquotienten,  nämlich 

und  es  ist  ^(a)  =«  0,  ilf(ß)  =  0;  folglich  existirt  nach  dem 
Satze  von  Rolle  mindestens  eine  Stelle  |  zwischen  a  und  ß^ 
wo  ^'(1)  =  ö;  ^-  ^'  ^^ 

m    '  ßPLzJM  —  lM 

^  ^  <p(P)-.ip(a)  — 9'(6)' 

Die  Formel  kann  wieder  auf  zwei  beliebige  Stellen  x  und 
X  •}-  h  aus  (a,  ß)  angewandt  werden  und  lautet  dann 

W  y(a;  +  Ä)  — 9)(a;)  ~  9'(^  +  0Ä)'       K^^^^^^J- 

Setzt  man  g>(a;)  =  x,  wodurch  den  Voraussetzungen  des 
Theorems  Genüge  geleistet  ist,  so  gehen  die  Formeln  (1)  und 
(2)  in  die  gleichbezeichneten  in  Art.  87  über. 

§  5.    Die  höheren  Differentialquotienten  und  Differentiale. 

39.  Wenn  die  in  dem  Intervall  (a,  ß)  stetige  Function 
f{x)  an  allen  Stellen  des  Intervalles  einen  Differentialquotienten 
besitzt,  so  constituiren  die  Werte  dieses  Differentialquotienten 
mit  den  zugehörigen  Werten  der  Variabein  eine  neue  Function 
im  Intervall  (a,  j8),  welche  die  Ableitung  oder  Derivirte  oder 
auch  der  Differentialquotient  von  f(x)  genannt  und  mit 

f(x)     oder     D^f{x) 
bezeichnet  wird. 

Ist  f(x)  wieder  stetig  im  ganzen  Intervall  (a,  ß)  oder  in 
einem  Theile  desselben  oder  mit  Ausschluss  einzelner  Stellen, 
und  lässt  es  wie  f{x)  eine  Ableitung  zu,  so  wird  diese  die 
zweite  Ableitung  oder  der  ewdte  Differentialquotient  von  f{x) 
genannt  und  mit 

r(^)     oder     Dlf(x) 

bezeichnet.  Begrifflich  stellt  dies  Zeichen  also  jene  Function 
dar,  welche  an  der  Stelle  x  bestimmt  ist  durch 

lim  n^+^)-nx) 
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So  fortschreitend  gelangt  man  zu  der  dritten,  vierten,  . . .  wten 
Ableitung  oder  zu  dem  dritten,  vierten,  . . .  nten  Differential- 
quotienten; die  dafür  gebrauchten  Zeichen  sind 

rix),    r{x),...f'\x) 

oder 

Dlf{x),    Dlf{x),...I)lf{x). 

Sofern  die  Voraussetzung  der  Stetigkeit  erhalten  bleibt,  hat 
die  Bildung  der  höheren  Differentialquotienten  keine  Schranke. 

Wenn  man  aus  dem  Gebiet  der  reinen  Analysis  auf  das- 
jenige der  Anwendungen  sich  begibt,  wobei  x  und  f{x)  die 
Maasszahlen  fOr  gewisse  einander  bedingende  Grössen  bedeuten, 
können  auch  die  höheren  Differentialquotienten  eine  bestimmte 
Bedeutung  erlangen.  Bei  der  phoronomischen  Auffassung, 
wobei  fix)  den  in  der  Zeit  x  zurückgelegten  geradlinigen  Weg 
eines  in  Bewegung  begriffenen  Punktes  darstellt,  kommt  zu- 
nächst dem  zweiten  Differentialquotienten  eine  wichtige  Be- 
deutung zu. 

Es  ist  22  (1)  erklart  worden,  dass  der  erste  Differential- 
quotient fix)  die  im  letzten  Augenblicke  der  Zeit  x  herrschende 
Geschwindigkeit  ausdrückt.  Ist  die  Bewegung  so  beschaffen, 
dass  die  Geschwindigkeit  innerhalb  beliebiger,  aber  gleicher 
Zeitintervalle  um  gleiches  sich  ändert,  so  nennt  man  die  wäh- 
rend der  Zeiteinheit  erfolgende  Geschwindigkeitsänderung  Be- 
scJdeunigung  und  die  Bewegung  selbst  eine  gleichförmig 
beschleunigte  (oder  gleichförmig  verzögerte,  wenn  die  Beschleu- 
nigung negativ,  die  Geschwindigkeit  also  mit  der  Zeit  abneh- 
mend ist).  Auf  eine  ungleichförmig  beschleunigte  Bewegung 
ist  der  Begriff  der  Beschleunigung  nicht  unmittelbar  zu  über- 
tragen; der  Quotienjt 

h 
aus  der  während  des  Zeitintervalls  (x,  x  +  Ä)  erfolgten  Ge- 
schwindigkeitsänderung durch  die  Grösse  h  des  Zeitintervalls 
bedeutet  die  während  dieses  Zeitintervalls  durchschnitÜich  auf 
die  Zeiteinheit  entfallende  Geschwindigkeitsänderung;  je  kleiner 
h,  desto  geringer  die  üngleichformigkeit  in  der  Beschleunigung, 
desto  näher  kommt  die  Bedeutung  des  angeschriebenen  Quo- 
tienten der  einer  Beschleunigung,  und  convergirt  derselbe  mit 
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gegen  die  Grenze  Null  abnehmendem  h  gegen  einen  bestinunten 
Grenzwert,  so  wird  dieser  Grenzwert 

*=:±0  Ä 

als  die  im  letzten  Augenblicke  der  Zeit  x  herrschende  Be- 
schleunigung erklart. 

Brückt  also  f(x)  den  hei  geradliniger  Bewegung  in  der  Zeit 
X  isu/rückgelegten  Weg  atAS,  so  hat  der  zweite  Bifferentiälquotient 
f\x)  die  Bedeutung  der  im  Uteten  Äugenblicke  der  Zeit  x  herr- 
schenden Beschleunigung. 

40.  Zur  Bildung  der  höheren  Differentialquotienten  einer 
Function  bedarf  es  neuer  Regeln  nicht,  da  es  auf  wiederholte 
Bildung  des  ersten  Differentialquotienten  ankommt.  Wenn  es 
sich  jedoch  darum  handelt,  fOr  den  allgemeinen  oder  nten 
Differentialquotienten  eine  independente  Formel  aufzustellen, 
dann  führt  das  directe  Verfahren  nur  in  einigen  wenigen  Fällen 
zum  Ziele.  In  einigen  andern  Fällen  kann  man  sich  dadurch 
helfen,  dass  man  die  Function  als  Summe  oder  als  Product 
einfacher  Functionen  darstellt,  deren  allgemeine  Differential- 
quotienten in  independenter  Form  bekannt  sind. 

I.  Birectes  Verfahren.  1)  Für  f(x)  =  x"^  ergibt  sich  durch 
successive  Differentiation 

2)a;"*=  waf*-^,      i)*a;"*=  w(w  — 1)ä^~*,  . . . 
so  dass 

(1)  2>a*»  =  m(m  —  1)  •  • .  (m  —  n  +  l)rr^-«. 

Lässt  man  ax  -}-  b  axi  die  Stelle  von  x  treten,  so  ändert  sich 
die  Formel  nur  insoweit,  dass  rechts  der  Factor  a"  hinzu- 
kommt, weil  bei  jedesmaliger  Differentiation  mit  dem  Diffe- 
rentialquotienten von  ax  +  6,  d.  i.  mit  a*  multiplicirt  werden 
muss  (26  (7));  es  ist  also 

(2)  B*{ax  +  6)*"  =  m(w  —  1)  •  •  •  (m  —  n  +  l)a*(aa;  +  6)»»-» . 

Ist  m  eine  positive  ganze  Zahl,  so  wird  der  wte  Differen- 
tialquotient eine  Gonstante 

B^X!^  =  m(m  —  1)  •  •  •  1 

und  alle  höheren  sind  Null.  In  jedem  andern  Falle  kann  die  Bil- 
dung der  Differentialquotienten  unbeschränkt  fortgesetzt  werden. 
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2)  Für  f{x)  '^Ix  hat  man  Dlx  =  —  ^  ar-*,  somit 

hier  tritt  nun  die  Formel  (1)  in  Kraft,  und  zwar  ist  w  =  —  1 
und  H  durch  n  —  1  zu  ersetzen,  so .  dass 

(3)  D,i:,^(-^)'-'-^-J--(—^). 

auch  diese  Formel  kann  dadurch  verallgemeinert  werden,  dass 
man  ax  -}-  b  axi  die  Stelle  von  x  treten  lasst,  und  es  wird 

(4)  VI.  {ax  +  6)  -  (,,  +  ,/ ■ 

3)  Aus  der  Formel  De*  »=  ^  folgt  unmittelbar 

(5)  I>c*  =  e*; 
dagegen  ist  De**  ««  ifec**  und 

und  weil  a*  =  e*'''*,  so  ergibt  sich  hieraus 

(6)  D»a'^(l.aya'. 

4)  Die  Formel  D sin rr  =  cos  x  =  sin  \x  +  y j  zeigt,  dass 
die  einmalige  DifiTerentiation  des  sino:  der  Vermehrung  des 
Arguments  um  -^  äquivalent  ist;  in  Folge  dessen  wird  n-malige 

Differentiation    einer   Vermehrung    des    Arguments    um    n-r- 
äquivalent  sein;  es   ist  also 

(7)  2>»  sina;  =  sin  (^  +  w-|-j  • 

Durch  denselben  Schluss  ergibt  sich  aus  D  cosx^^  —  sin  a; 

(8)  2)"cosa:=  cos^ar  +  w^)* 

Vermöge  der  PeriodicitiLt  nehmen  die  rechten  Seiten  der 
Formeln  (7)  und  (8)  nur  je  vier  verschiedene  Werte  an,  näm- 
lich die  n-"0,  1,  2,  3  entsprechenden,  und  diese  in  cyclischer 
ViTiederholung. 

II.  Zerlegung  in  Theüe.  Hat  man  f(x)  als  Summe  zweier 
oder  mehrerer  Functionen  dargestellt,  etwa  f{x)  =  qp(fl:)  +  ^(a;), 
so  ist 

D^f{x)  =  B^fpix)  +  D»^(a;) . 


Digitized  by 


Google 


80  Erster  Theil.    DifPerential-Bechnung. 

1)  Es  ist  ^r^»  =  Ä[s^  +  r^]5  "^'^^^ 
^^inh^*  =  ^  [^(«  +  ^^)-'  +  ^(«  -  &«)-']; 

auf  die  Ausdrücke  der  rechten  Seite  ist  die  Formel  (2)   an- 
wendbar^  und  man  findet 

^  ^         a«— 6«a:«  2o  L(o+ 6a;)"+^~(a  — 6a;)"+U 

Für  a  =  1  und  6  =  i  ergibt  sich  hieraus 

2>._J (-l)M.2...nr        1 1         1 

Diese  Formel  kann  dazu  verwendet  werden,  den  allgemeinen 
Differentialquotienten  von  arctgo;  zu  bestimmen;  da  nämlich 

D  arctga;=     ,     ,,  so  ist  Ih  arctga:  =  D^—^      .     ,,  also  auf 

Grund  der  letzten  Formel 

(10)  2)«arctg^  =  (-^>^""^^-^--(— ^^F-i-, '—l 

2)  Es  ist  cosÄa;cos6a;  =  Y  {cos(a+6)a:  +  cos(a — h)z), 
mithin 

(11)  D*  cos  aa;  cos  6a?  ^  ^^"^       cos   (a  +  6)  a;  +  ^  y 

in.  Zerlegung  in  Factoren.  Die  Function  y:s=zf(x)  sei 
in  zwei  Factoren  u=^fp{x)  und  t;  =  ^(a;)  zerlegbar,  für  welche 
der  allgemeine  Ausdruck  des  rten  Differentialquotienten  be- 
bekannt ist.  Durch  successive  Differentiation  ergibt  sich,  wenn 
man  die  aufeinander  folgenden  Differentialquotienten  von  y,  u,  v 
mit  y',  Uy  t;';  y",  w",  v"; . . .  bezeichnet, 
y'  =  m'  t;  +  uv' 

y'"=  w'"t;  +  3m"  t;'  +  3uV'+  wr'"; 
woraus  der  Schluss  gezogen  werden  kann,  dass 

(12)  y<»)  =  ü<">i?  +  (i)  ti(*— ^)t;'+  (2)  m(«-*)  t;"H h  t*t;<«) ; 
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in  der  That^  gilt  diese  Formel  f&r  n,  so  gilt  sie  auch  för 
n  -j-  ^>  ^^^^^  ^i^®  neuerliche  Differentiation  gibt 

y(«+l)=ti(«+l)t;-|.(j^)w(»V+(j)M(»~l>v"H h  WV») 

und  weil  allgemein  (  _  i)  +  l)  =  \    T    )  ?  »^  ist 

da  nun  das  Bildungsgesetz  auf  directem  Wege  für  n  =  1,  2,  3 
erwiesen  ist,  so  gilt  es  allgemein.     Die  Gleichung  (12),  unter 
dem   Namen  der  Leibniz'schen   Formd  bekannt,  lasst   eine 
kurze  symbolische  Darstellung  zu;  schreibt  man  nämlich 
(12*)  l)'^(uv)  =  (m  +  v)% 

so  bleibt  nur  zu  beachten,  dass  man  in  den  Gliedern  der 
Potenzentwicklung  die  Potenzexponenten  in  Ordnungsexponen- 
ten von  Differentialquotienten  zu  verwandeln  und  die  End- 
glieder u^ifi  und  fjfiv*  durch  u^^^t?,  resp.  «t?^")  zu  ersetzen  hat. 
Als  Beispiel  der  Anwendung  der  Formel  (12)  möge  die- 
selbe Function  gewählt  werden,  welche  in  IL  2)  als  Summe 
dargestellt  worden  ist,  nämlich  cosaa;  cos&a;;  man  erhält  un- 
mittelbar 

D"(co8  ax  cos  bx)  =  a*  cos  lax  +  w y)  cos  bx 

+  (j)  a»-*6  cos  yax  -f-  w  —  i  yj  cos  \bx  +  y )  + 
+  (2)  a»-*6*cos(aa;  +  tT^  y)  cos  (bx+2''^)  -| 

...  +  6»  cos  orc  cos  {bx  +  ^  y)  * 

41.    Wir    nehmen    den    in    28    entwickelten   Begriff  des 
Differentials  einer  Function  f(x)  wieder  auf,  wonach 
(1)  dfix)  =  nx)dx; 

die  begriffliche  Bedeutung  desselben  geht  dahin,  dass  es  die 
Änderung,  welche  die  Function  bei  dem  Übergange  von  x  zu 
X  '\'  dx  erleidet,  um  so  genauer  darstellt,  je  kleiner  dx  ist,  ja 
dass  man  durch  Einschnlnkung  von  dx  den  Unterschied  zwischen 

Oinbe  r,  Yorlefungen.  I.  6 
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der  Änderoug  der  Function  nnd  ihrem  Differential  nicht  nur 
an  sich,  sondern  auch  im  Verhältnis  zu  dx  beliebig  klein 
machen  kann. 

An  dieser  Stelle  möge  auf  die  Verschiedenheit  der  Be- 
deutung hingewiesen  werden,  welche  den  Zeichen  dx  und  df(x) 
in   der  Gleichung  (1)   einerseits   und   in   dem  Leibniz'schen 

Symbol  fOr  den  Differentialquotienten  -~^  anderseits  zukommt. 

Hier  bedeuten  dx  und  df(x)  zugleich  gegen  die  Grenze  Null 
convergirende,  also  unendlich  Mein  werdende  Grössen  und  das 

Symbol  -^  selbst  den  Grenzwert  ihres  Quotienten;  dort  be- 
deutet dx  eine  endliche  und  df{x)  eine  dem  dx  proportionale 
ebenfalls  endliche  Grösse*),  beide  sehr  klein  in  Ansehung  der 
endlichen  Bechnungsgrössen  wie  etwa  x  und  f(x)  selbst;  der 
Grad  der  Kleinheit  ist  dabei  relativ  und  abhängig  von  der 
Schärfe,  in  welcher  die  bezügliche  Rechnung  ausgeftLhrt  werden 
soll.     So  ist  z.  B.  (ao) 

coiiff  X 
d logsina;  =  ,  ^     dx^^  M  cotga;d:r; 

für  a;  — arcSO^  — -J,  da?  —  arcl'«  jg^  =  0•00029088... 
ergibt  sich  bei  Abkürzung  auf  5  Decimalen 

d  log  sin  30^  =  0-484 294  4  •  1-732 050 6  -  0000 290  9 
=  0-00022 

und  dies  stimmt  mit  der  in  fünfstelligen  Tafeln  bei  log  sin  30^ 
angegebenen  Differenz  pro  Minute  überein;  selbst  bei  einer  auf 
7  Decimalen  angelegten  Rechnung  erhält  man 

d  log  sin  30^  =  O'OOO  218  8 

nur  in  der  siebenten  Stelle  abweichend  von  der  in  siebenstel- 
ligen Tafeln  bei  log  sin  30^  angegebenen  Differenz  0-0002187. 
Die  mit  einem  feststehenden  dx  für  verschiedene  Werte 
von  x  gebildeten  Werte  von  df{x)  definiren  eine  Function  von 
Xj  und  Yon  dieser  kann  neuerdings   das  Differential   gebildet 


*)  Aus  der  Stellimg,  welche  der  Differentdalquotient  in  der  Formel 
(1)  einnimmt,  leitet  dch  die  für  ihn  mitonter  gebrauchte  Benennung 
„Differentialcoefficient**  her. 
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werden;  man  bezeichnet  es  statt  mit  d(df{x))  kurz  mit  €pf(x) 

und  hat 

(2)  €pf{x)  =  D{f(x)dx}dx  =  f\x)da?. 

Hiemach  ist  das  zweite  Differential  formell  das  Product  aus 
dem  zweiten  Differentialquotienten  mit  dem  Quadrat  des  Diffe< 
rentials  der  Yariabeln,  begrifflich  aber  stellt  es  den  Unterschied 
der  ersten  Differentiale  an  den  Stellen  x  und  x  -^  dx  mit 
Ausserachtlassung  von  Grössen  höherer  Eleinheitsordnung  als 
dx^  dar. 

Aus  der  Definitionsgleichung  (2)  ergibt  sich  als  Folgerung 


(3) 


r(^)= 


dx* 


die  rechte  Seite  ist  das  yon  Leibniz  fOr  den  zweiten  Diffe- 
rentialquotienten gebrauchte  Symbol,  gleichbedeutend  also  mit 
r(x)  und  Dlf(x). 

Wird  dx  als  gegen  Null  convergirende,  also  als  un- 
endlich klein  werdende  Grösse  von  der  ersten  Ordnung  auf- 
gefasst,  so  ist  das  erste  Differential  df(x)  =*=  f{?o)dXy  voraus- 
gesetzt dass  f{x)  einen  bestimmten  von  Null  yerschiedenen  Wert 
hat,  eben&Us  eine  unendlich  klein  werdende  Ghrösse  der  ersten, 
das  zweite  Differential  d^fix)  =  f\x)da^  unter  einer  analogen 
Voraussetzung  über  f\x)  eine  unendlich  kleine  Grosse  zweiter 
Ordnung. 

Bei  der  Darstellung  der  Function  f(x)  durch  die  Ordi- 
naten  einer  Gurve  kann  auch  das  zweite  Differential  durch 
eine  Liniengrösse  verdeutlicht  werden;  bezüglich  des  ersten 
Differentials  ist  es  am  Schlüsse  von  28 
geschehen.  Ist,  Fig.  10,  OP^x,  OF' 
^x-^dx,  OP"—  X  +  2dx,  MB'  die 
Tangente  in  üf,  MB,"  die  Tangente  in 
Jf' ,  MQ'  sowie  M'Q"  paraUel  zu  OX, 
so  hat  Q'B'  die  Bedeutung  des  Diffe- 
rentials an  der  Stelle  x,  Q"B"  die  Be- 
deutung des  mit  dem  nämlichen  dx  ge- 
bildeten Differentials  an  der  Stelle  x-\'dx*^ 
der  Unterschied  dieser  zwei  Strecken,  welcher  nach  Gonstruc- 
tion   des   Parallelogramms    Q'Q"8"B'   in   der  Strecke   8"B:' 


Vig.  10. 
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erhalten  wird,  ist  mit  Aussdrachtlassnng  yon  örössen  der  Klein- 
heitsordnung  dx^  das  zweite  Differential. 

Man  kann  in  der  Bildung  der  Differentiale  fortschreiten 
und  erhalt  —  immer  unter  der  Voraussetzung  eines  feststehen- 
den dx  —  aus  (2)  das  dritte  Differential 

^f(x)  =  B:,[f\x)da?)dx  —  r{x)dx\ 

und   so   fortfahrend   allgemein    fQr    das   nte   Differential   den 
Ausdruck 

(4)  a'f(x)^f^^\x)dx^. 

Daraus  ergibt' sich  die  von  Leibniz  eingeführte  Bezeichnung 
für  den  nten  Differentialquotienten: 

dx* 

Jeder  Formel  zwischen  den  Differentialquotienten  meh- 
rerer Functionen  einer  Yariabeln  x  lasst  sich  eine  Formel 
zwischen  den  Differentialen  zuordnen  und  es  bedarf,  um  zu 
der  letzteren  zu  gelangen,  nur  der  Multiplication  der  ersteren 
mit  einer  entsprechend  hohen  Potenz  des  Differentials  dx  der 
Yariabeln;  so  folgt  aus 

Dx{q>{x)t(x)}  =  ip\x)tl;{x)  +  fp{x)i,\x) 

durch  Multiplication  mit  dx 

^  d{q>(x)ilf(x)]  ==ilf{x)-dq>{x)  +  <p(x)'d'il;{x) 
d  fM  «=  »(g)  •  dq>(x)  —  ip{x)  '  dilf(x) 

aus  (40,  in.) 

D^(uv)  =  u^v  +  i^)  m(— i)v  +  (J)  MC— »)t;"H [-  »«O 

durch  Multiplication  mit  dx'* 

d»(Mf;)  =  #•M.t?+(5J)(^-l^♦.dv+(J)*•~«w.d«t?+••.  +  M*•t7. 
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§  6.    TraaBformation  der  unabhängigen  Yariabeln. 

4L  Es  ist  eines  der  wichtigsten  Bilfsmittel  analytischer 
Untersuchungen,  dass  man  an  die  Stelle  der  Yariabeln,  welche 
in  einem  Problem  auftreten,  andere  einflihrt,  die  mit  ihnen  in 
einem  gegebenen  Zusammenhange  stehen.  Man  bezeichnet 
diesen  Process  als  TransfarmaUon  der  Variabein. 

Hier  soll  zunächst  der  einfsichste  Fall  behandelt  werden, 
darin  bestehend,  dass  in  einem  fanctionalen  Zusammenhange 
zwischen  zwei  Yariabeln  y,  rc,  in  welchem  x  die  Rolle  der 
unabhängigen  YerönderUchen  spielt,  an  die  Stelle  von  x  eine 
neue  unablulngige  Yariable  treten  soll.  Er  erscheint  in  zwei 
verschiedenen  Formen,  welche  nachstehend  getrennt  behandelt 
werden. 

I.   Irgend  eine  FimcHan  y  der  Yariabeln  x  ist  mit  x  und 

ihren   DifiFerentialquotienten  -^ ;  ^  ?  •  •  •    zu  einem  Ausdruck 

oder  zu  einer  Relation  verbunden;  an  die  Stelle  von  x  wird 
u  ab  neue  unabhängige  Yariable  eingeführt  durch  die  Trans- 
formationsgleichnng 

(1)  ^  =  g)(M); 

wie  gestaltet  sich  der  Ausdruck  oder  die  Relation  in  den  Ya- 
riabeln y,  u  und  den  neuen  Differentialquotienten   ,- ->  j^  •  •  •  ? 

Durch  Vermittlung  von  (1)  wird  y  zur  zusammengesetzten 
Function  von  m,  daher  ist  (28) 

dy dy  dx  ^ 

du        dx  du^ 

bei  neuerlicher  Differentiation  in  Bezug  auf  u  ist  darauf  zu 

achten,  dass  auch  ^  durch  Vermittlung  von  (1)  Function  von 

tt  ist;  daher  hat  man  weiter 

^_!y  _  ^  (^Ym  ^  — 

du^  ~  dx*  \du/  "•    dx  du* 

d^y d*y  /^^V  i_  q  <^*y  dx  d*x  _.    dy  d^x 
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Die  in  diesen  Gleichungen  auftretenden  Differentialquotienten 
Yon  X  sind  aus  der  Transformationsgleichung  bestimmbar;  wir 
bringen  dies  zum  Ausdruck^  indem  wir  schreiben 


daraus  ergibt  sich  durch  successive  Auflosung 

dy 
dy  du 

'dx  "*  q>\u) 


(2) 


dx*  ~  9)'(»)' 


d»y         v'W*5^.-39»9»^,  +  [3q)»«-  9»9»]~J 


Ersetzt  man  in  dem  vorgelegten  Ausdruck  oder  in   der 

zu    transformirenden    Relation    x   durch    9(»),    ^;    j-^  ?  •  •  • 

durch  die  eben  gefundenen  Ausdrücke^  so  ist  die  Aufgabe 
gelost. 

n.   In  einer  gegd)enen  Function 

(3)  y  =  A^) 

ist    mittelst    der   Transformationsgleichung    (1)    u    als   unab- 
hängige Variable  einzuführen;  wie  stellen  sich  die  Differential- 
quotienten ^j  j-^  7  •  •  •  in  der  neuen  Variablen  dar? 
Die  Einfahrung  von  u  in  (3)  gibt 

(4)  y  =  /l9W] -*(«), 

wo  nimmehr  ^  das  Zeichen  für  eine  bekannte  Function  ist;  es 
können  also  jetzt  in  (2)  auch  die  Differentialquotienten  von  y 
in  Bezug  auf  u  bestimmt  werden,  und  man  erhält 
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dx        ip\u) 

da?»  q)'(i*)* 


Damit  ^re  die  vorgelegte  Aufgabe  gelost;  den  Formeln 
(5)  läset  sich  aber  eine  bemerkenswerte  Gestalt  geben^  an  der 
in  der  Folge  festgehalten  werden  solL  Mnltiplicirt  man  in 
der  ersten  Gleichung  Zähler  und  Nenner  mit  du^  in  der  zweiten 
mit  du^y  in  der  dritten  mit  du^y . . .  und  beachtet^  dass 
q>(u)du  =  dip{u)  ^  dx,  q>"(u)du^  =  €pfp(u)  =  cPx, . . .,  so 
schreiben  sich  die  Formeln  (5)  wie  folgt 


(6) 


DxV 


dx 


j.2,^       dxd*y  —  d^xdy 
^'V 55* 


my 


dx*d*y  —  Sdxd^xd^y  +  [Sd^x*  —  dxd^x]dy 
dx" 


Die  rechten  Seiten  dieser  Gleichungen  sind  als  toirMiche  Quo- 
tienten (ms  Differentialen  anzusehen^  und  diese  Differentiale 
beziehen  sich  auf  eine  heli^nge,  alle  jedoch  auf  dieselbe  unab- 
hängige Variable.  Diese  Formeln  (6)  werden  dann  zur  An- 
wendung kommen^  wenn  in  dem  fanctionalen  Zusammenhange 
zwischen  y  und  x  die  unabhängige  Variable  noch  der  freien 
Wahl  überlassen  bleiben  soll.  Entscheidet  man  sich  fär  x,  so 
ist  dx  als  feststehende  Grosse  zu  behandeln^  in  Folge  dessen 
d?x  =  0,  d^x  =  0, . . .  zu  setzen;  dann  fElhren  (6)  auf  die 
Gleichungen 


Bxy 


dx' 


Bl 


d;^ 

dx"' 


deren  Inhalt  ein  formaler  ist.  Wählt  man  dagegen  y  als  un- 
abhängige Variable^  vertauscht  also  die  Rollen  zwischen  y  und 
Xy  so  gUt  dy  als  feststehend  und  ist  somit  cPy  =  Oy  d^y  =  Oy...] 
ftlhrt  man  dies  in  den  Formeln  (6)  ein  und  dividirt  jedesmal 
Zähler  und  Nenner  durch  die  entsprechende  (1.,  3.,  5.,...) 
Potenz  von  dy,  so  kommt 
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(7) 


y 


Die  erste  dieser  Formeln  ist  die  noÜiwendige  Wiederkehr  des 
Satzes  in  27. 

48.  Die  Anwendung  der  gewonnenen  Formeln  mögen  die 
folgenden  Beispide  erlautem. 

1)  Zwischen    y^  x    und    den   beiden    ersten   Differential- 
quotienten bestehe  die  Beziehung 

d*y  _       X       dy    .         y       ^  ^^ 
dx^        1  —  Ä»  da;    •"  1  —  X*  » 

wie  gestaltet  sich  dieselbe^  nachdem  an  die  Stelle  yon  x  die 
unabhängige  Variable  u  mittelst  der  Gleichung 

X  =  cos  u 
eingeführt  worden  ist? 

Aus  den  Formeln  (2)  ergibt  sich 

dy  d^y   ,  dy 

dy dvL  y        d'y dvr    du 

dx  sinw  dx*  —  sin'u 

und  durch  Eintragung  dieser  und  des  Wertes  von  x  in  die 
gegebene  Relation  verwandelt  sich  diese  in 

S  +  '-o- 

2)  Die  zweideutige,  in   dem  Intervall  ( — a,  +a)   reelle 
Function 

kann  durch  die  Substitution 

X  =^  awLU 
in  eine  eindeutige,  nämlich 

y  =  6  cos  ti 
umgewandelt  werden,  und  zwar  ergibt  sich  der  positive  Zweig 
in*  dem  Intervall   ( —  —  ?  +y),  der  negative  Zweig  in  dem 
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Intervall  (—;  -^)  von  w.     Es  sind   die  Differentialquotienten 

^7  3-^  in  der  Variablen  u  darzustellen. 
dx    dx* 

Auf  Grund  der  Formeln  (5)  erhält  man 

dx  a 

3)  Der  Ausdruck 


dy  b  ,  d*y  b 

dx  a    ®     '       dx*  a^coB^u 


<^  = 55 ' 

dx* 

welcher  unter  der  Voraussetzung  gebildet  ist^  dass  x  als  un- 
abhängige Variable  gilt^  soll  so  umgestaltet  werden^  dass  die 
Wahl  der  unabhängigen  Variabein  noch  freisteht. 

Zu  diesem  Zwecke  setze  man  für  ^^  =  D^y  und  j^  =  Dly 

die  Werte  aus  (6)  ein,  und  nach  einfacher  Umgestaltung  er- 
gibt sich 

[dx*  +  dy^i 

^  ^       dxd*y  —  d*xdy' 

4)  Durch  die  Gleichung 

a?  =  a  arc  cos  ^~^  —  yy(2a—  y) , 

in  welcher  die  cyclometrische  Function  mit  ihrem  Hauptwert 
imd  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  ist  :r  als  eindeu- 
tige explicite  Function  von  y  gegeben.  Es  sollen  die  Diffe- 
rentialquotienten von  y  in  Bezug  auf  Xy  d.  i.  Bxy^  ^ly^ .  . . 
berechnet  werden. 

Aus  der  gegebenen  Gleichung  können  die  Differential- 
quotienten von  X  in  Bezug  auf  y  unmittelbar  bestimmt  werden, 
nämlich 

Dx=         ^         g:-y_=,T/    y 

'  T/i       (^ "-  yy        Vy(2a  -y)         r  2a^y 


2a-y. 


7}8^  _  ^  1/^^  -y    "^a  —  y  +  y ^_    -1/ 

^y^—  ^y        y  (2a  -  y)*     —  (2a  ^  y)*  V  '     y 

setzt  man  diese  Werte  in  die  Formeln  (7)  ein,  so  findet  sich 
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Zu  bemerken  ist^  dass  hierbei  B^yy  D\y  als  Functionen 
von  y  dargestellt  sind  im  Gegensatze  zu  dem  Falle  ^  wo 
ursprünglich  y  als  explicite  Function  von  x  gegeben  ist. 
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Pig.  11. 


Differentiatioii  Ton  Fnnetioneii  mehrerer  Yariabeln. 

§  1.    Partielle  DilFerentialqTiotdenten  und  Differentiale. 
Das  totale  DifferentiaL 

44.  Es  sei  ein  Bereich  P  der  beiden  unabhängigen 
Yariabeln  x^  y  gegeben  (8)  und  auf  diesem  Bereiche  z  als  ein- 
deutige Function  dieser  Variabein  definirt:  0  =  f{x^y)  (u). 
Man  kann  den  Bereich  P  durch  einen  Theil  der  auf  ein  recht- 
winkliges Axensystem  bezogenen  Ebene  geometrisch  darstellen 
so,  dass  jedem  Punkt  M,  Fig.  11,  welcher  innerhalb  oder  auf 
der  Begrenzung  dieses  Theiles  liegt, 
eine  Wertverbindung  x/y  ent- 
spricht, welche  dem  Bereiche  an- 
gehört. Durch  ZuhiKenahme  einer 
dritten  Axe  wird  es  möglich,  auch 
den  zu  x/y  gehörigen  Functions- 
wert  j9  in  die  Darstellung  ein- 
zubeziehen;  diese  dritte  Axe  möge 
im  Ursprung  0  auf  der  Ebene  XO  Y 
senkrecht  stehen  und  ihre  positive 
Richtung  OZ  nach  oben,  die  negative  OZ'  nach  unten  wenden; 
aus  M  werde  nun  eine  Parallele  zu  OZ  oder  OZ'  gefahrt, 
jenachdem  0  positiv  oder  negativ  ist,  von  einer  dem  |  a  |  pro- 
portionalen Länge;  der  Endpunkt  F  dieser  Parallelen,  die 
man  Äpplicate  von  F  nennt,  kann  dann  zur  Darstellung  von  0 
an  der  Stelle  x/y  dienen. 

Lässt  man  x  ein  Intervall  (ccq,  ß^  stetig  durchlaufen  und 
ordnet  ihm  Werte  y  zu,  welche  eine  stetige  Function  von  x 
constituiren,  jedoch  so,  dass  die  Wertverbindung  x/y  oder  der 
Punkt  x/y  beständig  dem  Bereich  angehört,  so  beschreibt  der 
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Punkt  eine  den  Bereich  P  durchsetzende  Curve  KL.  Da  y 
dabei  eine  Function  von  x  ist,  so  erscheint  z  =  f{x^  y)  in 
dieser  Auffassung  als  Function  yon  x  allein,  und  ist  es  eine 
stetige  Function  von  x  (17),  so  beschreibt  der  Punkt  x/y/z  oder 
F  eine  Ckvrve  im  Baume;  wir  wollen  dann  sagen,  z  =  f(Xj  y) 
sei  längs  der  Owrve  KL  stetig. 

Ist  z  =  f(x,  y)  längs  jeder  den  Bereich  P  durchsetzenden 
Curve  stetig,  so  heisst  f(xyy)  eine  im  Bereiche  P  stetige  Function. 

Von  den  Eigenschaften  einer  solchen  Function  heben  wir 
die  folgende  hervor. 

Wenn  die  Function  f(x,  y)  in  dem  Bereiche  P  stetig  ist,  so 
lässt  sich  an  jeder  Stelle  x/y  innerhalb  des  Bereichs  zu  einem 
hdiebig  Mein  festgesetzten  positiven  b  ein  hinreichend  Ideines  posi- 
tives f}  bestimmen  derart,  dass  für  jede  Wertverbindung  x'/y\ 
für  welche  \x  —  ^|<i?  und  \y  —  y|<^, 

(1)  \f{x,y')-f{x,y)\<s. 

In  der  geometrischen  Darstellung  hat  dieser  Satz  die  Be- 
deutung, dass  zu  dem  Punkte'  M(x/y)  als  Mittelpunkt  eine 
Umgebung  ccßyd  in  Form  eines  Quadrates  von  einer  so  kleinen 
Seite  2r]  sich  construiren  lässt,  derart,  dass  der  zu  einem  be- 
liebigen Punkte  M'  dieser  Umgebung  gehörige  Functionswert 
sich  von  dem  zu  M  gehörigen  dem  Betrage  nach  um  weniger 
als  s  unterscheidet. 

Die  Richtigkeit  des  Satzes  geht  aus  der  Definition  der 
Stetigkeit  im  Bereiche  P  hervor.  Auf  jeder  durch  P  geführten 
Richtung  lässt  sich  zu  jeder  Seite  von  M  ein  Grenzpunkt, 
M^  zur  einen,  M^  zur  andern,  angeben,  derart,  dass  für  jeden 
zwischen  M^^  M^  auf  dieser  Richtung  liegenden  Punkt  die 
Beziehung  (1)  gilt  (17  (1)).  Denkt  man  sich  dies  för  alle 
Richtungen  ausgeführt,  so  wird  es  unter  den  Grenzpunkten 
einen  geben,  welcher  am  wenigsten  von  M  abweicht,  und 
dieser  bestimmt  die  verlangte  Umgebung*). 

Man  bezeichnet  die  in  dem  Satze  ausgesprochene  Eigen- 
schaft als  Stetigkeit  der  Function  /"(ic,  y)   an  der  SteUe  x/y\ 


*)  Man  lege  durch  diesen  Punkt  einen  Kreis  vom  Centnun  M  und 
schreibe  diesem  ein  nach  den  Axen  orientirtes  Quadrat  ein. 
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gewöhnlich  nimmt  man  sie  zum  Ausgangspnnkte  und  erklärt 
dann  /"(a?,  y)  als  stetig  im  Bereiche  P,  wenn  es  an  jeder  Stelle 
desselben  stetig  ist.  Übrigens  kann  man  den  Inhalt  des  Satzes 
auch  in  der  Form  ausdrücken^  es  sei  der  zu  der  Stelle  x/y 
gehörige  Functionswert  f(Xj  y)  der  Grenzwert  von  f(x,  y)  bei 
hdiänger  unaufhörlicher  Annäherung  von  x/y'  an  x/y^  in 
Zeichen 
(2)  lim     f{x',^  =  f(x,y). 

Ist  f{x^  y)  eine  in  dem  Bereiche  P  stetige  Function,  so 
ist  der  Ort  der  Punkte  F^  welche  die  Werte  der  Function  in 
dem  oben  entwickelten  Sinne  darstellen,  eine  Fläche  und 
e  =  f{Xy  y)  wird  die  Gleichung  dieser  Fläche  genannt. 

Von  einer  Function  u  =  ^{x^,  a:, , .  . .  a:«),  welche  für 
einen  gewissen  Bereich  der  n  Variabein  x^y  x^^ . , ,  Xn  eindeutig 
definirt  ist,  wird  man  in  Analogie  mit  der  für  eine  Function 
zweier  Variabein  herrorgehobenen  Eigenschaft  sagen,  sie  sei 
an  der  Stelle  xjxj . . .  /Xn  stetig,  wenn  sich  zu  einem  beliebig 
kleinen  positiven  b  ein  hinreichend  kleines  positives  17  so  be- 
stimmen lässt,  dass  för  jede  Wertverbindung  x^/x^/ , .  ./a?«,  för 
welche 

die  Beziehimg  besteht 

I  A^l',  <,  •  •  •  ^'n)  —  /'(a?l,  ^2  ,  .  .  .  ^1.)  I  <  « ; 

und   die  Function  wird  weiter  als  stetig  im  Bereiche  gelten, 
wenn  sie  es  an  allen  Stellen  ist. 

45.  Es  sei  ;2f  =  /"(x,  y)  eine  im  Gebiete  P  stetige  Func- 
tion; verfolgt  man  ihren  Verlauf  bei  einem  feststehenden  Werte 
von  y,  also  längs  einer  Geraden,  welche  das  Gebiet  P  paraUel 
zur  X-Axe  durchsetzt,  so  verhält  sie  sich  wie  eine  Function 
von  einer  Variabein  und  es  können  die  für  solche  Functionen 
aufgestellten  Begriffe  zur  Anwendung  kommen. 

Erteilt  man,  von  einem  bestimmten  Werte  x  ausgehend, 
demselben  eine  Änderung 

jäx  =  h , 
so  erfährt  die  Function  die  partielle  Änderung 
(1)  ^x*=/-(ar+Ä,y)-/-(a:,y); 
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conyei^rt  der  aus  beiden  gebildete  DifiPerenzenqnotient 

während  h  den  stetigen  Grenzübei^^g  lim  &  =  -f-  0  ausföhrt, 
gegen  einen  bestimmten  Orenzwert,  so  heisst  dieser  der  zur  Stelle 
x/y  gehörige  partielle  Differentialquotient  in  Bezug  auf  Xj  wird 
mit  Dxf{Xy  y),  oder,  in  einer  von  Jacobi  eingeführten  Ab- 
änderung des  Leibniz'schen  Symbols  för  den  Differential- 
quotienten einer  Function  einer  Variabein,  mit  —P-^,  kürzer 
g— ,  bezeichnet,  so  dass 

(2)       D,f(x, ») - 1^  =  lim  n-  +  ^>yl-fi->y). 

Besitzt  die  Function  an  jeder  Stelle  von  P  einen  solchen 
Differentialquotienten,  so  ist  hierdurch  eine  neue  Function  im 
Bereiche  P  definirt,  welche  man  als  partielle  Ableitung  von 
f{x,  y)  in  Bezug  auf  x  oder  auch  wieder  als  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten nach  x  bezeichnet.  Man  gebraucht  dafür 
dieselben  Zeichen  wie  in  (2),  neben  diesen  auch  wohl  fx{x,y). 

Durch  Multiplication  des  partiellen  Differentialquotienten 
mit  der  Änderung  ^x  der  Variabeln,  welch'  letztere  begriff- 
lich mit  dem  Differential  dx  derselben  zusammenfallt  (23), 
ergibt  sich  das  partielle  Differential  dxSf  in  Bezug  auf  x,  so  dass 

(3)  ^'=^^dx; 

für  die  Beziehung  desselben  zur  Änderung  J^fs  gelten  die  bei 
Functionen  einer  Variabeln  gemachten  Bemerkungen  (28,  41). 
Ein  analoges  Verhalten  zeigt  e  ==  ^(x,  y),  wenn  man  seinen 
Verlauf  bei  feststehendem  Werte  von  x^  also  längs  einer  das 
Gebiet  P  parallel  zur  F-Äxe  durchquerenden  Geraden,  verfolgt; 
aus  der  Änderung 

^y  =  h, 

die  man  einem  Äusgangswerte  y  ertheilt,  entspringt  die  par- 

tidle  Änderung 

(1*)  J,z=>fix,y  +  k)-fix,y), 

dann  der  partielle  Differentiaiquotient  in  Bezug  auf  y 

^   '  «y     »=+0  * 
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einerseits  genommen  an  der  bestimmten  Stelle  x/yy  andereiv 
seits  als  Function  im  Gebiete  P^  und  schliesslich  das  partieUe 
Differential  in  Bezug  auf  y 

(3*) 


Fig.  12. 

» 


Es  bedarf  keiner  näheren  Erläuterung^  wie  sich  diese  Be-  . 
trachtung  fortsetzt,  wenn  es  sich  um  eine  Function  von  mehr 
als  zwei  Yariabeln  handelt*). 

46.  Man  kann,  auf  die  geometrische  Darstellung  bezug- 
nehmend, die  partiellen  Differentialquotienten  in  Bezug  auf 
Xy  y  auch  als  Differeniiälquotienten  in  der  BicMu/ng  X,  respeo- 
tive  T  bezeichnen  und  kann  ihnen  den  DifferentialguotiefUen 
in  einer  beliebigen  Bichtwng  oder,  sofern  dabei  beide  Variable 
zugleich  abg^ndert  werden, 
den  totalen  Bifferentialqtiotienten 
gegenüberstellen.  r-  ^^^i 

Die  von  dem  Punkte  Jf(a;/y),         jSf^"--.^^^^ 
Fig.  12,   ausgehende   Richtung    ^\         "m\' 
M(8)  und  die  entgegengesetzte 
M(S^   fassen  wir  in  eins  zu- 
sammen, sprechen  kurz  von  der     y  (YJ 
Richtung  S  und  charakterisiren 

sie  durch  die  hohlen  Winkel  9  und  ^,  welche  M(S)  mit  den 
Richtungen  M(X)  und  M{Y)  einschliesst.  Der  auf  M{S) 
liegende  Punkt  M^  gehöre  zur  Wertverbindung  x  +  h/y  +  i, 
wobei  MQ  =  ä,  QM^  ^=^1c  ist;  die  Entfernung  MM^  =  /is 
=  yÄ*  +  Ä*  werde  auf  M(ß)  positiv  gezahlt;  dann  ist 

(4)  _  =  cos9)         —  =  cos^. 


ao 


H 


^S) 


J8 


J8 


Den  Unterschied  der  zu  x/y  und  x  +  h/y  +  h  gehörigen 
Functionswerte  bezeichnet  man  als  totcUe  Ändenmg  von  z  an 
der  Stelle  x/y  und  gebraucht  dafür  das  Zeichen  jdZy  so  dass 

(5)  ^z  =  /-(aj  +  Ä,  y  +  *)  -  f{x,  y); 


*)  Ausser  den  hier  angeführten  Bezeichnungen  für  die  partiellen 
Differentialquotienten  sind  noch  andere  im  Gebrauch,  z.  B.  fj,  f'  oder, 
wenn  keine  Verwechslung  zu  besorgen  ist,  f(x)^  f{y)  u.  a. " 
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der  entsprechende  DiflFerenzenquotient  ist  -^  und  lässt  sich 
folgendermaassen  umgestalten: 

i^  _  f{x  +  ;i,  y  +  fe)  -  fi^x,  y  +  fe)  +  Kx,  y  +  fc)  -  f{x,  y) 

^^M        ^f{x+Ky'¥^)-m,y+lc)   h        f{x,y+k)-f{x,y)    k 
[  h  zis'^  k  zl8 

Kommt  der  Punkt  M^  auf  M(8')  zu  liegen,  nach  -äf/,  so 
ändern  h.  Je,  ^s  gleichzeitig  ihre  Vorzeichen,  die  Quotienten 

—i  —  behalten  also  för  beide  Lagen,  und  wie  nahe  auch 

M^y  beziehungsweise  M^  an  M  rückt,  die  in  (4)  angegebenen 
Werte  bei;  besitzt  femer  die  Function  partielle  Differential- 
quotienten in  Bezug  auf  x  und  y,  so  ist 

lim  /(^  +  ^y  +  *)-A^,y  +  t)  _  ^^(^^  y  ^  ;t)  ^ 

wenn  endlich  der  erste  dieser  Differentialquotienten  eine  stetige 
Function  von  y  ist,  so  hat  man  weiter 

lim     hm  ^  K —  =  fx{x,  y)  =  .- • 

Bei  stetigem  beiderseitigen  örenzübergange  von  x-^-h/y-^k 
zu  x/y  in  der  Richtung  £^,  wobei  die  Grössen  A,  %,  ^s  gleich- 
zeitig der  Null  als  örenze  sich  nahem,  conyergirt  also  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  der  Quotient  (6)  gegen  einen 
bestimmten  Grenzwert;  diesen  nennen  wir  den  totalen  Diffe- 
rentialquotientm  der  Function  f{x,y)  in  der  Bichiung  8  und 
haben  dafür  den  Ausdruck 

/n\  de       de  i    ^^  . 

(7)  55  =  ä^^^«9>  +  ä^cosV^. 

Für  die  Richtung  Jf  (X) 

9^  =  0,     ^  =  1- 

faUen  die  Begriffe  ^  und  |^,  fftr  die  Richtung  M{Y) 

de       j   de 

3-  und  -X—  zusammen. 

ds  cy ' 
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Aus  dem  totalen  Differentialquotienten  ergibt  sich  in 
analoger  Weise  wie  bei  einer  Function  einer  Variabein  durch 
Multiplication  mit  ds  das  totale  Differential  dz  der  Function; 
da  nun  aus  (4) 

^5  COSy  =  Ä  =  JXy  jdS  COS^  =«  i  ssö  Jy 

folgt  und  bei  den  unabhängigen  Variabeln  ^x  und  dx  einer- 
seits und  ^y  und  dy  anderseits  gleichbedeutend  sind,  so  er- 
gibt sieb  fQr  das  totale  Differential  der  Ausdruck 

(8)  dz^l^dx  +  ^^dy, 

welcher  mit  Bücksicht  auf  (3)  und  (3*)  auch  in  der  Form 
(8*)  de  =  d^0  +  dy0 

geschrieben  werden  kann. 

Das  totale  Differential  einer  Function  zweier  Varicibdn 
stellt  sich  demnach  als  Summe  der  auf  die  einzelnen  Variabein 
tezüglichen  partiellen  Differentiale  dar  und  bedeutet  begrifflich 
einen  Wert^  der  sich  von  der  totalen  Änderung  /iz  (5)  nu/r  um 
Grössen  höherer  Kleinheitsordnung  in  Bezug  auf  dx  und  dy 
unierscheidetj  welch'  letztere  vermöge  (4)  für  jeden  von  0,  -^  und 

Ä  verschiedenen  Wert  von  q>  Grössen  gleicher  Kleinheitsord- 
nung  sind. 

Die  Richtung,  nach  welcher  das  Differential  (8)  ge- 
nommen  ist,   ergibt    sich    zufolge   (4)    aus   den   Oleichuligen 

,   ,       ^    =r-:  =  COS  €p,  j— -      ^    ,  =  COS  ^  eindeutig  in  dem 

\ydx^  +  dy*\  ^'   \ydx^  +  dy*\  ^  ^ 

Intervall  (0,  2«),  weil  flir  das  Differential  zwei  entgegen- 
gesetzte Richtungen  nicht  äquivalent  sind  wie  fQr  den  Diffe- 
reiitialquotienten. 

47.  Bevor  zur  Ausdehnung  der  eben  entwickelten  Begriffe 
auf  Functionen  von  mehr  als  zwei  Variabeln  eingegangen 
wird,  soll  die  geometrische  Bedeutung  derselben  erläutei-t 
werden  fflr  den  Fall,  dass  die  Werte  der  Function  Z'^f{x^y) 
durch  die  Applicaten  einer  Fläche  dargestellt  werden. 

Es  sei  F^  Fig.  13,  der  zu  x/y  gehörige  Punkt  der  Fläche, 
FF  die  Curve,  welche  beschrieben  wird,  wenn  M  auf  der  zur 
^-Axe  Parallelen  MM'  fortschreitet,  FG'  die  Tangente  an 
diese  Curve  in  F,  FH'  die  Parallele  zu  OX;  dann  ist  (23) 

Oinbex,  VorlMiuigen.   I.  7 
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Fig.  18. 


femer  sei  FF"  die  Curve,  welche  bei  der  Bewegung  von  M 
auf  der  zur  y-Axe  Parallelen  MM"  beschrieben  wird,  FG" 
die  Tangente  an  diese  Curve  in  JP,  FH"  die  Parallele  zur 
y-Axe;  alsdann  ist 

MM"=  h  =  dy,      E"F"=  /lyZ ,      E"G"=  dyg . 
Auf  dem  Wege  M"M^  werde  die  Curve  F"F^,  auf  dem  Wege 
Jf' JKj  die  Curve  VF^  beschrieben;  wird  JT'jHi  parallel  zur 

a;-Axe  und  SC  H^  parallel  zur 
y-Axe  geftihrt,  so  ist 
H^F^  =  Jb, 
dagegen  schneidet  die  Ebene, 
welche  durch  die  Tangenten  FO' 
und  FG"  gelegt  wird,  auf  der 
Geraden  M^F^  einen  Punkt  G^ 
ein  als  vierte  Ecke  des  durch 
G'FG"  bestimmten  ParaUelo- 
gramms^  und  führt  man  G"J^ 
parallel  zur  a;-Axe,  so  zerfallt 
die  Strecke  B^G^  in  die  Theile 
jffjJi  und  JiG^y  deren  erster 
gleich  B!'G'\  deren  zweiter  wegen 
der  Congruenz  der  Dreiecke  G'J^G^  und  FWG'  gleich  SG' 
ist;  mithin  ist 

H^^  =  SG'-^  S'G"^  d^z  +  dyz, 
also 

B^G^^dz. 

Die  Ebene  FG'G^G"  der  beiden  Tangenten  FG',  FG"  nennt 
man  die  Taßf^eifäi(M>me  der  Flache  im  Punkte  F,  Hiernach 
ist  das  totale  Differential  hei  dem  Übergänge  von  der  Wertver- 
bindung  x/y  zu  jener  x  +  dx/y  +  dy  dargestdU  durch  die 
Änderung,  weiche  die  Applicate  der  Tangentialebene  im  Punkte 
x/y/z  dabei  erleidet, 

48.  Handelt  es  sich  um  eine  stetige  Function  u  «=  f(x,  y,  z) 
dreier  Variabein,  welche  für  einen  Bereich  B  dieser  Variabeln 
gegeben  ist,  so  lasst  dieser  Bereich  auch  noch  eine  geometri- 
sche Versinnlichung  zu  (9)  und  die  Betrachtungen  von  46  ge- 
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statten  fast  wörtliche  Übertragung.  Die  von  dem  Punkte  M 
des  Raumes^  welcher  der  Werfcverbindung  x/y/x  der  Variabein 
zugeordnet  ist^  ausgehende  Richtung  M(ß)  sei  durch  die 
Winkel  <p,  if,  %  charakterisirt,  welche  sie  mit  den  positiven 
Halbaxen  des  (orthogonalen)  raumlichen  Coordinatensystems 
einschliesst^  und  werde  mit  der  entgegengesetzten  Richtung 
M(ß')  zusammen  kurz  als  Richtung  8  bezeichnet.  Dann  ergibt 
sich  unter  Voraussetzung  der  Stetigkeit  der  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten g~'  ä~'  ^  ^®r  totcde  Differentialqtwtient  in 
der  Bickking  S 
/^x  du       du  I    ^<*  ,1    ^t* 

und  daraus  das  tokUe  Differential 

(10)  du^y^^dx  +  ^^dy+^-^^dz, 

also 

(10*)  du  =  d^u  +  dyU  +  d,u, 

wobei  die  Richtung  eindeutig  bestimmt  ist  durch 

dx  dy 
COS  9 ,    ,    .  ^         —  .  I  =  cos ^, 


\ydx^  +  dy^  +  dz*\  ^'    \ydx*  +  dy^  +  dz* 

dz 
,   ,  ,  =  cosr. 

\ydx*  +  dy*  +  dz*\  ^ 

Bei  einer  Function  u  =  f(Xiy  x^, . ,  ,Xn)  von  n  (>  3)  Varia- 
bein hört  auch  die  Möglichkeit  der  geometrischen  Darstellung 
des  Bereiches  12  auf-,  man  behalt  aber  die  geometrische  Aus- 
drucksweise bei,  ordnet  der  Wertverbindung  Xi/x^/.,./Xn  einen 
Punkt  M  im  n-dimensionalen  Räume  zu,  bezogen  auf  ein 
n-aziges  orthogonales  Coordinatens jstem ;  spricht  femer  von 
der  Richtung,  welche  den  Punkt  M  mit  dem  Punkte 

■ä^i  ■  "  ^1  +  äxjx^  +  dxj  -''  lxn  +  dXn 
verbindet  und  bestimmt  sie  durch  die  Richtungscosinusse 
dXy^  dx„ 

^^^^^~]\/^x^*+dx^^+'^-+dxl\'"'  ^^^^''~\Växi*+dx^*+~+dxl( 

deren  Quadratsumme  1  ist;  nennt  man 


die  Entfernung  von  üf  zu  .Af^;  erklärt 
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.^^^      du        du  I     ^^  I  I    ^« 

far  den  totalen  IHfferentiaiquotienten  von  u  in  der  bezeichneten 
Richtung  (nnd  der  ihr  entgegengesetzten)  und 

(12)     '^«  =  I^'^^  +  ^'«^+---  +  If/^- 

für  das  zu  jener  Richtung  gehörige  totale  Differential,  Der  in 
46  fEir  zwei  Variable  formulirte  Satz,  dass  das  totale  Diffe- 
rential der  Summe  der  partiellen  Differentiale  gleichkommt^ 
behalt  also  för  beliebig  viele  Variable  seine  Geltung. 

Hat  die  Function   u   einen  constanten  Wert  im  ganzen 

Bereiche   12^   so    ist   ihr    totaler   Differentialquotient   ^  und 

daher  auch  ihr  totales  Differential  du  im  ganzen  Bereiche 
=  0  (21).     Denmach  folgt  aus  einer  Gleichung  von  der  Form 

eine  lineare  Beziehung  zwischen  den  Differentialen  der  Variar 
beln,  nämlich 

49.  Die  Bestimmung  des  totalen  Differentials  kommt 
häufig  zur  Anwendung^  wenn  es  sich  darum  handelt^  die  Ände- 
rung einer  Grosse  zu  berechnen^  welche  sie  bei  verhältnis- 
mässig sehr  kleinen  Änderungen  der  sie  bestimmenden  Grossen 
erföhrty  so  zwar^  dass  von  Grossen  höherer  Eleinheitsordnung 
abgesehen  werden  kann. 

Zur  Erläuterung  mögen  die  folgenden  Beispiele  dienen. 

1)  Welche  Änderung  erfahrt  die  Fläche  eines  Rechtecks 
mit  den  Seiten  Xy  y^  wenn  diese  um  die  sehr  kleinen  Grossen 
dXj  dy  sich  ändern? 

Die  Fläche  ist 

u  =  xy*^ 

daraus  ergibt  sich  ^  =  y,  — -  ==  x,  folglich  ist 

du  ^=ydx  +  xdy. 

Die  Rechnung  sowie  eine  einfache  Figur  belehren  darüber, 
dass  bei  diesem  Ansätze  das  Product  dxdy  vernachlässigt  ist. 
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2)  Es  ist  die  Änderang  zu  besümmen^  welche  das  Yoln- 
men  eines  geraden  Gylinders  yom  Grundhalbmesser  x  und  der 
Höhe  y  erleidet^  wenn  die  genannten  Dimensionen  um  die 
kleinen  Beträge  dx^  dy  sich  ändern. 

Das  Volumen  ist 

daraus  berechnet  sich   ^—  =  2xxy.    x—  =  tcx*,   somit  ist  das 

dx  ^>    dy  ^ 

Terlangte 

dv  =  2%xydx  +  nx^dy. 
Die  wirkliche  Änderung  ist 
Ä(a;  +  dx)*(y  +  dfy) —  nQ^y^=%nxydx  +  %o?dy'\-^%xdxdy 

+  Ttydx^  +  ndüi^dy^ 
unterdrückt  werden  also  2xxdxdyy  nydx^  und  xdx^dy,  Be- 
träge^ die  in  Bezug  auf  dx,  dy  Ton  zweiter^  beziehungsweise 
dritter  Eleinheitsordnung  sind.    Es  ist  nicht  schwer,  die  beiden 
Theile  von  dv  geometrisch  zu  interpretiren. 

3)  In  einem  ebenen  Dreieck  ändern  sich  eine  Seite  x  und 
die  beiden  ihr  anliegenden  Winkel  y,  z  um  die  Beträge 
dXy  dy,  dz  beziehxmgsweise;  es  ist  die  daraus  hervorgehende 
Änderung  der  Dreiecksfläche  zu  bestimmen. 

Die  Fläche  des  Dreiecks  ist 

x'  sin  y  sin  jS 

A  4.1^  ^~  28in(y  +  ^)' 

daraus  folgt 

du X  sin  ^  sin  je; 2w 

dx         Bin(y  +  ^)  ^  ' 

du  x'cos  ^  sin  j?        x*Bmy  sin  z  cos(2^  +  ^) 

dy         2sin(y  +  z)  2sin*(y  +  ^) 

=  Mcotgy  —  ticotg(y  +  z) 

du x*smy  cos z        x^mny  ainz  cos(^  +  z) 

dz         2sin(y  +  ^)  2sin*(y  +  ^) 

=  u  cotgz  —  u  cotg  (y  -{-  z) 

[9  /In* 
1-  { cotgy  —  cotg(y  -{-  z)]dy 
^  -1 
+  {cotg  z  —  cotg(y  +  z)]dzy 

Es  sei  beispielsweise 
dSr=00lm,  (iy=arc5"=000002424,  rf«  =  8rc  10"=  000004848 
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mit  diesen  Daten  berechnet  sich  zunächst 

!i  =  45753.17  m« 
und  weiter 

du=  45753-1 7  [0-0000400+ 0-0000354+ 00000354]  =  5-07  m*; 
die  directe  Rechnung  der  Flache  mit  den  geänderten  Daten  liefert 

M  =  45758-26  m», 
woraus  die  wirkliche  Änderung  bei  auf  zwei  Decimalen   an- 
gelegter Rechnung  u  —  u=  5*09  m«  sich  ergibt. 

§  2.    Die   höheren   Differentialquotienten   und  Differentiale. 

50.  Wenn  die  Function  z  =  f(x,  y)  auf  dem  Gebiete  P, 
auf  welchem  sie  gegeben  ist,  einen  partiellen  Differential- 
quotienten in  Bezug  auf  x  besitzt,  der  selbst  wieder  wie  die 
ursprüngliche  Function  auf  dem  gedachten  Gebiete  stetig  ist 
und  einen  partiellen  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  x  zu- 
lässt,  so  heisst  dieser  der  zweite  partielle  Differentialquotient 
der  Function  f(x^  y)  in  Bezug  auf  x  und  kann  durch  eines 
der  Zeichen 

dargestellt  werden;  die  beiden  letzten  Zeichen  sind  eine  von 
Jacobi  herrührende  Nachbildung  des  entsprechenden  Leib- 
niz 'sehen  Symbols  für  Functionen  einer  Variablen. 

Wie  bei  Functionen  einer  Variabein  (89)  kann  dieser 
Process,  so  lange  die  angeführten  Voraussetzungen  fortbestehen, 
wiederholt  werden,  xmd  man  gelangt  so  zum  dritten, . . .  n-ten 
partiellen  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  o?,  d.  i. 

oder  kürzer 

?!i      . . .   ?!f . 
ax»    '  ' ' '   dx""' 

Derselbe  Gedankengang  lässt  sich  auf  die  Variable  y  an- 
wenden, wodurch  die  höheren  partiellen  Differentialquotienten 
in  Bezug  auf  y  zu  Stande  kommen: 

dy^'       dy^'  '  '  *  dy^' 
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Bei  einer  Function  yon  mehr  als  zwei  Variablen  treten 
weitere  Reihen  derart  gebildeter  höherer  partieller  Differential* 
qnotienten  anf. 

5L  Nachdem  das  Resultat  der  partiellen  Differentiation 
Yon  B  =»  f{x^  y)  nach  x  im  allgemeinen  wieder  eine  Function 
yon  Xy  y  ist,  die  wir  in  der  nun  folgenden  Untersuchung 
mit  fi{Xy  y)  bezeichnen  wollen,  so  dass 

so  kann  auf  dasselbe  ein  zweitesmal  die  partielle  Differen- 
tiation in  Bezug  auf  y  angewendet  werden;  das  Ergebnis  der- 
selben bezeichnen  wir  als  0teeUen  partiellen  IHffereniidlquaHetUen 
in  Besag  auf  x  und  y  und  schreiben  es  in  einer  der  Formen 

hi\P^,y)—      ^y       —  dxdy 
Andererseits  ist  auch  der  partielle  Differentialquotient  nach  y 

eine  Function  beider  Yariabeln  und  kann  als  solche  in  Bezug 
auf  X  differentiirt  werden,  wodurch  der  eweüe  parHeUe  Diffe- 
rentidlquotient  in  Besug  awf  y  und  x  entsteht: 

hA^yy)—      ^aj  dydx 

Es  ist  jetzt  unsere  Aufgabe,  die  Beziehung  dieser  zwei 
zweiten  Differentialquotienten,  welche  sich  formell  durch  die 
Reihenfolge  der  Operationen  unterscheiden,  durch  die  sie  aus 
der  ursprünglichen  Function  abgeleitet  sind,  f&r  eine  Stelle 
x/y  des  Gebietes  P  zu  untersuchen. 

Wir  setzen  voraus,  dass  auch  die  Stellen  a?-|-Ä/y,  ic/y  +  i, 
X  ~^-  h/y  -^-h  dem  Bereiche  P  angehören.  Auf  Grund  des 
Mittelwertsatzes  (87)  ist 

f{x  +  h,y)-f{x,y)  =  hf,{x  +  eh,yy,     (0<e<l). 

Ersetzt  man  hier  y  durch  y  -|-  I?,  so  wird 

fix  +  Ä,  y  +  *)  -  fix,  y  +  *)  =  hf,(x  +  eÄ,  y  +  i); 
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durch  Subtraction  der  ersten  Gleichung  von  der  zweiten  er- 
gibt sich 

f(x  +  h,y-\-Jc)-f(x,y  +  1c)-f{x  +  h,y)  +  f{x,  y) 
=  h [f,{x  +  GA,  y  +  *)  -  f,{x  +  9h,  y)] 

und  weiter,  wenn  man  auf  die  Differenz  rechts  den  Mittelwert- 
satz anwendet, 

(1)  f(x  +  h,y  +  k)-f(x,y  +  k)-f{x  +  h,y)+fix,y) 

=  **^«(a?+eÄ,  y+e'Ä),        (0<e'<i). 

Unter   neuerlicher  Anwendung    des  Mittelwertsatzes    er- 
hält man 

fix,  y  +  *)  -  fix,  y)  =  hf.ix,  y  +  e"i),     (0  <  e"<  1) 
und  wenn  man  diesen  Ansatz  mit  x  -\-h  wiederholt, 

fix  +  h,y  +  k)-fix  +  h,  y)  =  kf.ix  +  Ä,  y  +  9"*); 
durch  Subtraction   der  ersten  Gleichung  von  der  zweiten  er- 
gibt sich 

fix  +  Ä,  y  +  *)-/•(«  +  h,  y)-fix,  y  +  k)  +  fix,  y) 

=  KfA^  +  Ky  +  e"*)  -  f,ix,  y  +  e"Ä)], 

nochmalige  Anwendung  des  Mittelwertsatzes  auf  der  rechten 
Seite  gibt   schliesslich 

(2)  fix  +  h,y  +  k)-fix  +  h,y)-fix,y  +  k)+fix,y) 

=  **/ii(«  +  e"'Ä,  y  +  e"fc),     (0  <  e"'<  i). 

Aus  der  Yergleichong  von  (1)  und  (2)  geht  hervor,  dass 
es  positive  echte  Brflche  0,  6',  9",  9"'  giht  derart,  dass 
/•«(«  +  eÄ,  y  +  9'*)  =  f,,ix  +  9"'Ä,  y  +  0"*); 

sind  nun  fuix^y),  f%i{x^y)  an  der  Stelle  x/y  stetige  Func- 
tionen von  Xy  y,  so  fahrt  die  letzte  Gleichung  für  gegen  +0 
convergirende  Ä,  Ä  zu 

in  andern  Zeichen 

^  ^  dxdy        dydx 

Existiren  also  an   der  Stdie   x/y   und  in   der  durch   die 
Intervalle    {x  —  ä,  x  +  h),  (y  —  Ä;,  y  +  *)    geJcennzeichneten 

Umgdmng    dieser    SteUe    die    DifferentialquotiefUen    g^,    ^, 
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X— ^,  g  g  ,  und  sind  die  beiden  letzteren  an  der  genannten 
Stelle  stetige  Functionen  von  x,  y,  so  ist  an  dieser  Stelle 

dxdy        dydx' 

Erfüllt  die  Function  f{Xy  y)  in  üirein  ganzen  Gebiete  die 
angefiilirten  Bedingungen^  so  findet  die  Gleichung  (3)  an  jeder 
Stelle  statt.  Der  Inhalt  dieser  Gleichung  lasst  sich  dahin  for- 
muliren^  dass  das  BesuUat  der  successiven  Differentiation  einer 
Function  nach  zwei  verschiedenen  Variabein  von  der  Beihenr 
folge,  in  welcher  man  die  beiden  Differentiationen  amführty  nidvt 
abhängt. 

Diese  wichtige  Thatsache  lässt  sich  nun  auch  auf  mehr 
als  zwei  Differentiationen  und  auch  auf  mehr  als  zwei  Variable 
ausdehnen.  Soll  die  Function  z  =»  f{Xy  y)  zweimal  in  Bezug 
auf  X  und  einmal  in  Bezug  auf  y  differentürt  werden^  so  zeigt 
das  für  die  Multiplication  dreier  Factoren  giltige  Schema 

xxy  =  x(xy)  =  x{yx)  =  (xy)x  =  {yx)x  =  yxx, 

in  welchem  immer  nur  zwei  aufeinanderfolgende  Buchstaben 
vertauscht  worden  sind^  dass  es  gleichgiltig  ist,  ob  man  die 
Differentiationen  in  der  Ordnung  xxy  oder  yxx  ausfährt;  man 
bezeichnet  daher  den  betreffenden  Differentialquotienten  mit 

dx^dy     } 

Wäre  die  Function  u=  f{Xj  y,  z)  w-mal  in  Bezug  auf  x, 
n-mal  in  Bezug  auf  y  und  |>-mal  in  Bezug  auf  z  zu  differen- 
tiiren,  so  darf  man  diese  w  +  w+i>  Differentiationen  in 
beliebiger  Reihenfolge  zur  Ausführung  bringen;  ihr  Resultat 
drückt  man  durch  das  Symbol 


daf^dy^'ds^ 
aus. 


Durch  den  Umstand,  dass  die  Reihenfolge  mehrerer  Diffe- 


*)  Zur  Bezeichnung  der  höheren   partiellen  Differentialquotienten 
von  f{x,  y)  sind  auch  die  Zeichen 

/"      /"       /" .     /'"      /'" 

'oj*'     '«y»     'y*'      'X*  '     '«"y»  *  *  " 
gebräuchlich. 
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rentiationen  nach  yerschiedenen  Variabeln  keinen  Einfluss  auf 
das  Endergebnis  übt,  yermindert  sich  die  Anzahl  der  von  ein- 
ander yerschiedenen  DifiPerentialquotienten  einer  bestimmten 
Ordnung  gegenüber  derjenigen,  welche  statthatte,  wenn  die 
Reihenfolge  yon  Einfluss  wäre.  Im  letztgedachten  Falle  hätte 
man  nämlich  bei  einer  Function  yon  n  Variabeln 

nr 
DifFerentialquotienten    r-ter    Ordnung    zu    unterscheiden    ent- 
sprechend der  Anzahl  der  Variationen  mit  Wiederholung  yon 
n  Elementen  in  der  r-ten  Glasse;    wogegen  sich  die  Zahl  in 

Wirklichkeit  auf 

n(n  +  l)--.(n  +  r-l) 
1  .  2  ■  .  .  r 

stellt,  entsprechend  der  Anzahl  der  Combinationen  mit  Wieder- 
holung yon  n  Elementen  in  der  r-ten  Glasse. 

52.    Die  Bildung  der   höheren  partiellen  Differentialquo- 
tienten|werden  die  folgenden  Beispiele  zur  Genüge  darthun. 
i^     1)  Die  rationale  ganze  Function  dritten  Gh»des 

fix,  y)  =  ax^  +  Zßa^y  +  ^yxy^  +  df 
ergibt  bei  einmaliger  Differentiation 

g  =  ^ax*  +  Qßxy  +  3yy» 

bei  zweimaliger  Differentiation 

^y.   =Qax+%ßy 

wobei  man  unmittelbar  erkennt,  dass  sich  für  ^    o     &us  -^ 

'  dxdy  ox 

und  aus  J-  ein  und  derselbe  Wert  ergibt;  bei  dreimaliger 
Differentiation  entstehen 
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und   wieder   zeigt   es    sich,   dass  jeder   der  beiden   mittleren 
Differentialquotienten  aus  der  yorangehenden  Ghiippe  auf  zwei 
Arten  übereinstimmend  erhalten  wird.    Alle  höheren  Differen- 
tialquotienten haben  den  Wert  Null. 
2)  Die  Function 

jßf  =  arc  to  -^ 
^  x 

ist  för  aUe  Wertverbindungen  mit  Ausnahme  von  0/0  definirt. 
Mit  Ausschluss  dieser  Stelle  hat  man 


ds 

^ 

i* 

y    , 

dt 

dx 

weiter 

'+S" 

«•  +  y'' 

dy 

und 

= 

2a!y 

dy* 

1 

X 

a; 

1 

4.  y*  "*• 

2«y 

+  y" 

(aj'  +  yV 

y' 

-X* 

+  y')' 

y' 

-X* 

d*z  ^      a?»  +  y*  — 2y' 
aa;ay  (Ä'  +  y*)' 

d^z    ^      a;«  +  y*  —  2a;« 

dydx  ~  (x*  +  yy      "~  (a;*  +  y  V 

also  thatsachlich   ^    ^    =  ö— ^-  • 
oxdy       dydx 

58.    In  46  ist  für   den  totalen  Differentialquotienten   in 

der  Richtung  ^(y,  ii)  einer  Function  ;?  ==^f{Xy  y),  welche  an 

der  Stelle  x/y  die  beiden  ersten  partiellen  Differentialquotienten 

zulässt^  der  Ausdruck 

dz       dz  I    ^*         I 

gefunden  worden;  die  Bildungsweise  desselben  spricht  sich 
darin  aus,  dass  man  die  partiellen  Differentialquotienten  mit 
den  zugeordneten  Richtungscosinussen  zu  multipliciren  und  die 
Producte  zu  addiren  hat. 

Sofern  nun  die  Function  0  an  der  Stelle  x/y  auch  alle 
partiellen  Differentialquotienten  2.,  3., . . .  »-ter  Ordnung  zu- 
l&sst^  besitzt  sie  auch  höhere  totale  Differentialquotienten  in 
der  Richtung  8'^  der  zweite  totale  Differentialquotient  ist 

dz  dz 

d*z       ^ds  ,   ^d8 
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folirt  man  aber  die  rechts  angedeuteten  Di£Perentiationen  aus, 

wobei   zu   beachten   ist^   dass   cos  9^  cos^   constant   sind^   so 

findet  sich 

^dz 

tragt  man  dies  in  den  obigen  Ausdruck  ein,   so  ergibt  sich 

mit  Rücksicht  auf  51,  (3) 

...  d*z       d*z       «       ,    ^    d*ji  ,    ,    d*z       «  . 

W  d?  =  ä5~«  ^^^  9^  +  2^^^  cos<)p  cos^  +  ^.  cos^t^. 

Durch  Multiplication  dieses  Differentialquotienten  mit  ds^ 
erhält  man  das  zweite  totale  Differentiaiy  welches  mit  Rücksicht 
darauf,  dass  laut  46 

d^  cos  9  =  dx,        ds  cos  i[f  =  dy 
ist,  folgendermassen  sich  gestaltet: 

(5)  d^z  =  ';j;,da^  +  2-^^^^dxdy+';^,dy». 

Seine  Bildungsweise  hat  so  yiel  Analogie  mit  dem  Quadrat 
eines  bestinunten  Binoms,  dass  man  sich  zur  Abkürzung  der 
symbolischen  Schreibweise 

(5*)  <P.=  (^|da:+^dy)% 

bedienen  kann;  nach  ausgeführter  Quadrirung  lautet  beispiels- 

weise  das  erste  Glied  ö-i  dx^  und  geht  bei  der  symbolischen 

Multiplication  mit  e  in  o—s  dx^y  d.  h.  thatsächlich  in  das  erste 
von  (5)  über  u.  s.  w. 

Aus  (4)  ergibt  sich  zunächst  wieder 
^d*z  ^d*z 


dH       "d«» .      ds' 

femer  ist 
,d^z 


5i^--ä^^^«»^  +  -är^^'*5 


-^-     ^3    C08>  +  2g^^^-COS9COS*  +  ^,-g^COS«^ 
-ä]r  =  äS^^^'9'+2    g^^^     C0S9C08*+      gp     cosV, 
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mithin  auf  Grund  der  Ergebnisse  in  51 

(^)  3?  =  ä^3  ^^^  9^  +  3^^r^  co8>  cos* 

Durch  Multiplication  mit  el^'  entsteht  das  dritte  totale 
Differential 

(7)   ^.^'^^da^  +  s^^d^dy  +  S^^dxdy'+'^^do^, 
wofür  wieder  sjrmbolisch  geschrieben  werden  kann 

(7*)  .  ^^-üi^^  +  ry^yT"- 

Die  Richtung,  f&r  welche  das  totale  Differential  gilt^  ist  jedes- 
mal bestimmt  durch 

dx  dv 

,    , s=-.  ^  cos q>y        7-7===i  ^  cos*. 

Durch  Yollsl&ndige  Induction  kann  das  Bildnngsgesetz  des 
n-ten  totalen  Differentialquotienten  und  des  n-ten  totalen 
Differentials  erschlossen  werden.    Wäre  nämlich  bekannt,  dass 

_-  — cos>  +  g^^^-cos«    ^<pC08* 

+  (;)  ^/-!^^y,cos--VeosV+-+gco8-*; 
so  folgte  aus  dem  eben  entwickelten  Vorgange 

är^^z     [d'^^z     , 

_. ,  =    — rzrcos^op 

4- 1   ) co8*^op cos*  +  Li  — -— ; —  cos*  *op  cos**  +  . .  . 


dxdfT  J 


+     COS*€P  +  U J COS*~^  OP  COS  *  4- 
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und  mit  Rücksicht  auf  die  Eigenschaft  (    ^j) +  ()=*(  T  ) 
der  Binominalcoefficienten 

d.  h.  es  bestände  dasselbe  Bildungsgesetz  auch  fOr         .^;  da 

es  f&r  n  «»  2^  3  direct  bewiesen  worden^  so  gilt  allgemein  f&r 
den  ra-ten  totalen  Differentialquotienten  der  Ausdruck 

und  f&r  das  ra-te  totale  Differential  der  Ausdruck 

(9)  d-.  =  (^da;  +  ^dy)%. 

Die  Ausdehnung  auf  Functionen  von  mehr  als  zwei  Varia- 
beln  unterliegt  nach  dem  Yorgef&hrten  keiner  Schwierigkeit 
und  ergibt  ein  analoges  Resultat,  so  fQr  u  «=  f(x,  y,  0) 

^=1^C0S()P  +  ^C0S^+^C08X)U 

d-w  =  (^rfo;  +  1^  rfy +  ^  d[^)\. 

Auf  Grund  der  in  52  gefundenen  Resultate  hat  beispiels- 
weise die  Function 

0^ax^  +  Sßa^y  +  3yxy^  +  df 
das  zweite  und  dritte  totale  Differential 
cPz  _  Q{ax  +  ßy)dx'  +  12(/Sa;  +  yy)dxdy  +  6{yx  +  dy)dy' 
cPjs  =  6{ada^  +  Sßdx^dy  +  Sydxdy^  +  drfy»}, 

und  die  Function 

jgr  SB  arc  tg  — 

das  zweite  totale  Differential 

^^  ^  o  xyjdx*  —  dy*)  ~  (g*  —  y^dxdy 
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§  3.    Differentiation  BUflammengesetster  und  impliciter 
Functionen. 

54.  Es  seien  u,  v^ . , .  eindeutige  und  stetige  Functionen 
von  a;;  y  =  f(u,  v, . . .)  eine  eindeutige  stetige  Function  von 
ti^  t?^ .  . .;  dann  ist  y  auch  eindeutige  stetige  Function  von  x 
und  wird  eine  msammengesetete  FimcHon  von  x  genannt. 

TJm  ihren  Differentialquotienten  in  Bezug  auf  x  zu  be- 
stimmen^ gehe  man  von  einem  Werte  x  aus  und  ertheile  dem- 
selben eine  Änderung  zfx]  dadurch  ändern  sich  auch  die  zu  x  ge- 
hörigen Werte  von  w,  v, . . .  um  z^w,  z^t>, . . .  und  der  zu  diesen 
Werten  u,  v, . . .  gehörige  Wert  von  y  um  ^y;  auf  Grund  der 
gemachten  Voraussetzungen  convergiren  mit  ^x  zugleich  auch 
jdUyJVj,.,  imd  Jy  g^en  den  Gh-enzwert  NuU.  Nun  besteht 
zwischen  JUj  JVy . . .  und  Jy  die  Beziehung 

^y  =  f{^  +  ^w,  V  +  ^v, . . .)  —  f{^j  f^7 ' '  05 

die  rechtsstehende  totale  Differenz  unterscheidet  sich  von  dem 
totalen  Differential  —  und  ein  solches  ist  vorhanden^  wenn 
f(u,  «,...)  an  der  betrachteten  Stelle  partielle  Differential- 
quotienten nach  tt,  v, . . .  besitzt  —  um  Grössen  höherer  Klein- 
heitsordnung als  ^u,  JVy . .  .y  sodass 

wobei  fi,  fj, . . .  Grössen  bedeuten,  welche  mit  z^u, z/t>, . . .  zugleich 
gegen  Null  convergiren.  Die  Änderungen  z^m,  z/v,  . . .  von  m,  v, . . . 
ihrerseits  unterscheiden  sich  von  den  betreffenden  Differentialen 
—  und  solche  sind  vorhanden,  wenn  u,  «?, . . .  an  der  Stelle  x 
bestimmte  Differentialquotienten  besitzen  —  um  Grössen  höherer 
Eleinheitsordnung  als  JXy  so  dass 

Ju  =  ^Jx  +  ri^Jx 


dx 


wenn  unter  i^i,  %  . .  •  mit  Jx  gleichzeitig  gegen  Null  conver- 
girende  Grössen  verstanden  werden.  Wird  dies  in  die  voran- 
gehende Gleichung  eingetragen,  so  kommt 
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tma 

^_dfdudfdv,  ,   („  iL  _i_  „  ^f  j_       \ 

Jx~^  dx"^  dv  dx'^  r  V*»  au  "•"  ''«  dv  "l         / 

convergirt  nun  ^o;  gegen  den  Grenzwert  Null,  so  nähern  sich 
die  in  Klammem  eingeschlossenen  Theile  der  rechten  Seite 
auch  dieser  Grenze  ^  in  Folge  dessen  ist 

/^\  ^  =  ^^j.^^j 

^  ^  dx       du  dx"^  dv  dx* 

Durch  Multiplication  mit  dx  ergibt  sich  daraus  das  Differential 
Ton  y^  nämlich 

(2)  dy^l^du  +  l^dv  +  .... 

Der  DifferenHcUquctieni  der  ausammengesetgten  Function  taird 
also  geftmden^  indem  man  ihre  partiellen  DifferentialquaKenten 
in  Bemg  auf  u,  v, . , .  mit  den  entsprechenden  Differential- 
quatienten  von  u,  v^ , . ,  in  Begug  awf  x  muUipUcirt  ufui  die 
Produde  addirt;  das  Differenticd  gestaltet  sich  ebenso,  als  ob 
u,  V, . . .  unabhängige  Variable  wären. 

Bevor  wir  zu  weiteren  Ausführungen  schreiten,  sei  be- 
merkt,  dass  die  Formel  (1)  bereits  anderweitig  abgeleitete 
Resultate  als  specielle  Falle  enthält.  So  Fällt  ihr  Inhalt  bei 
Beschränkung  auf  das  erste  Glied  der  rechten  Seite  mit  dem 
Satze  28,  (15)  zusammen.  Ist  femer  y  =  f(^^  v,  w, , . .) 
=  uvWj . . .,  also 

df  df  df 

du  dv  cto  ' 

so  gibt  (1) 

diuvw    •  •)        du  .       dv  ,  dto  , 

eine  in  25  bereits  abgeleitete  Formel.     Wenn  weiter 
y  =  f(^>v)^u% 

so  ist  1^  =  VM^-S       1^  =  M«'  Z.  M, 

du  '       ov  ' 
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daher  ^y  m^%  du   .     ^ ,      dv 

dx  dx    '  dx 


(  u 


du    .    j      dv \ 


u  dx    ^  dx) ' 

diese  Formel  ist  am  Schlüsse  yon  81  bereits  entwickelt. 

Um  zu  den  höheren  Differentialquotienten  und  Differen- 
tialen von  y  zu  gelangen^  hat  man  die  Formel  (1)  neuerdings 
in  Bezug  auf  x  zu  differentiiren  und  dabei   zu  beachten,  dass 

■K-y  ^^•'*  wieder  zusammengesetzte  Functionen   und  daher 

in  derselben  Weise  zu  behandeln  sind  wie  f  selbst;  es  ist 
daher 

d'y^/avdu  ,   ay  dv  .     wu     /  ay  du  .  ay  dv  .    wt>' . 

da*       Vai**  daj   '  ai*ai;  da;  "'"     /  da:   •"Va^ai*  da:  '  a»*  da;   '       /dx* 
i(fd*u.    dfd^, 
^rü  dx*^  dvdx*'^        ' 

der  in  der  ersten  Zeile  angesetzte  Theil  rührt  von  der  Diffe- 
rentiation der  ersten  Factoren  der  rechten  Seite  in  (1)  her, 
der  in  der  zweiten  Zeile  von  der  Differentiation  der  zweiten 
Factoren.    Nach  vollzogener  Reduction  (51)  ergibt  sich 

^^^      dx*  ~  du*  \dx)  "T"  ^  ät*  a«  dx  dx  "T"  dv*  \dxJ  "T"  '  '  ' 

"^  du  dx*  '^  dv  dx*"^ 
und  daraus  durch  Multiplication  mit  dx^  das  zweite  Differential 

(4)  d»y  =  gdu«+2g|'4rf«rft,+  gd««  +  ... 

Der  erste  Haupttheil  würde  das  zweite  totale  Differential  in 
dem  Falle  darstellen,  wenn  u,  t?,...  unabhängige  Variable 
wären  (58,  (5));  der  zweite  Haupttheil  verdankt  also  seine 
Entstehung  dem  Umstände,  dass  Uy  v, . , .  Functionen  einer 
weiteren  Variabein  sind. 

Das  Aufsteigen  zu  höheren  Differentialquotienten  bedarf 
keiner  Erläuterung  mehr. 

55.  Die  Formel  (1)  soll  dazu  benützt  werden,  um  einen 
wichtigen  Satz  der  Analysis  zu  erweisen,  der  eine  besondere 
Gattung  von  Functionen  betrifft  und  Euler's  Namen  führt. 

Gsuber,  Vorlemogen.  L  8 
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Man  versteht  unter  einer  homogenen  FtmcHon  n-ten  Grades 
mehrerer  Yariabeln  x^y^Zy..,  eine  solche  Function  f=  f{Xj  y,  ^, . . .), 
welche  die  Eigenschaft  besitzt^  dass 

(5)  f{tx,ty,tg,...)^1^f{x,y,z,..), 

wobei  t  jede  beliebige  von  Null  verschiedene  endliche  Zahl 

bedeuten  kann. 

Solcher  Art  sind  beispielsweise  die  Functionen 

q>{x,  y)  =  Oiia?*  +  2a^^xy  +  c^y« 

M>{x,y)  =  Vi  +  y^ 

X(a;,y)  =  arctg-|- 

nnd  zwar  die  erste  vom  Grade  2,  die  zweite  vom  Grade  y?  ^® 
dritte  vom  Grade  0. 

Betrachtet  man  in  der  Gleichung  (5)  t  allein  als  variabel^ 
setzt  vorübergehend 

^a?  =  u,      ty^^Vy      t0  =  w,... 
und  differentiirt  beide  Theile  in  Bezug  auf  ty  so  hat  man  links 
die  Formel  (1)  zur  Anwendung  zu  bringen  und  erhalt  so 

df(u,v,w,  ,..)du    ,    df{u,v,w,..,)  dv    .    df(u,  v,  w, . . .)  dw    , 
du  dt  '^  dv  dt'^  dw  d«    ' 

.  .     1        du  dv  dw  1       .   , 

nun  ist  aber  -jr  =  ^j    'dt^^^>    "5i  ^^  ^' "  * '  ^^  man, 

nachdem  dies  eingetragen  worden  ist,  <  ==  1,  wodurch  u  =  Xy 
V  =  yy  w  =  0  wird,  so  kommt 

(6)  i-  +  liy  +  f^  +  ---=«/-- 

Midtiplicirt  man  also  die  partiellen  Differentialquotienten 
einer  homogenen  Function  nach  den  einzelnen  Variahein  mü 
diesen  Variabein  selbsty  so  ist  die  Summe  der  so  gebildeten  Pro- 
dude  die  mit  dem  Homogenitätsgrade  vervidfackte  Function. 

In  den  oben  zusammengestellten  Beispielen  hat  man 

gj  =  2a„a;  +  2o„y,      gj  =  2o„a;  +  2a„y, 


dann 


|l^  +  |fy  =  2ai,««  +  4a,,xy  +  2a„y»  =  29,; 
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dx        2yx       dy        2yy'        dx  dy  2  2      ' 

endlich  (52,  (2)) 

a«""  a;*+y*'  ay~i*  +  y*'  "a^-^  "T"  a^y  —  ^^^'^- 
öö.  Die  Hilfsmittel  der  Differentiation  von  Functionen 
einer  und  mehrerer  Variabehi,  soweit  sie  bisher  entwickelt 
worden  sind,  bedürfen  noch  einer  wichtigen  Ergänzung.  Sie 
reichen  zumUshst  nur  dann  aus,  wenn  die  betreffende  Function 
durch  einen  Ausdruck  dargestellt  ist,  in  welchem  die  Variabeln 
unter  einander  und  mit  constanten  Grossen  durch  eine  end- 
liche Folge  der  bekannten  elementaren,  algebraischen  wie 
transcendenten,  Operationen  verbunden  sind;  man  sagt  in  solchem 
Falle,  die  Function  sei  explicite  und  in  endlicher  Form  gegeben. 
Es  wird  sich  nun  darum  handeln,  die  Differentiation  auch  dann 
zu  vollziehen,  wenn  die  Function  mit  den  Variabein  durch 
eine  Gleichung  verbunden  erscheint,  welche  nicht  die  eben 
gedachte  Form  hat,  mit  andern  Worten,  wenn  die  Function 
impUcite  gegeben  ist. 

Es  gibt  allerdings  Fälle,  wo  man  die  zweite  Form  auf 
die  erste  durch  Auflösung  der  Gleichung  zurückfahren  kann; 
aber  nicht  immer  ist  es  vortheilhaft,  diesen  Weg  einzuschlagen. 
Angenonmien,  f(Xf  y)  sei  eine  in  dem  Gebiete  P  stetige 
Function  und  besitze  dort  stetige  partielle  Differentialquotienten 
in  Bezug  auf  x  und  y,  von  welchen  der  letztere  an  keiner 
Stelle  verschwindet;  femer  erlange  f(Xy  y)  im  Gebiete  P  den 
Wert  c,  jedoch  nicht  an  einer  oder  mehreren  einzelnen  Stellen, 
sondern  für  alle  Wertverbindungen  ic/y,  welche  den  Punkten 
einer  das  Gebiet  durchziehenden  Gurve  entsprechen;  dann  ist 
durch  die  Gleichung 

(7)        '  A*,y)  =  c 

y  implicite  als  stetige  Function  von  x  definirt,  und  zwar  für 
ein  gewisses  Intervall  (a,  ß)  von  x.  Ware  y^=q)(x)  diese 
Function  in  expliciter  Form,  so  müsste  die  Einsetzung  von 
(p(x)  an  Stelle  von  y  die  Gleichung  (7)  identisch,  d.  i.  fttr 
jeden  Wert  von  x  aus  (a,  ß)  erfüllen. 

In  diesem  Sinne  ist  die  linke  Seite  von  (7)  als  zusammen- 

8* 
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gesetzte  Function  yon  x  anzusehen^  und  ihr  Differentialquotient 

ist  einerseits  nach  64^  (1) 

df_dx,d£dy^ 
dx  dx    '    dy  dx^ 

andererseits  hat  er  den  Wert  Null,  weil  die  Function  constant 

dx 
ist;  mithin  ist,  da  j- =  1/ 


(8)      . 

und  daraus  ergibt  sich 


^^r.      «      ^y    dx 


^1 

dx 


(9) 


dl 

dy dx 

dx~        dl'     ' 
dy 
was   nach   den  gemachten  Voraussetzungen  immer  einen  be- 
stimmten Wert  darstellt;  die  Voraussetzung,  dass  der  partielle 

Differentialquotient  J-  nicht  Null  ist,  braucht  nur  von  solchen 

Wertverbindungen  eingehalten  zu  werden,  welche  der  Gleichung 

(7)  genügen. 

Auch  aus  dem  Begriffe  des  totalen  Differentialquotienten 

einer  Function  zweier  Variabein  lasst  sich  das  obige  Resultat 

ableiten.  Ist  KL,  Fig.  14,  die 
Curve,  ^gs  welcher  die  Gleichung 
(7)  gilt,  M  ein  Punkt  derselben, 
zur  Wertverbindung  x/y  gehörig, 
Jfi  ein  anderer  Punkt  a?-f-Ä/y+*7 
so  ist  der  Differenzenquotient 

fix  +  ft,  y  +  fe)  -  f{x,  y) 
de 

gleich  Null  und  bleibt  es,  wenn 
sich  j9f^  statt  in  der  Richtung 
M(8)  längs  KL  dexa  Punkte  M  nähert;  dabei  nähert  sich 
die  Richtung  M(8)  der  Richtung  M(T)  der  Tangente  an  KL 
im  Punkte  Jf ,  folglich  ist  auch 


df        df 


df 


^=;^COS9  +  ^COS^  =  0 


ds 


dx 


dy 


wo  9,  ^  die  Winkel  der  Tangente  mit  M{X)  und  M{Y)  be- 
zeichnen; da  nun 
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^  =s    lim   T-^j^^ 

so  fallt  die  yoranstehende  Gleichung  mit  der  Gleichung  (8) 
zusammen. 

Die  Gleichung  (8)  bezeichnen  wir  als  das  Ergebnis  der 
Differentiation  der  Gleichung  (7)  in  Bezug  auf  X]  sie  wird 
gebildet,  indem  man  die  linke  Seite  von  (7)  zuerst  partiell 
nach  X  differentiirt,  dann  den  partiellen  Differentialquotienten 
nach  y  mit  dem  Differentialquotienten  yon  y  nach  x  multipli- 
.cirt  und  die  Summe  beider  Ausdrücke  gleich  Null  setzt. 

Wendet  man  die  gleiche  Begel  auf  die  Gleichung  (8)  an, 
so  ergibt  sich  xmter  Voraussetzung  der  Existenz  der  zweiten 
partiellen  Differentialquotienten  von  f(Xj  y) 

dx*   '    dxdy  dx  "^  dx  dx*    '    Ldxdy    '"  dy*  dxJdx 
oder,  wenn  man  die  mögliche  Beduction  ausführt, 

d*v 
aus  welcher  Gleichung  sich  eine  Bestimmung  für  ^  ergibt, 

nachdem  man  für  ^  den  Wert  (9)  eingesetzt  hat. 

Behufs  Ermittelung  des  dritten  Differentialquotienten  -^^ 

(mX 

müsste  die  Gleichung  (10)  abermals  in  Bezug  auf  x  differentiirt 
werden  u.  s.  w. 

Ist  durch  die  Gleichung  (7)  y  als  mehrdeutige  Function 
definirt,  so  setzen  wir  voraus,  dass  die  Werte  von  y  nach  dem 
Gesetze  der  Stetigkeit  in  Zweige  gesondert  sind,  d.  h.  so,  dass 
y  mit  X  stetig  sich  ändert  (lO).  Die  obige  Rechnung  erledigt 
die  Frage  nach  den  Differentialquotienten  von  y  für  alle  Zweige 
zugleich;  die  Trennung  der  Zweige  erfolgt  erst  dann,  weim 
eine  bestimmte  Stelle  ins  Auge  gefasst  wird,  insofern  dieselbe 
dann  auch  einem  bestimmten  Zweige  angehören  muss. 

57.  Die  folgenden  Beispiele  dienen  zur  Erläuterung  des 
Vorgeführten. 

1)  Durch  die  Gleichung 

^'  +  -2^*  _  1  =  0 
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ist  y  als  zweideutige  stetige  Function  von  x  in  dem  Intervalle 
( — a,  +a)  gegeben;  die  explicite  Darstellung  lautet 


und   lasst   zwischen    einem    positiven    und    negativen   Zweige 
unterscheiden.     In  dieser  Form  ergibt  sich 


yä^ 


, —        hx // —  h f/g*  —  X* —        ah 

wobei  die  oberen  Zeichen  jedesmal  dem  positiven^  die  unteren 
dem  negativen  Zweige  entsprechen. 

Bewirkt  man  die  Differentiation  in  impliciter  Form,   so 
ist  zuerst  ^         -. 

und  nach  nochmaliger  Differentiation 

aus  der  ersten  Gleichung  folgt 

,  h^x 

aus   der  zweiten  nach  Einsetzung  dieses  Wertes  bei  Berück- 
sichtigung der  gegebenen  Gleichung 

6* 


f- 


a'y' 


Die  Wertverbindungen  +  a/0  sollten  ausgeschlossen  werden, 
weil  für  dieselben  der  partielle  Differentialquotient  der  linken 
Seite  der  vorgelegten  Gleichung  nach  y,  d.  i.  -^,  verschwindet; 
indessen  zeigen  beide  Formen  der  Rechnung,  dass  für 
lim  X  =  ^a  und  lim  y  =  0  y  sowohl  als  y"  unendlich  wird. 
2)  Die  Gleichung 

x^  —  3axy  +  y»  =  0        (a>  0) 
bestimmt  y  im  Allgemeinen  als  dreideutige  Function  von  x: 
8  , 
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aber  nur,  wenn  die  Discriminante  -7-  (^  —  ^^^)  ^^^gativ  ist, 
sind  alle  drei  Bestimmungen  reell,  und  dies  findet  in  dem 
Intervall  (O,  -j-^Va)  statt;  ausserhalb  desselben,  d.  i.  in  den 
Intervallen  ( — 00,  0)  und  (al/4,  +00),  ist  nur  einer  von  den 
drei  Werten  reell,  verhalt  sich  die  Function  also  wie  eine 
eindeutige. 

Einmalige  Differentiation   der  vorgelegten  Gleichung  gibt 
x*—ay  —  (ax  —  y^)}/-=  0, 
zweimalige  Differentiation 

2x  —  a^-  (a  —  2yy')y-  {ax  -  y^)y'=  0; 
aus  dem  ersten  Resultate  folgt 

^        ax — y* 
aus  dem  zweiten,  wenn  man  diesen  Wert  f&r  y   einsetzt  und 
die  ursprünglich  gegebene  Gleichung  berücksichtigt, 

//__     2o'a;y 

^  ~  {ax  —  y^^' 

Hier  muss  jedoch  ein  Wertepaar  von  a?,  y,  nämlich  a?  =  0, 
y  =  0,  ausgeschlossen  werden,  weil  für  dasselbe  der  partielle 
Differentialquotient  der  linken  Seite  der  vorgelegten  Gleichung 
in  Bezug  auf  y,  —  3aa;  +  3y*,  verschwindet;  dieses  Wertepaar 
macht  sich  auch  schon  durch  den  umstand  bemerkbar,  dass 
bei  demselben  die  Scheidung  der  eindeutigen  Function  von 
der  dreideutigen  eintritt. 

3)  Durch  die  Gleichung 

a  cos*aj  +  h  cos*y  =  0 

ist  y  als  unendlich  vieldeutige  Function  von  x  definirt.  Mit 
Ausschluss  aller  Stellen  rr/y,  an  welchen  — 2  6  cos  y  sin  y 
=  —  &  sin  2y,  d.  i.  der  partielle  Differentialquotient  der  linken 
Seite  nach  y,  verschwindet,  gilt 

a  sin  2a;  +  6  sin  2y  ~  =  0 

2a  cos2a;  +  26  cos2y  -  (^)*+  h  sin2y  •  £^  =  0 

und  daraus  berechnet  sich,  wieder  mit  Rücksichtnahme  auf 
die  vorgelegte  Gleichung, 
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dx 
d}y 


a  sin  2x 


h  sin  23/ 

%a{a  -\-  h)  cos*  X  coß*  y 
&*Bin'2y 

58.  Wir  nehmen  den  in  54  behandelten  Fall  einer  zu- 
sammengesetzten Function  mit  folgender  Abänderung  wieder 
auf:  Es  seien  te,  v, . . .  gegebene  eindeutige  und  stetige  Func- 
tionen der  unabhängigen  Variabein  x^y\  sf  =  f{u,  *^;  •  •  •)  ^^^^ 
gegebene  eindeutige  und  stetige  Function  Ton  u^  t?, .  . .;  dann 
heisst  e  eine  zusammengesetzte  Function  von  x^  y  und  ist  auf 
demselben  Gebiete  dieser  Variabeln  eindeutig  und  stetig,  auf 
welchem  dies  von  m,  v, . . .  gilt. 

Wenn  man,  von  einer  Stelle  a?,  y  dieses  Gebietes  aus- 
gehend, X  allein  ändert,  so  können  die  in  54  durchgeführten 
Betrachtungen  Wort  für  Wort  auf  den  gegenwärtigen  Fall 
übertragen  werden  und  besteht  der  einzige  Unterschied  darin, 
dass  an  die  Stelle  der  gewöhnlichen  DifFerentialquotienten 
durchgehends  partielle  treten;  mithin  ergibt  sich  für  den 
partiellen  Differentialquotienten  von  0  nach  x  der  Ausdruck 
(54,  (D) 

^     ^  •  dx        du  dx  "^  dv  dx    *      '  ' 

In  gleicher  Weise  erhält  man 


(12) 


dz_^df_du.df_dv^, 
dy        du  dy    '    ^t;  ^y  "■ 


Daraus  leitet  sich   der  Differentialquotient  für  eine  Rich- 
tung 5(9,  ^)  und  das  totale  Differential  ab: 

dz        de  I    ^^  I         dfidu  ,   du         ,\    , 

Ts  =  di  ^^'^  +  ä7  ^^^*  =  ä;iläx^^«^  +  ä7^^«^)  + 


^du_    i     cf  dv    ■ 
du  da  "^  dv  ds    ' 


(14) 


U'-li{^,^'+'r,^>]+U{^^'+%^y)+- 


du         ^    dv         ' 


Diese  Formeln  zeigen,  dass  mit  u^  Vy. , ,  genau  so  zu  operiren 
ist,  als  ob  es  unabhängige  Variable  wären. 
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Sollen  die  zweiten  Differentialquotienten  von  z  bestimmt 
werden^  so  ist  zu  beachten^  dass  die  rechten  Seiten  der  61ei- 

chungen  (11),  (12)  in  «^>  T'^  '  ' '   ^^^^^^  zusammengesetzte 


Functionen  sind  und  in  -^-7  ^-j 

dx    ox 


du    dv 


Functionen 


von  X  und  y  aufweisen;  demzufolge  ist 


(15) 


dx^       \du^  dx'^  dudv  dx*"     J 


du 

dx 


.  f  gy  du     d'fdv 

•"  idudvdx'^  dv^dx"^ 

"•"  du  dx*  '^  dv  dx*'^  " 


Idx^ 


—  ^If  /^V-L  9JIL  ^«*  ^  I  ^v  (^Y  I 
~ du*\dx/  '^  ^dudvdxdx'^dv^xdxi  "T" 

,    dldju    idfd^. 
'^  dudx*'^  dv  dx*'^  ' 


in  gleicher  Weise  ergibt  sich  aus  (12) 
.(16) 


l 


(d^_d^  (duy.  o  ay  dudv^.d^  (^Y\ 

dy*~  du*\dy)  "^  ^dudvdy  dy  '^  dv*\dy/  "^ 


"+"  du  dy*  "T"  dv  dy*  "T" 


ebensowohl  aus  (11)  wie  aus  (12)  erhält  man 

d*z       d*f  du  du  ■     ay  I a^  ap   .  dv  du\   ■   ay  dv  dv    . 
'du*  dx  dy"^  dudvXdx  dy~^dx  ay  I   '   dv*  dx  dy  "^ 


(17) 


\dxdy 


,    df    a«u      .    df   6*v     . 
'  du  dxdy   •"  ät?  a^ay  '  * 


Die  Au&tellung  des  zweiten  totalen  Differentialquotienten 
und  Differentials  unterlassen  wir;  sie  würde  das  unter  (14) 
Bemerkte  bestätigen.  Auch  die  Ausdehnung  auf  mehr  als 
zwei  unabhängige  Variable  unterliegt  keiner  Schwierigkeit. 

Es  sei  beispielsweise  a^=f{-)]  setzt  man  ^=u,  so  ist 


du 

dx 


du 
dy 


d*u  _2y^      a^t  _  ^       d*u 
*~  x^^    dy*~^    dxdy'' 


dx 


infolge  dessen  hat  man  auf  Grund  von  (11),  (12),  (15)  —  (17) 
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^  =  —Ky.      ^i  =  ^Z .  Jl  . 

dx  du  X*'       dy        du'  X  ^ 

a^_aV3^,^    2y         ^_^    i 
dx*  ~  du*  x*~^  du'  x"^'       dy*  ~  du* '  x* ' 

d*z    ^       d*f  y        df  1 
dxdy  du*  x^        du  x*' 

Für  0  =f(ax  -}-by,  ax  —  ßy)  ergiebt  sich,  wenn  man 
ax  '\-})y  =  Uj  ax  —  ßy  =  v  setzt, 

dx  du    '       dv 

dy  du       ^  dv 

d*z  %d*f    ,    o         ^Y     ,      %d*f 

^0?"  öu'    '  dudv    ^         dv* 

ä?  -  *  aT'  -  ^ft^ä^Tä^  +  ^  a^ 

69.  Es  sei  f{x,  y,  0)  eine  in  dem  Gebiete  B  eindeutige 
und  stetige  Function  der  Variabein  rc,  y,  z^  welche  stetige 
partielle  Differentialquotienten  besitzt;  insbesondere  werde  von 

J-  vorausgesetzt,  dass  es  an  keiner  Stelle  von  2?  verschwindet. 

Die  Function  nehme  femer  innerhalb  des  Gebietes  den  Wert  c 
an,  aber  nicht  an  vereinzelten  Stellen,  sondern  an  einer  un- 
endlichen Menge  von  Stellen  xjyjz  derart,  dass  die  z  dieser 
Stellen  eine  eindeutige  stetige  Function  der  x^  y  bilden,  in 
geometrischer  Ausdrucksweise:  sie  nehme  den  Wert  c  längs 
einer  das  Gebiet  B  durchsetzenden  Fläche  an.  Dann  ist  durch 
die  Gleichung 

(18)  f{x,y,z)  =  c 

z  implicit  als  eindeutige  stetige  Function  von  Xy  y  definirt; 
wäre  IS  =  g)(x,  y)  die  explicite  Darstellung  dieser  Function,  so 
müsste  die  Einsetzung  von  <p(x,  y)  an  Stelle  von  z  die  Glei- 
chung (18)  identisch  befriedigen,  d.  h.  für  jede  Wertverbin- 
dung x/y  des  betreffenden  Gebietes  P. 

Sonach  erscheint  die  linke  Seite  von  (18)  als  zusammen- 
gesetzte Function  der  Yariabeln  ^,  y  und  hat  zufolge  (11) 
den  partiellen  Differentialquotienten 
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dx  dx  "T"  ay  a«  "*"  dz  dx 

in  Bezug  auf  x^  und  dieser  muss^  da  es  sich  um  eine  con- 
stante  Function  handelt,  Null  sein;   beachtet  man  noch,   dass 

^  =  1   und  ^  =  0  (weil  x  von  y  unabhängig  ist),  so  ent- 
steht die  Gleichung 

W  a^  +  KÄ-». 

aus  welcher 

W  r.—w-' 

dz 
in  gleicher  Weise  ergibt  sich,   wenn  man  nach  y  differentürt, 

und  daraus 

dz 

Die  Voraussetzung,  dass  J^-  nicht  verschwindet,  braucht  hier 

nur  för  solche  Wertverbindungen  x/y/z  erföllt  zu  sein,  welche 
der  Gleichung  (18)  genügen. 

Die  Gleichungen  (19),  (21)  sind  das  Resultat  der  par- 
tiellen DifPerentiation  von  (18)  in  Bezug  auf  x,  respective  y. 
Differentiirt  man  sie,  von  denselben  Grundsätzen  Gebrauch 
machend,  die  erste  wieder  nach  rr,  die  zweite  nach  y,  endlich 
die  erste  nach  y  oder  die  zweite  nach  x^  so  kommt  man  zu 
den  Gleichungen 


(23) 


dx*"^     dxdzdx'^'dz*\dx)  "^  dzdx^~ 

d'f  ,  o  ay  dz      d'f(dzy     dfd^z_^ 

dy^'^^dydzdy  "f"  dz^Xdyl  "T"  dzdy^~^ 

d*f    ,    gy  dz     d^f  dz  .  ay  dz  dz  .  df  d^z  ^  ^ 


vaa;ay  ~  ^0;^-?  dy~dydz  dx^dz*  dx  dy^ dz  dxdy 

welche  dazu  dienen,  die  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung 

d^z     d^z       d^z  .         , 

^-^y  ö-^y  Q— ä-  zu  berechnen. 
dx*    dy*    dxdy 
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60.    Die  DurcMülirung  des  eben  entwickelten  Verfahrens 
soll  an  den  folgenden  Beispielen  erklärt  werden. 

1)  Die  Gleichung 

bestimmt  e  als  zweideutige  Function  von  x  und  y^  die  ohne- 
weiters  auch  in  expliciter  Form  gegeben  werden  könnte;  die 
Differentiation  gestaltet  sich  jedoch  in  impliciter  Form  ein- 
facher und  übersichtlicher.  Es  lauten  die  Gleichungen  (19), 
(21),  (23)  im  vorliegenden  Falle  wie  folgt: 

ax  +  eis    ö—   =0 
t,  +  c.  |i   _0 

dz  dz    ,  d*z         f. 

cxoy    '        oxcy 

und  geben  durch  successive  Auflösung  unter  Berücksichtigung 
der  Torgelegten  Gleichung 

dz  ax  dz  6y 

dx  cz  dy  cz 

d^ a(k  —  by*)         d*z bik  —  ax*)         d*z ahxy 

dx*  c*z^      '       dy*^"  c^z*      '     dxdy  c^z^ 

2)  Durch  die  Gleichung 

(airc+6iy+Ci^)»+(agic+6jy+oi0)^+(a8a;  +  &8y  +  C50)«=Ä« 

ist  0  als  zweideutige  Function  yod  Xy  y  definirt.  Setzt  man 
zur  Abkürzung 

Oi^  +  h^y  +  e^^  = 'ih 
a^x  +  l^y  +  oij?  =  Mg 

«8^;  + 63^  +  ^^  =  1*5 
und  bedient  sich  der  Summenbezeichnung 

»*i+^  +  »»8  =  M; 
so   lauten   die   Gleichungen   (19),  (21),   (23)   hier   folgender- 
maassen : 
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[au]  +  [cu]   %    =0 


=  0 
=  0 
=  0 


und  ihre  saccessive  Auflosang  liefert  die  Werte: 


dt 

[a~] 

dz 

[cu] 

d*e 

[aa][cu]»—  2[ac][aM][c«]  +  [cc][a.i»]' 

dx*  — 

[c«]' 

d'e 

[66]  [c«]'  -  2[6c][6u][cm]  +  [cc]  [6i«]« 

dy*    - 

[««]' 

d*-z 

[6c]  [cu]'  -  { \_ac\ [bu]  +  [6c]  [au\ )  [c«]  +  [cc]  [au\  \hu\ 

dxdy 

\cuy 

61.  Im  Bereiche  R  seien  ip{Xjy^z)  und  tl;{x,y,g)  als 
eindeutige  stetige  Functionen  von  a;,  y^  je?  gegeben;  9  besitze 
längs  einer  das  Gebiet  B  durchsetzenden  Fläche  den  Wert  a, 
#^  längs  einer  andern  Fläche  durchwegs  den  Wert  j3;  beide 
Flächen  mögen  sich  nach  einer  ebenfalls  R  durchsetzenden 
Linie  schneiden;  dann  entspricht  jedem  Punkte  dieser  Linie 
eine  Wertverbindung  x/if/0,  för  welche  9  =  a,  ^  =  ^  ist; 
die  y  dieser  Wertverbindungen  constituiren  eine  Function  von 
X  und  ebenso  bilden  die  z  dieser  Wertverbindungen  eine  Func- 
tion von  X  für  ein  gewisses  Litervall  dieser  letzten  Yariabeln. 
Wir  drücken  diesen  Sachverhalt  dadurch  aus,  dass  wir  sagen, 
durch  die  sinwltanen  Gleichungen 


Digitized  by 


Google 


126 


Erster  Theil.    Differential -Bechnimg. 


seien  y,  z  implicite  als  Functionen  von  x  gegeben.  Um  die 
Differentialquotienten  dieser  Functionen  zu  bestimmen^  diffe- 
rentiire  man  die  linken  Seiten  als  zusammengesetzte  Functionen 
von  X  und  setze  die  Resultate  der  Null  gleich,  weil  es  sich 
um  constante  Functionen  handelt;  dadurch  erhalt  man  die 
Gleichungen 

d(p  _^^d(p  dy  _j_  dtp  dz 
dz  dx 


(25) 


+   Y_Z.  ZÄ.  J_  L-L. 
c/*        dy  dx"^  dz  \ 

dtp    i^  dtp  dy  _.    dtp  dz 


0 


dx  ^^  dy  dx  ^^  dz  dx 


^  =  0 


zur  Bestimmung  von  3^  >  j- ;  öij^ö  solche  setzt  aber  voraus, 
dass  die  Determinante 


dip 

¥1 

av 

von  Null  verschieden  sei;   ist  dies    der  Fall  und  setzt  man 
weiter  zur  Abkürzung 


=  z, 


dq>     dfp 

dz     dx 
d_^    dtp 

dz    dx 

-^. 

dtp    dtp 

dx    dy 
dtp    dtp 
dx    dy 

so  lautet  die  Lösung 

(26) 

dy 
di 

Y           i 

iz         Z 

ix~  X 

Für  die  Differentiale  von  y,  z  ergibt  sich  daraus  bei  gegebe- 
nem dx 

dy  =  Y  dXj        dz  =  -^  dx, 
so  dass 
(26*)  dx:dy:dz=X:  Y:  Z. 

Wären  auch  die  zweiten  Differentialquotienten  erforder- 
lich, so  hätte  man  die  Gleichungen  (25)  nochmals  unter  Rück- 
sichtnahme darauf  zu  differentüren,  dass  ^9  -^7  -^9  -^  aber- 

'  dx     dy    dx    dy 

mals  zusammengesetzte  Functionen  von  derselben  Art  sind  vne 
9,  ^  selbst;  als  Resultat  ergäbe  sich  das  Gleichungspaar 
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dx*'^     dxdy  da:   •"     dxdzdx'^     dydzdx  dx 


(27) 


"•"  dy*  \dx/  "T"  dz^  \dxJ     •    ay  dx*  "*"  a«  drc« 

av  ,  o_av_  ^  ,  9_a^  ^  ,  o_a^ ^  ^ 

dx*"^     dxdy  dx'^     dxdz  dx"^     dydz  dx  dx 


av  /^V  I  av  /^V  ,  ?1  ^  j.  ^  ^  _  0 

"♦"  ay"  Vd«/  "^  dz*  \dx)  "^  dy  dx*"^  dz  dx*  ~  ^' 
das  wieder  nur  unter  der  Bedingung 

d*n     d*z 
zu  einer  Bestimmung  von   j-,^  ^,  fährt;   Torher  sind  jedoch 

die  Werte  (26)  in  (27)  einzutragen. 

Die  eben  behandelte  Aufgabe  ist  ein  specieller  FaU  des 
folgenden  allgemeinen  Problems  der  Differentialrechnung:  Es 
sind  r  simultane  Gleichungen  zwischen  w  -j-  r  Variabein 
x^j  x^j . .  ,Xnj  Wi,  U2,.-.Wr  gegeben;  dadurch  sind  im  All- 
gemeinen r  von  den  Variabein,  z.  B.  Wj,  Wg, . . .  Wr;  als  Func- 
tionen der  n  übrigen  x^,  x^y . ,  .Xny  welche  von  einander  nicht 
abhängen,  bestimmt;  es  sollen  die  Differentialquotienten  der 
u^y  u^y  ..yUr  nach  den  einzelnen  Variabein  ermittelt  werden. 
,  Die  Lösung  besteht  darin,  dass  man  sammtliche  Glei- 
chungen in  Bezug  auf  die  betreffende  Variable,  z.  B.  x^^^  diffe- 
rentiirt,  die  linke  Seite  —  die  rechte  wird  als  constant  vor- 
ausgesetzt —  als  zusammengesetzte  Function  behandelnd;  da- 
durch  entstehen   r   Gleichungen,    welche   in   Bezug   auf  ^9 

du»  du      ^ 

^ — '    '  '  T~^  linear  sind  und  eine  Bestimmung  dieser  Chrössen 

nur  dann  zulassen,  wenn  die  Determinante  r-ten  Grades  aus 
deren  Coefficienten  nicht  Null  ist. 

Es  bedarf  kaum  der  Bemerkung,  dass  im  Allgemeinen 
die  Auswahl  der  r  unter  den  w  -f-  r  Variabein,  die  man  als 
Functionen  der  n  andern  auffassen  will,  freigestellt  ist;  erst 
nach  Wahl  dieser  abhängigen  Variabein  hat  die  Aufgabe  einen 
bestimmten  Sinn. 

62.    Beispiele,     l)  Durch  die  Gleichungen 

^'  +  y*  +  ^'  =  4a« 
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sind  y  und  0  als  stetige  Functionen  von  x  in  dem  Intervalle 
(Of^a)  bestimmt.  Durch  ein-  und  zweimalige  Differentiation 
erhält  man  die  Gleichungen 

dy   _,      dz 

dx     •"     dx 


»+>;j  +'■^-0 


«  +  !'ä 


0 


1     d*y 


=0 


und  durch  Auflösung  derselben 

dy  a  —  X  dz  a 

dx            y      ^  dx  ■    e 

d*y .  a*  d^z  a* 

dx*             y*  dx*  z* 

2)  Die  Gleichungen 

^  +y  +^  +«*  =öt 
x^  +  y^  +  /s^  +  u^  =  6* 
rr*  +  y*  +  ;ef®  +  t**  =  c^ 

bestimmen  x,  y,  z  als  Functionen  von  u  in  dem  Intervalle 
( — 6,  +&).  Zur  Bestimmung  der  ersten  Differentialquotienten 
ergeben  sich  die  Gleichungen 


dx   , 


'^+      1^+1=0 


du 


du 
dx 
du 


+>t+' 


du 
d£ 
du 


du    *    ^   du    ^        du 
die  Determinante  der  Coefficienten  ist 
1     1     1 
X     y     IS 


+  u  =0 
O5 


X' 


y'  z' 


(y  —  x){e  —  x)(z  —  y)] 


die  Determinanten,  welche  die  Zähler  der  Unbekannten  bilden, 
sind  der  Reihe  nach 

—  {ß  —  y){u  —  y)(u  -  z),        (u  —  z)(x  —  z)(x  — w), 
—  (x  —  u){y  —  u)(y—xy, 
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daraus  folgt 


dx 
du~' 

(u  —  y){u^z)            dy  _        (U'-'Z){u  —  x) 
(x  —  y){x  —  z)^          du             (y  —  z)(y  —  x) 

dz             (u  —  x)(u  —  y) 

du             {z  —  x){z—yy 

§  4.    TransfoTmation  der  Variabeln. 

68.  Nachdem  in  42  der  einfachste  Fall  der  Transforma- 
tion  behandelt  worden  ist,  sind  wir  jetzt  in  der  Lage,  auch 
die  übrigen  Fälle  zu  erledigen.  Wir  beginnen  mit  dem  fol- 
genden Problem: 

Zwischen  den  beiden  Variabeln  x,  y  besteht  ein  ftmctiondler 
Zusammenhang^  in  welchem  x  als  rmabhcmgige  Variable  an- 
gesehen wird;  an  die  Stelle  von  x,  y  werden  zwei  neue  Variable 
u,  V  mittels  der  Transfarmationsgleichtmgen 

lx  =  <p(u,v) 

eingeführt;    es    sind    die    ursprünglichen    Differentialquotienten 

-^t  j\y  '  •  •  durch  die  aus  dem  neuen  Zusammenhange  zunschen 

u  und  V  hervorgehenden  ^-;  ^,?  •  •  •  darmsteUen. 

Da  in  dem  neuen  Zusammenhange  u  als  unabhängige 
Variable  auftreten  soll,  so  differentiire  man  die  Gleichungen 
(1)  in  Bezug  auf  m;  ein-  und  zweimalige  Ausfahrung  dieses 
Processes  liefert 

dx  d^  _,    dtp  dv 


(2) 


dy  d^    .    d'ilf  dv 

du         ^t*    '    dv  du 

d*x d^    .    o   ^*y   dv    ,    d^  /dvy   ,    dtp  d^v 

ät?  ~  au*  "T-  ^  au  dv  du  "*"  dv*  \du)   "+"  dv  du* 

d]^  _  aV  a.  o   ^V   dv^    ,d^  (dvy   ,    dip  d*v 
du*~  du*"^     dudv  du  '^  dv*  \du/  "^  dv  du*'^ 


setzt  man  diese  Ausdrücke  in  die  Oleichungen  42  (6)  oder  die 
daraus  resultirenden 

Gsaber,  Yorlestiiigen  L  9 
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dy du 

dx        dx 
du 


(3) 


dx    ^_^    ^ 
d*y du    du*      du*    du 


m' 


ein,  so  ist  die  gestellte  Aufgabe  gelost. 

Von  den  l^'ansformaüonsgleichungen  (1)  wird  yoraus- 
gesetzty  dass  sie  umkeMnur  eindeutig  sind;  das  bedeutet  so 
yiel^  dass  nicht  allein  ip,  ^  eindeutige  Functionen  der  Argu- 
mente u,  V,  sondern  dass  auch  u^  v  als  eindeutige  Functionen 
von  Xf  y  bestimmt  sind;  wäre 

diese  Bestimmung,  so  heisst  (1*)   die  inverse  Transformation 

zu   (1). 

Bei  geometrischer  Interpretation  lassen  die  Gleichungen 
(1)  und  (1*)  zwei  wesentlich  verschiedene  Deutungen  zu, 
welche  kurz  auseinandergesetzt  werden  sollen. 

I.  Sind  Xy  y  die  Coordinaten  eines  Punktes  M  der  Ebene 
in  Bezug  auf  ein  bestimmtes,  z.  B.  rechtwinkliges  Coor- 
dinatensystem  und  w,  v  die  Coordinaten  desselben  Punktes  in 
Bezug  auf  ein  zweites  System,  so  bestimmen  die  Gleichungen 
(1)  und  (1*)  eine  CoordinaientransformaMon  und  vermitteln 
insbesondere  die  Gleichungen  (1)  den  Übergang  vom  ersten 
System  zum  zweiten,  die  (1*)  den  Übergang  vom  zweiten  zum 
ersten.     Geht  durch  den  Punkt  M  eine  Curve,  so  bestimmt 

^   die  Richtung  der  Tangente  an  dieselbe   (22,  2))  und  ist 

T—  fOr  die  nämliche  Richtung  bestimmend,  jedesmal  in  einer 

dem  Coordinatensystem  entsprechenden  Weise. 

Einen  der  wichtigsten  Falle  dieser  Art  bildet  die  Trans- 
formation rechtwinkliger  Coordinaten  in  Polarcoordinaten,  wo- 
bei der  Ursprung  und  die  positive  Abscissenaxe  des  ersten 
Systems  als  Pol,  beziehungsweise  Polaraxe  verwendet  werden. 
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Fig.  15.     Dann   ist  « »» r  der  Badiusvechr  und  t; «»  9   die 
AnamaUe  des  Punktes  M,  die  Gleichungen  (1)  lauten 


(4) 

und  jene  (1*) 

(4*) 


y  =  r 


cos  9 

sin  9 


Pig.  15. 


hP 


arctg^, 


M 


wobei  die  Eindeutigkeit  der  letzten  Gleichung  dadurch  herbei- 
geführt wird,  dass  man  festsetzt,  97  sei  jener  Bogen  aus  dem 
Intervall  (0,  2ä),  dessen  Sinus  das  Vorzeichen  von  y,  dessen 
Cosinus  das  Vorzeichen  von  x  hat.  An  die  Stelle  der  Glei- 
chungen (2)  treten  die  folgenden: 


(5) 


dx  .  ,    dr 

=  — rsmy  +  ^cosy 


dfp 
d(p 


dtp 


d*x  cidr     ,  .    d^r 

_  =  _  r  cos()p  -  2^^  Birnp  +  5^  cosy 

dl9« ^  81^  9  +  2  5^  cos  9  +  ^  sin  9 . 


U.  Bedeuten  v^ieder  o;,  y  die  Goordinaten  eines  Punktes 
M  der  Ebene  in  Bezug  auf  ein  (rechtwinkliges)  Goordinaten- 
system,  m  =  rrj,  t;  =  y^  die  Goordinaten  eines  andern  Punktes 
JÜfj  derselben  Ebene  und  in  Bezug  auf  dasselbe  Goordinaten- 
system,  so  vermitteln  die  Gleichungen  (1*)  oder 

den  Übergang  von  M  zu  M^  und  die  inversen  Gleichungen 
(1)  oder 

(6*)  \^  =  v(^>yi) 

den  Übergang  von  JÜf^  zu  M,  und  beide  bestimmen  eine  Trans- 
formation der  Ebene  in  sich.  Die  Ebene  erscheint  nun  als 
Trägerin  zweier  Punktsysteme  8  und  S^y  die  Gleichungen  (6) 
ordnen  jedem  Punkte  aus  S  einen  und  nur  einen  Punkt  aus  8^, 
umgekehrt  die  Gleichungen  (6*)  jedem  Punkte  aus  8^  einen 
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(7) 


und  nur  einen  Punkt  aus  8  zu;  aus  diesem  Grunde  wird  die 
Transformation  auch  ein- eindeutige  Punkttransformaition  genannt. 
Weil  wir  von  den  Functionen  9i,  ^i;  9>,  ^  voraussetzen,  dass 
sie  stetig  sind  und  bestimmte  Differentialquotienten  besitzen, 
so  werden  hinreichend  kleinen  Änderungen  von  x,  y  beliebig 
kleine  Änderungen  von  ^^,  y^  \md  umgekehrt  entsprechen; 
in  Folge  dessen  wird  bei  stetiger  Bewegung  des  Punktes  M 
im  Allgemeinen  auch  der  transformirte  Punkt  M^  eine  stetige 
Bewegung  ausfahren;  daher  nennt  man  die  Transformation 
eine  cimHnuvrliche,     Geht  durch  den  Punkt  M  eine  Curve,  so 

bestin[mit  -~  die  Richtung  ihrer  Tangente  daselbst,  -^  hin- 
gegen die  Richtung  der  Tangente  an  die  transformirte  Gwrve 
im  Punkte  M^. 

Unter  den  ein -eindeutigen  Punkttransformationen  spielt 
die  prcjective  Transformation  eine  besonders  wichtige  Rolle; 
sie  ist  durch  die  Gleichungen 

^a^x+b^y  +  c^ 
(h^+hy  +Cs 

bestimmt,  in  welchen  alle  a,  b,  c  gegebene  Constanten  sind. 
Um  die  inverse  Transformation  zu  erhalten,  bezeichne  man  den 
gemeinsamen  Nenner  mit  N  und  bilde  aus  (7)  die  Gleichungen 

aj^x  +  b^y  4-  «1  =  N^i 
a^x  +  b^y  +  Cj  =  Ny^ 

»8^?  +  hy  +  c^  =  N', 

werden  bezüglich  der  Determinante 

.      h 

adjungirten  Unterdeterminanten 
mit  «i;  ^i; . . .  bezeichnet,  multiplicirt  man  die  obigen  drei 
Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  «i,  «2?  ^  ^^^  addirt  sie,  so 
folgt  wegen  a^a^  +  a^a^  +  a^cc^  =  JR,  6^«^  +  b^a^  +  b^cc^  =  0, 

Bx  =  N(a^Xj,  +  a^y^  +  «,) ; 


Vi 


JB  = 


die  den  Elementen  a^,  b^, 


«1 

h 

Ci 

<h 

h 

Ci 

«3 

h 

G( 
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ebenso  erhält  man  nach  Multiplication  mit  /S^^  ß^,  ß^  und 
Addition 

tmd  nach  Multiplication  mit  y^^y  y^t  ^s  ^^^  darauffolgender 
Addition 

ist  nun  R^O  —  und  nur  dann  lassen  die  Gleichungen  (7) 
Auf  lösimg  nach  x^  y  zu  und  bestimmen  eine  eigentliche  Trans- 
formation der  Ebene  in  sich  — ^  so  ergibt  paarweise  Division 
der  letzten  drei  Gleichungen 


(7*) 


^^^1^1  +  tf»yi  +«8 
^      ri^^i +71^1 +78 


Dos  wesentliche  Merkmal  der  prqjediven  Transformation 
liegt  dariny  dass  sie  jede  Gerade  der  Ebene  wieder  in  eine 
Gerade  transformirt.    Denn  beschreibt  der  Punkt  M  die  Gerade 

Ax  +  By  +  C^O, 

so  beschreibt  der  transformirte  Punkt  M^^  das  Gebilde 


d.  i. 


^«1^1  +«tyi  +  ^z   I  jgPi^i  +  P»yi  +  p8   I  (7  =  0 
71^ +yiyi +78  "^     71^1 +7iyi +78  "^  ' 


{Au,  +  J?ft  +  Cyjrp,  +  {Aa^  +  Bft  +  Cy,)y, 
+  {Aa,  +  Bß,  +  Gy,)  =  0, 

also  wieder  eine  Gerade. 

Man  erkennt  ebenso  leicht:  Beschreibt  der  Punkt  M  einen 
Kegelschnitt,  so  beschreibt  der  transformirte  Punkt  M,  wieder 
einen  Kegelschnitt. 

An  die  Stelle  der  Gleichungen  (2)  treten  mm 

dx^        («8^+&8y  +  ^)(«i+^^)-(«iaJ  +  6iy  +  c,)(a3  +  63^) 
~dx  (a,a?+6jy  +  C8)* 

-7,y+P.  +  (7.«-«,)^ 
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dx 


yiy-ft-(yi»  — «i) 


{(h^  +  hy  +  c^y 

dy 
dx 


SO  dass 

(8) 


(OjÄ  +  ftjy  +  c,)* 


dy^ 
dx. 


dy 

-y,y  +  A  +  (y.^-«.)^' 


dy 


dadurch  ist  die  Bichtimg  bestimmt,  in  welche  die   durch  ^ 

charakterisirte   Richtung   aus   dem  Punkte  M  im  Wege   der 
Transformation  (7)  übergeführt  wird. 

Die  einfachste  unter  den  projeetiyen  Transformationen  ist 
die  Imea/re  Trcmsformatian,  welche  eintritt,  wenn  Oj  =  63  =  0, 
c,  =  1;  sie  ist  also  durch  die  Gleichungen 

bestimmt  und  nur  dann  eine  eigentliche  Transformation,  wenn 


(9) 


^0; 


=  ^, 


setzt  man  femer 

SO  lautet  die  inyerse  Transformation 
(9*)  I  ^ 

y  y 

Die  durch  sie  herbeigeführte  Richtungstransformation  ist 
durch  die  Gleichung 


(10) 


dx^ 


-+>^'£ 


bestimmt.    Da  sie  Ton  ar,  y  nicht  abhängt,  so  wird  jede  Rich- 
tung, deren  Coefficient  ^  ist,  in  eine  Richtung  Tom  Coef- 
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ficienten   -^  transformirfc,   mit  andern   Worten:    die  lineare 

Trcmsformaüon  führt  parallele  Gerade  wieder  in  parallele  Gerade 
über, 

64.    Beispiele,     1)  Der  Ausdruck 

für  rechtwinklige  Goordinaten  x^  y  ist  in  Polarcoordinaten  r,  q) 
zu  transformiren. 

Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (3),   in   welchen  nur  w  =  y 
gesetzt  werden  muss^  erhält  man  zunächst 

^        dx  d^y        d*x  dy  ' 
d(p  d(p*       d<p*  dcp 

nun  folgt  aus  den  Gleichungen  (5) 

und  weiter  nach  gehöriger  Reduction 

dx^  d*y^  _  d^  ^  _  ^    I    o  (^V -  ^ 

dtpdtp*       d<p^d(p       ^"^"^Vdq?/         ^  dq>^' 

somit  ist 


\dcp/  dq>* 

2)  Für  die  projective  Punkttransformation 

c  ax 

^1  =  7'       yx  =  y 

(dieselbe  geht  aus  der  allgemeinen  (7)  hervor,  wenn  a^  =  6^ 
=  &j  =  c^  =  »8  =  (^  =  0,  <?!  =  c,  a^  =  aj  &8  =  1  ^^)  ^i® 
Bichtungsiransformalion  zu  bestimmen. 

Die  nicht  verschwindende  Determinante 


0 

0 

c 

a 

0 

0 

0 

1 

0 
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gibt  zur  ersten  und  zweiten  Zeile  die  Unterdeterminanten 

«1  =  0;       A  =  o,       yi  =  «; 
«8  =  ^;        A  =  0,        ^2  =  0; 

daher  ist  nach  (8) 

dy 
,  ay  —  ax  -^ 

dyi  __ dx 

dx^~       _^dy      ' 
dx 

d.  L  geht  durch  den  Punkt  M(x/y)  eine  Curve,  deren  Tan- 
gente den  RichtungscoefGcienten  ^  hat^  so  hat  die  Tangente 
der  transformirten  Curve  im  homologen  Punkte  M^  den  Rich- 
tungscoefficienten  ^^• 

So  wird  beispielsweise  der  Kreis 

X«  +  y«  —  2ry  =  0 
durch  die  vorli^ende  projective  Transformation  in 

a^x^^    '    oji"  x^  ' 

also  in  die  Parabd 

cy^  —  2(j?TXy^  -j-  a^c  =  0 
transformirt;  im  Punkte   a?  =  0,  y  =  2r   des  Kreises  hat  die 
Tangente  den  Richtungscoefficienten  -^^=  0 ,   in  dem  homo- 
logen Punkte   rTj  =  r- ,   yi  =  0   hat   die  Parabeltangente   den 
Richtungscoefficienten  -^  =  c». 

65.  In  einem  fundioncden  Zusammenhange  zwischen  drei 
Variabeln  x,  y,  z  werden  x,  y  als  die  unabhängigen  Veränder- 
lichen aufgefasst;  an  ihre  Stelle  sollen  zwei  neue  unabhängige 
Variable  treten,  welche  mit  ihnen  in  einem  gegebenen  Zusammenr 
hange  stehen. 

Wie  das  analoge  Problem  42  tritt  auch  dieses  in  zwei 
verschiedenen  Formen  auf,  jenachdem  z  eine  beli^nge,  unbe- 
stimmt gelassene  oder  eine  gegebene  Function  yon  x,  y  ist. 
Hier  wie  dort  sind  die  in  beiden  Fällen  in  Eraffc  tretenden 
Formeln  im  Wesen  die  gleichen. 
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I.  Es  sei  z  eine  bdiebige  Function  der  unabhängigen 
Variabein  x^  y,  an  deren  Stelle  die  neuen  Variabein  u,  v 
mittelst  der  Transformationsgleicbungen 


(11) 


eingeführt  werden  sollen;  irgend  ein  Ausdruck  oder  eine  Rela- 
tion   zwischen    x,  y^  Zj    -k-^    ä~'  '  *  '    ist   in   den    w,  v,  jsr, 

|i,  1^,...   damisteUen. 
du    dv 

Indem   man  0  als  zusammengesetzte  Function   von   u,  v 

auffasst^  erhält  man,  von  den  Abkürzungen 


du 
du*      —  A««? 


df{u,  v) 


d'f(u,  V) 


=/;, 


dv* 


.       d*au,  V)  _. 

'^"^      dudv  ""^^ 


Gebrauch  machend^  zunächst  die  beiden  Gleichungen  (58,  (11),  (12)) 
(12) 


dz  dz    .     ,    dz 


\du 


'dx 


idz  dz    .     ,    dz 

'     [d-v  =  '^^'d-x  +  '^^Ty 

und  aus  diesen  ergibt  sich,  wenn  die  Determinante 

q>u   tu 
q>v   tv 

von  Null  verschieden  ist,  för  -^^l^ 


^,  y  die  Bestimmung 


(13) 


1    '^   »  —  

'  dx'  dy 


9»  i>u 

de    , 

de 

f'^d^ 

(p,  t. 

8e    , 

de 
"P'd^ 

d*z      d*z      d*z 
Sind  auch  die  zweiten  Differentialquotienten  ^-j?  ^    ^  j  ö-^ 

in  der  betreffenden  Rechnung,  so   differentüre  man   die  Glei- 
chung (12)  nochmals  und  erhalt  (58,  (15)  bis  (17)) 
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(14) 


d*g  dt    .   ^     dz    .        /     ö'«    I   j     3'«  ^ 

» = ''"•ä^  +  *"•  ä^  + 'P»  l*''' ä^*  +  *•  FI^^ 


dwa 


—  dabei  ist  von  einer  in  jeder  der  drei  Gleichungen  mög- 
lichen Bednction  abgesehen  worden;  nach  Einsetzung  der  Werte 
-^     dB     dB  .,„>.  ,  „  ,  .  d*B     d*g     d*B 

werden,  wenn  nur  die  Determinante 


bestimmt 


9»  ^u 
9>.    ^» 


^0; 


d2i  

a«*'  dxdy'  dy* 


d*Z        d*B     . 
-;  ^r-s  in 


denn  die  Determinante  der  Goefficienten  von 
(14),  d,  i. 

stellt  sich  als  negatiye  dritte  Potenz  der  obigen  Determinante 
zweiten  Grades  dar*)  und  ist  daher  zugleich  mit  dieser  ver- 
schieden von  Null. 

n.   Ist  e  eine  gegebene  Function  von   x,  y,  z  =  f{x,  y), 
so     lautet     die     Aufgabe     dahin  ^     die    Differentialquotienten 


*)  Man  löse,  um  dies  einzusehen,  die  Determinante  dritten  Grades 
in  die  Summe 


9i      Vu%     '^l 
9uV^    ^u%    '^u% 


9>u%    <Pr^t«     ^u^r 


auf  und  entwickle  beide  Bestandttheile  nach  der  ersten  oder  der  dritten 
Colonne. 
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g— ;  -g-  7  g— i  ^  •  •  •  oder  einen  aus  Xj  y,  z  und  diesen  Differen- 
tialquotienten gebildeten  Ausdruck  in  den  neuen  Yariabeln 
Uy  V  darzustellen. 

Führt  man  die  Substitution  (11)  in  der  gegebenen  Func- 
tion aus,  so  ergibt  sich 

(15)  e  =  f\tp{u,  V),  ^(u,  v)]  =  i(u,  v) 

ebenfalls  als  bekannte  Function  von  u,  v  und  es  lassen  sich 
somit  die  Differentialquotienten 

i£_        ?f_        a^_         ^_  d^_ 

du~^''^    dv~'^''*    at**~^""'   ai?*""^'«'^   ä«*at7 ~"^"*' 

bestimmen;   setzt  man  ihre  Werte  in  (12)  und  (14)  ein,   so 

sind  diese  (tleicnungen  geeignet  g-->  g— ?  g— j?  g-^?  ^   ^     als 

Functionen  von  m,  v  zu  bestimmen. 

Die  Führung  der  Rechnung  im  Falle  von  mehr  als  zwei 
unabhängigen  Yariabeln  und  ihre  Ausdehnung  auf  höhere  Diffe- 
rentialquotienten bedarf  keiner  weiteren  Erklärung. 

66.  Beispiele.  1)  Für  eine  beliebige  Function  z  von  Xy  y 
ist  der  Ausdruck 

der  Transformation 

x  =  r  cos  9 

y  =  r  sin  qp 
zu  unterwerfen  (63,  I). 

Die  Gleichungen  (12)  lauten  im  vorliegenden  Falle 

dz  .       dz    .  dz 

.g^  =  -rsm<p^  +  rco89-g^ 

dz         •  dz    .         .        dz 

quadrirt  man  sie,  nachdem  man  die  erste  durch  r  dividirt  hat, 
und  bildet  hierauf  ihre  Summe,  so  ergibt  sich 

7«  \d~^)  +  W  ^  \di)  +  \d^) ' 

mithin  ist 
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2)  Es  sei  V  eine  beliebige  Function  der  unabhängigen 
Variabebi  Xyy,0\  man  soll  die  mit  Hilfe  derselben  gebildeten 
Ausdrücke 


einer  linearen  Transformation  (68,  11) 

x  =  a^x^  +  biy^  +  Ci0^ 
(16)  y  =  ajo?!  +  fr^yi  +  ^^1 

unterwerfen  von  solcher  Art ,  dass  durch  sie  x^  -\-  y^  -{-  z^ 
übergeführt  wird  in  x^  +  ^i^  +  ^^  • 

Eine  lineare  Transformation  von  dieser  Beschaffenheit 
wird,  ohne  Rücksicht  auf  die  Anzahl  der  Variabein,  eine 
orthogonale  Transformation  genannt. 

Um  zunächst  die  Eigenschaften  der  Coeffidenten  einer  solchen 
Transformation  zu  ermitteln,  bilde  man  die  Quadratsumme  der 
Transformationsgleichungen : 

^*  +  y'  +  ^'  = 
«  +  (h'+  <W  +  ih'  +  K  +  h')yi'  +  (c,'  +  €,'  +  c,')z,' 

+  2(&iCi  +  b^c^  +  68^)yi^i  +  2(qa2  +  ^Os,  +  c^a^)z,x, 

+  2(ai6i  +  05562  +  a^b^)x^y^', 

ersetzt  man  die  linke  Seite,  entsprechend  der  Definition,  durch 

Xj^  +  Vi^  +  ^1^7   so  lehrt  die  Vergleichung  beider  Seiten,  dass 

&i^  +  V  +  V=l 

^i'+^'  +  ^*  =  l 

6iq  +  6jCi  +  63^3  =  0 

Ci«!  +  ^205,  +  ^303  =  0 

»161  +  aj&2  +  0^363  =  0  . 

*)  Mit  Hilfe  dieser  Relationen  ist  es  leicht  nachzuweisen,  dass  da 
Quadrat  der  Determinante  der  Transformation 

«1      ^      Ci 

«1     h     Ct 

«8      ^      Cj 

die  Einheit,  die  Determinante  selbst  also  yon  NuU  yerschieden  ist. 


(17)  •) 
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Multiplicirt  man  ferner  (16)  der  Reihe  nach  mit  a^^,  a^,  o^; 
dann  mit  h^,  &2;  ^s;  bildlich  mit  c^j  c^,  ^.^nd  bildet  jedesmal 
die  Summe  mit  Rücksicht  auf  (17),  so  ergibt  sich  die  inyerse 
Transformation 

(16*)  »i  =  &i^  +  62y+M 

und  zu  den  Relationen  (17)  treten  somit  noch  die  folgenden: 

V  +  V  +  Ci*  =  i 


(17*) 


0,*  +  6,»  +  ci*  =  1 
<  +  K  +  <k'^l 

Die.  Ausfährung  der  Oleichungen  (12)  gibt  nun 


(18) 


dV 


dV 


^  =  ^1-^  +  ^-frr.  +'h 


ox 


oy 


dz 


ay  ^  "» aa 


und  die  sinngemässe  Ausführung  von  (14) 


(19) 


1  „„  ^  a'F    ,  „       a'F 


a'F 

'aya-e 


a«F      j. » 3*F  ,  ,  g  a'F  ,  , ,  a'F  ,  „,  ,   e^r 


dy' 


^dydg 


+  2Mia^  +  2M,S; 


a«' 


ay' 

I    o  8'F     ,    o  a'F 


dydz 


Bildet  man  die  Quadratsumme  der  Gleichungen  (18),  dann  die 
einfache  Summe  der  Gleichungen  (19),  beides  mit  Rücksicht 
auf  (17*),  so  kommt 
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aar/    "T"  ayi>    "^    a;?,*    ""    aa:>    "T"     Sy»    "T"     a^*     =  *^  5 

d.  L  die  beiden  Ausdrücke  Sl^,  £1^  erleiden  bei  einer  orthogo- 
nalen Transformation  der  Yariabeln  x,  y,  z  keine  Anderang. 
8)  Durch  die  Gleichung 

-'  4-  ?^  -I-  -*  —  1  =  0 

ist   ;gf    als    zweideutige   Function    der    beiden   Variabein  a?,  y 
definirt  auf  demjenigen  Gebiete,  für  welches 

5!  4-  y*  _  1<  0 

d.  h.  im  Innern  und  auf  dem  Umfange  einer  Ellipse  mit  den 

Halbaxen  a^h.    Es  sind  die  DiiSerentialquotienten  ^,  ^  in 

den  Variabein  w,  v  mittelst  der  Transformation 

^  =  a  sin  u  cos  v 

y  s=  &  sin  i«  sin  t; 
darzustellen. 

Mit  Hilfe  dieser  Substitution  ergibt  sich 
0  =  +  c  cos  u 
und  die  Gleichungen  (12)  gestalten  sich  wie  folgt: 

4^  c  sin  M  =       a  cos  w  cos  v  g — f-  6  cos  t*  sin  t;  g- 

0  =  —  a  sm  M  sm  v  -^ — f-  6  sm  w  cos  t;  q-  ; 

ex   '  ay' 

ihre  Auflösung  liefert 

dz -p  c  sin  u  008  g  cz  —  c  sin  «  sin  t>  ^ 

dx         '       aco8«      '        dy  '        bcosu      ' 

die  Vorzeichen  beziehen  sich  aufeinander. 

67,  Zwischen  den  drei  VariaMn  x,  y,  z  besieht  ein  funo- 
tionaler  Zusümtmenhang^  in  wddwm  x,  y  als  unabhängige  Ver- 
änderUche  gelten;  an  Stelle  von  x^  y,  z  sotten  neue  Variable 
u,  V,  w  mittels  der  Transformaiionsgleichungen 

'a?«=  9(m,  V,  tv) 
(20)  'y  =  ^(w,  V,  w) 
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eingeführt  werden.    Es  sind  die  Bifferentialquotienten  ö^'  0^» 

'^f  • ' '  durch  die  aus  dem  neuen  Zusammenhange  hervorgehen- 

»^   ^- '    Q- '  ^-T  ^  •  •  •  darzustellen. 
du      ov     du* 

Zur  Losung  dieser  Aufgabe  sind  die  Gleichungen  65,  (12)^ 

(14)  heranzuzaehen^  deren  erste  Gruppe  wir  zu  diesem  Zwecke 

in  der  Form  schreiben 

dz  de  dx    ^^  dz  dy 

,o-v  du       dx  du"^  dydu 

^     ^  '  de^^dj_dx^d^dy_^. 

ßv        dx  dv    '    dy  dv  ' 

nun  sind,  da  «;  als  Function   von  li,  v  aufgefasst  wird,  ver* 

möge  (20)  x,  y,  0  zusammengesetzte  Functionen  von  u,  V]  in 

Folge  dessen  hat  man  mit  Benützung  der  in  65  eingeführten 

Bezeichnung 

(dx  .         dw     dy        ,      .     .    dw     dz  ,        dw 

^1^«  ,         dw     dy        ,     .    ,    dw     dz  ,        dw 

[d^-'P^  +  'P-dv'  F^  =  *-+*-aT^  ä^  =  «^+^-a^> 

nach  Eintragung  dieser  Werte  in  (21)  sind  diese  Gleichungen 
zur  Lösung  der  gestellten  Aufgabe  geeignet,  so  weit  sie  die 
ersten  Differentialquotienten  von  0  betriff!}. 

Die  erste  der  Gleichungen  (14)  lautet  in  anderer  Schreib- 
weise: 

a^^a^a^x.a^a^.aÄ  /a*^  a^  . .  a«g  dy\ 

du*       dx  du*    •    dy  du*    •    du  \dx*  du    '    dxdy  du/ 
,    ay  /d^  dx^    ,      d*z    dy\  ^ 
'    du  \dx*  du    '    dxdy  du)  ' 

darin    sind    -J^y   ^y   -^     durch    die    Werte    aus    (22)    und 
du     du      du  ^     ^ 

d*x     d*v     d*z 

d~*'  d^'  d~^  durch  die  folgenden  zu  ersetzen,  die  aus  (22) 

sich  ergeben: 


d^ 

du*' 


,0         dw    ,  /dwY  I  d*w 

d*y        ,        ,    o  .      dw    .     ,  /dwY   .     .    d*w 

d*z  j^  o         ?2£  _r  (^wy  _,  d*w 

du*  ~  ^"^  "^  ^^'''^du  "^  ^"^  \du)  "^  ***'  du*  5 
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in  ähnlicher  Weise  sind  die  beiden  noch  übrigen  Gleichungen 
der  Gruppe  (14)  zu  behandeln,  wodurch  sich  wieder  Gleichungen 
ergeben,  welche  im  Verein  mit  (21)  die  gestellte  Aufgabe  auch 
in  Bezug  auf  die  zweiten  Differentialquotienten  lösen. 

Bei  geometrischer  Interpretation  dieses  Problems  sind 
wieder  zwei  Auffassungen  zu  unterscheiden,  welche  den  in  68 
unter  I,  11  erörterten  entsprechen. 

I.  Bedeuten  x,  y,  e  die  Coordinaten  eines  Punktes  M  im 
Räume  in  Bezug  auf  ein  Goordinatensj&rtem  und  u,  v,  t(;  die 
Coordinaten  desselben  Punktes  in  Bezug  auf  ein  anderes  Coor- 
dinatensystem,  so  spricht  man  von  einer  räumlichen  Cocr- 
dinateniransforinaMon. 

Eine  der  wichtigsten  unter  diesen 
bildet  der  Übergang  von  rechtwinkligen 
Coordinaten  zu  räumlichen  Polarcoor- 
dinaten.  Dann  ist  w  =  r  der  Radius- 
vector,  V  =  <p  der  Neigungswinkel  der 
Ebene  MOZ  gegen  die  jer^r-Ebene  und 
t;  =  e  der  Winkel  ZOM,  Fig.  16,  und 
die  Transformationsgleichungen  lauten: 


Fig.  16. 


(23) 


ic  =  r  sin  6  cos  tp 
y  =  r  sin  9  sin  (p 
z  =  r  cos  6 ; 


die  inverse  Transformation  ist  durch 


(23*) 


fp  =  arc  tg  — 


e  =  arc  cos 


ll/i'  +  y'  +  ^M 


bestimmt,  wobei  die  Eindeutigkeit  der  zweiten  Gleichung  da- 
durch herbeigeföhrt  wird,  dass  man  festsetzt,  9  sei  derjenige 
Bogen  aus  dem  Intervalle  (0,  2^),  dessen  Sinus  das  Vor- 
zeichen von  y  und  dessen  Cosinus  das  Vorzeichen  von  x  hat. 
In  diesem  Falle  lauten  die  Gleichungen  (21),  nachdem 
bereits  jene  (22)  berücksichtigt  worden  sind,  wie  folgt: 
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0  =  ( —  r  sin  0  sin  9  +  g~  sin  8  cos  q>]  ^ 
+  [r  sine  COS9  +  ^ sine  simp) ^ 

—  r  sm  G  +  59  cos  0  =  l ^  cos  6  cos  qp  +  ^  sin  8  cos  qp j  g— 

+  I  r  cos  8  sm  qp  +  ^  sin  8  sin  9 1  ^ 
und  daraus  ergibt  sich 

r'Binecosqp+r^— sinesin© — r -^—cosecosop  — ^— ^-co898incp 

r*  cos  e  +  f  "ö^  sin  e 

•    •     /.     •  ^^     •     A  ^^  n     •  ,     dt  CT 

^               r'sinOsinop — r^— sinecos© — röT-cosGsinop-f^— ^-cosOeoso) 
dz ^       dtp ge '  dfpo^ 

^  r"cose  +  r^sine 

n.  Lässt  man  wieder  ar,  y,  0  die  Coordinaten  eines 
Punktes  M  im  Räume  in  Bezug  auf  ein  (rechtwinkliges)  Coor- 
dinatensystem,  u=^x^^  ^  =  ^1;  «?  =  ^i  aber  die  Coordinaten 
eines  andern  Punktes  M^  in  Bezug  auf  dasselbe  Coordinaten- 
system  vorstellen,  so  bestimmen  die  Gleichungen  (20)  und  ihre 
inversen,  d.  i. 

(^i  =  <Pi(^,  y;^) 


(24)  yi=*i(a?,  y,  ^) 

und 

ix  ==(p(x^,yu^i) 

(24*)  \y  =i>{x^,yiyh) 

1^  =  %{^ij  yu  ^1) 

eine  Tr(msformaMon  des  Bawmes  in  sich;  insbesondere  vermit- 
teln die  Gleichungen  (24)  den  Übergang  von  dem  Systeme  jS> 
welchem  der  Punkt  M  angehört^  zu  dem  Systeme  S^,  in  wel- 
chem M^  liegt;  die  Gleichungen  (24*)  den  umgekehrten 
Process.  Sind  qPi,  ^1,  %x  stetige  Functionen  mit  bestimmten 
Differentialquotienten  und  ebenso  ff,  t,  X}  so  ist  die  Trans- 
formation eine  continuirliche. 

Zu  den  wichtigsten  ein -eindeutigen  Punkttransformationen 

Ca  Hb  er,  VorleBongen.   I.  10 
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«i 


(25) 


des  Ramnes  gehört  die  prqjecHv€y  deren  allgemeinste  Gleichungen 
lauten: 

a^x  +  b^y  +  e^z  +  d^ 

^a^x+h^y  +  c^z  +  d^ 

^1        a^x  +  b^y  +  c^z  +  d^ 

1        a^x  +  b^y  +  e^z  +  d/ 

Über  dieselbe  sei  mit  dem  Hinweise  auf  die  Ausführungen  in 
68,  n  nur  bemerkt^  dass  sie  jede  Ebene  wieder  in  eine  Ebene 
und  jede  Flache  zweiter  Ordnung  wieder  in  eine  Flache  zweiter 
Ordnimg  yerwandelt. 
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Reihen. 

§  1.    Beihen  mit  oonstanten  Gliedern. 
68.    Eine  unbegrenzt  fortsetzbare  Folge  reeller  Zahlen  sei 
gegeben: 

(1)  «0?  <hj  «»;•••; 

ans  derselben  lasst  sich  eine  zweite^   unb^renzt  fortsetzbare 
Zahlenfolge 

(2)  So,    5i,    «2;  *  •  • 

bilden,  indem  man  die  ersten   1,  2,  8, .  . .  n, . . .  Zahlen  der 
Folge  (1)  dnrch  Addition  verbindet,  so  dass 


(3) 


Sl  =  «0  +  Ol 

«8  =  «0  +  «1  +  O» 


>  =  «o  +  «i  +  «»H l-a»- 

Wenn  nun  die  Zahlen  der  Folge  (2)  sich  einer  bestimmten, 
endlichen  Grenze  s  luhem,  wenn  also 
(4)*)  lim  s,  -=s, 

SO   nennt  man   die   aus  den  Zahlen  der  Folge  (1)  gebildete 
unendl/iche  Beihe 

OD 

(5)  «0  +  «1  +  «a  H =2*^ 

0 

canvergent  imd  s  ihren  Grenzwert.    Die  Zahlen  der  Folge  (2), 

*)  Es  ist  kaum  nöthig  zu  bemerken,  dass  bei  diesem  Grenzüber- 
gänge n  die  Reihe  der  positiven  ganzen  oder  der  natürlichen  Zahlen  ra 
durchlaufen  hat. 

/ 
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welche  endliche  Summen  von  Gliedern  der  Reihe  (5)  dar- 
stellen ^  bezeichnet  man  als  ParticUsummen  dieser  Reihe. 

Zeigen  die  Partialsummen  ein  anderes  Verhalten^  als  es 
hier  beschrieben  worden,  so  wird  die  unendliche  Reihe  diver- 
gent genannt.  Welche  Erscheinungen  eine  divergente  Reihe 
aufweisen  kann,  werden  die  nachfolgenden  Betrachtungen  so- 
gleich lehren.  • 

Der  directe,  allerdings  nur  selten  betretbare  Weg  zur 
Untersuchung  einer  Reite  auf  ihre  Convergenz  oder  Bivergem 
besteht  in  der  Bildung  der  allgemeinen  Partialsunune  Sn  und 
ihrer  Prüfung  fOr  ein  unbegrenzt  wachsendes  n.  Zwei  Bei- 
spiele werden  dieses  Verfahren  erlautem  und  zugleich  die  ver- 
schiedenen Formen  der  Divergenz  kennen  lehren. 

1)  Es  sei  X  eine  reelle  Zahl  und  ai  =  af]  die  hieraus 
entspringende  Reihe 

(6)  ^iai  =  l-\-x  +  x»+--- 

0 

ist  die  unendliche  geometrische  Progression;  ihre  allgemeine 
Partialsumme 

Sn  =  l  +  X  +  X^'\ \-X^=      ^_^ 

zeigt   nun   folgendes   Verhalten:    a)   Für   |  a;  |  <  1    convergirt 

0!:"+*  mit  bestandig  wachsendem  n  gegen  NuU,  s„  gegen  ^_  ? 
die  Reihe  (6)  ist  convergent  und  hat  den  Grenzwert 


l—x 


ß)  Für  x>l  wächst  a;*+^  und  auch  Sn  über  jeden  positiven 
Betrag  hinaas,  der  Grenzwert  von  s«  ist  -|-cx)  und  die  Reihe 
(6)  divergent,  y)  Ist  a:  <  —  1,  so  wächst  a^+^  und  damit 
auch  Sn  dem  Betrage  nach  über  jede  positive  Zahl  hinaus, 
wechselt  aber  beständig  sein  Vorzeichen,  da  der  Exponent  ab- 
wechselnd gerad,  ungerad  ist;  die  Reihe  (6)  ist  divergent  und 
man  sagt,  sie  schwanke  wünschen  —  oo  und  -{-oo.  d)  Für 
a;  =  1  verliert  der  Ausdruck  für  Sn  seine  Bestimmtheit;  in- 
dessen lässt  die  Reihe  selbst,  welche  nun  lautet  1  +  1  + 1  -| — , 
ihre  Divergenz  unmittelbar  erkennen,  und  zwar  ist  ihr  Grenz- 
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wert  -{-(x>.  s)  Ahnlicli  muss  ftlr  rc  =  —  1  auf  die  Reihe 
selbst^  d.  i.  1  —  1  +  1  —  1  +  •  •  •  gegrifiFen  werden,  deren 
Partialsummen  die  Zahlenfolge  1,  0, 1,  0, . . .  bilden;  die  Reihe 
(6)  ist  divergent  und  man  sagt,  sie  schtoa/fiJce  zwischen  0  und  1. 

Wie  dieses  Beispiel  zeigt,  tritt  die  Divergenz  entweder 
dadurch  zu  Tage,  dass  die  Partialsummen  schliesslich  mit  Bei- 
behaltung eines  bestimmten  Vorzeichens  dem  Betrage  nach 
grosser  werden  und  bleiben  als  jede  positive  Zahl  —  der  Grenz- 
wert der  Reihe  ist  +  oo  oder  —  oo  —  oder  dass  sie  bei 
numerischem  Wachsen  bestandig  ihr  Vorzeichen  wechseln  — 
der  Grenzwert  ist  unbestimmt  unendlich  —  oder  dass  sie 
zwischen  zwei  endlichen  Zahlen  schwanken  —  der  Grenzwert 
ist  unbestimmt. 

2)  Aus  der  unbegrenzt  fortsetzbaren  Folge  reeller  Zahlen 

bilde  man  die  neue  Folge 

dann  gehört  zu  der  unendlichen  Reihe 

«0  +  «1  +  «8  H 

die  allgemeine  Partialsunune 

^«=(«0  — «i)  +  («i  — «2)H (-(«n  — a»+i)  =  ao— ««+i7 

die  Reihe  ist  demnach  convergent,  wenn  On^i  niit  wachsendem 
n  gegen  eine  bestimmte  Grenze  convergirt;  ist  a  diese  Grenze, 
so  hat  die  Reihe  den  Grenzwert  s  =  aQ  —  a.    In  jedem  andern 
FaUe  ist  sie  divergent. 
Ist  beispielsweise 

1      

"'  ~  (i»  + » - 1)  (i>  +  »V  •  •  (i>  +  ff  + » -  iV 

also 

Oi^Ui  —  a,+i  —  (p+i)...Q,+g+i-i)(p+i_i  —  i+7+i) 
«±i 

so  ist   lim  «i  =  0,   die  Reihe   «o  +  ^  "I"  ^  H ^^   ^^^' 

vergent  und  5  =  «o  =  (^  _  i)^  . .  ^(^^  ^  _  i)  '^  Grenzwert, 
so  dass 


Digitized  by 


Google 


150  Erster  Theil.    Differential -Rechnung. 


!■ 


0 

g+» 


+ 


1»(J»  +  1)  •  •  •  (P  +  «  +  1) 


2' 


(p-l)j»--(p  +  4-l)' 
ist  also  insbesondere  p  >=  2,  $  ^  0,  so  folgt 

5^ l =  .^+^^+^  + 1 

.^  (»  +  l)(t  +  2)         1  •  2  ^  2  .  8    »^  8  .  4    ' 

und  fOr  p  =  2,  g  =  1    ergibt  sich 

2 2  .  2.2.  _^1 

_  (♦+l)(»  +  2)(t+  8)  ~  1  .2  .3    »'  2.  8  •4''"8.4.5'«  2* 

69.  Aus  dem  B^piffe  des  Grenzwertes  (15)  ergibt  sich 
die  nothwendige  Bedingung  f&r  die  Gonyergenz  einer  unend- 
lichen Reihe.  Soll  luLmlich  die  Reihe  (5)  conyergent  sein  und 
den  Grenzwert  s  besitzen^  so  muss  der  Unterschied  zwischen 
s  und  den  aufeinanderfolgenden  Partialsummen  schliesslich  dem 
Betrage  nach  kleiner  werden  und  bleiben,  als  eine  beliebig  klein 
festgesetzte  positive  Zahl  e ;  mit  anderen  Worten^  es  muss  sich 
zu  dem  gegebenen  s  eine  natürliche  Zahl  m  derart  bestimmen 


\Sn  —S\<S 

für  alle   n^m.    In  Folge  dessen  wird  es  auch  zu  ^  ^^® 
natürliche  Zahl  m'  geben  derart,  dass  sowohl 

l*.-«l<Y 
wie  auch 

wenn  nur  n  ^  ♦»',  welche  der  Zahlen  1,  2,  3 , . . .  auch  p  sein 
möge;  aus  diesen  beiden  Beziehungen  folgt  die  weitere 

\Sn^p  —  Sn\<B, 

oder,    da   s»  =  ao+ai+---+a,,    Sn+p  =  «o  +  «j  H 

+  a«  +  On+l  H h  On^pj 

(7)  10,4.1+ aH+2H \-an+p\<s. 

SoU  eine  Beihe  canvergent  sein,  so  muss  sich  ein  OUed  besHm- 
men  lassen,  von  welchem  an  die  Summe  bdidng  vieler  aufein- 


Digitized  by 


Google 


Vierter  Abschnitt.    Reihen.  151 

ander  folgender  Glieder  dem  absoltäen  Betrage  nach  Meiner  ist 
als  eine  im  voraus  festgesetzte  beliebig  kleine  positive  Zahl, 

Diese  Bedingung  ist  zur  Gonyergenz  auch  hinreichend; 
denn  ist  sie  für  n^=^m'  erfüllt,  so  kann  der  absolute  Betrag 
keiner  Partialsumme  Sn  (n  >  m')  grosser  sein  ab  |  Sm'  |  +  £:  die 
absoluten  Beträge  aller  dieser  Partiabummen  sind  also  zwischen 
die  Grenzen  \sm'\  und  |^'|-|-£  eingeschlossen,  die  sich  durch 
Wahl  des  s  beliebig  eng  ziehen  lassen. 

Aus  der  f&r  eine  convergente  Reihe  charakteristischen 
Eigenschaft  (7)  lassen  sich  wichtige  Folgerungen  ziehen. 

1)  Für  1)  =  1  lautet  (7) 

(8)  |a,+i|<« 

und  dies   ist  gleichbedeutend  mit  dem  Ansätze    lim   a«  =^  0. 

SoU  also  eine  Beihe  convergent  sein^  so  mtiss  ihr  allgemeines 
Glied  an  mit  beständig  wachsendem  n  der  Null  als  Grenze  sich 
nahem  oder  unendlich  Mein  werden.  Diese  Bedingung  ist  noth- 
wendig,  aber  nicht  hinreichend^  weü  es  auch  divergente 
Reihen  gibt,  welche  sie  erTÜlen,  wie  alsbald  gezeigt  werden 
wird. 

Man  kann  diesen  Ergebnissen  eine  kurze  Fassung  geben 
in  dem  Falle,  wo  die  Glieder  der  Reihe  rationale  Zahlen  sind, 
nämlich:  Die  Glieder  einer  unendlichen  Reihe  müssen,  soll  sie 
conveigent  sein,  eine  Elementarreihe  und  ihre  Partialsummen 
eine  Ihjkndamerttalreihe  bilden;  die  durch  diese  Fundamental- 
reihe definirte  Zahl  ist  der  Grenzwert  der  unendlichen  Reihe  (4). 

2)  Zerlegt  man  die  unendliche  Reihe  »o  +  ^i  +  ^  H 

in  die  endliche  Summe 

««  =  »0  +  «1  H h  »1. 

und  in  die  unendliche  Reihe 

(9)  o^+i  +  a^+aH , 

so  ist  diese  mit  der  ursprünglichen  zugleich  convergent;  denn 
ihre  aufeinanderfolgenden  Partialsummen  s^',  s^',  .  .  .  unter- 
scheiden sich  von  den  Partialsummen  Sn+i;  ^«+2;  •  •  •  der  ur- 
sprünglichen Reihe  um  den  festen  Betrag  s»,  indem 

S^+l  =  Sn  +  S^y         5»-f  2  =  S«  +  V  >  •  •  • ) 
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nähern  sich  daher  die  Zahlen  Sq,  s^^  Sg;  -  •  •  ^^^^^  Grenze  s,  so 
nähern  sich  die  Zahlen  5^',  5g',  s^\  . .  .  der  Grenze  5  —  s».  Zu- 
folge des  Satzes  (7)  ist  der  absolute  Betrag  des  Grenzwertes 
r«  Ton  (9)  kleiner  als  f,  sobald  n^m'.  Man  nennt  r«  den 
Best  der  bei  dem  m-|-  Iten  Gliede  a»  abgebrochenen  Reihe  (5). 
Es  lässt  sich  also,  wenn  die  Reihe  convergent  ist,  zu  einem 
beliebig  klein  festgesetzten  e  eine  natürliche  Zahl  m  derart 
bestimmen,  dass 

k.|<«, 

wenn  n>m  ist.  Dadurch,  dass  man  statt  des  Grenzwertes  s 
die  Partialsumme  Sm  oder  eine  höhere  nimmt,  wird  ein  Fehler 
begangen,  dessen  Betrag  höchstens  b  ist. 

Auf  dieser  Eigenschaft  beruht  die  Anwendung  der  con- 
yergenten  Reihen  in  der  Analjsis  zur  Darstellung  von  Zahlen; 
femer  ist  es  vermöge  derselben  bei  der  Untersuchung  einer 
Reihe  auf  Gonvergenz  gestattet ,  beliebig  yiele  Anfangsglieder 
ausser  Acht  zu  lassen,  was  yon  Wichtigkeit  ist,  wenn  dieselben 
Unregelmässigkeiten  zeigen. 

3)  Besteht  die  Reihe  Oo  +  ^  +  ^  "h  '  *  "  *^^  lauter 
positiven  Gliedern  und  ist  sie  convergent,  so  ist  auch  jede 
Reihe,  welche  aus  ihr  durch  Unterdrückung,  einer  endlichen 
oder  unendlichen  Anzahl*)  von  Gliedern  oder  durch  beliebige 
Zeichenänderung  an  den  Gliedern  entsteht,  convergent.  Denn 
die  Relation  (7),  wenn  sie  für  die  ursprüngliche  Reihe  be* 
standen  hat,  kann  durch  einen  solchen  Vorgang  nicht  auf- 
gehoben werden,  sie  besteht  vielmehr  im  Allgemeinen  fUr  die 
abgeänderte  Reihe  nur  noch  in  verstärktem  Maasse. 

70.  Aus  dem  Begriffe  der  Gonvergenz  und  Divergenz 
lassen  sich  die  folgenden  Sätze  erweisen: 

1)  Ist  die  Reihe    ^/'  g,-  convergent  und  s  ihr  Grenzwert, 

80  ist  auch  die  mit  Hilfe  eines  bestimmten  Ton  Null  veraghior^ 

idenen  k  gebildete  Reihe  ^*  h  g,-  konvergent  und  ks  ihr 
Grenzwert.  ^ 


*)  Z.  B.  durch  Weglassung  aller  Glieder  mit  geradem  oder  mit 
ungeradem  Zeiger  o.  dgl. 
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Denn  ist  Sn  die  Partialsumme  aus  den  n  +  1  Anfangs- 
gliedem  der  ersten  Reihe,  so  ist  kSn  die  entsprechende  Par- 
tialsumme der  zweiten,  und  convergirt  5„  fttr  lim  n  =  +  oo 
gegen  s,  so  convergirt  kSn  gleichzeitig  gegen  ks. 

War  dagegen  die  erste  Reihe  divergent,  so  ist  es  die 
zweite  auch. 

Mit  Hilfe  dieses  Satzes  ergibt  sich  beispielsweise  aus  der 
letzten  Gleichung  in  68,  dass 


$, 


_    _J ^        ,        ^        I        1       I         _1 

(t  +  !)(»  +  2)(t  +  3)         1  .  2  .  3    '    2  .  3  .  4    »"  3  •  4  •  5    '  4 

2)  Sind  die  Reihen   ^/  o,-  und    ^/  &,•  convergent  und  5,  t 
u  u 

ihre  Grenzwerte,  so  sind  auch  die  Reihen 

0  0 

convergent  und  s  +  ^,  s  —  i  beziehungsweise  ihre  Grenzwerte. 

Bezeichnet  man  nämlich  die  Partialsummen  aus  den  n  -\-  1 

ersten  Gliedern  der  vier  Reihen  der  Reihe  nach  durch  Sn,  tnj 

^ny   '^ny   ^O   ist 

^n  =  ^n,"r  ^«;  l^n  =  5» tu 

und  daraus  ergibt  sich,  wenn  man  den  Grenzübergang 
lim  n  =  +  oo  ausfahrt,  die  Richtigkeit  der  obigen  Behaup- 
tungen. 

Ist  nur  eine  der  beiden  ersten  Reihen  divergent,  so  gilt 
das  Nämliche  fdr  die  beiden  letzten  Reihen. 

Der  Satz  lässt  sich  auf  eine  beliebige  aber  beschränkte 
Anzahl  von  Reihen  ausdehnen. 

TL  Wir  wenden  uns  nun  der  speciellen  Betrachtung  von 
unendlichen  Heiken  mit  dtf/rchwegs  positiven  Oliedem  zu,  eines- 
theils,  weil  diese  Reihen  ausgezeichnete  Eigenschaften  besitzen, 
andemtheils,  weU  die  Betrachtung  der  anderen  Reihen  auf  sie 
zurückleitet.  Zunächst  sollen  Sätze  allgemeiner  Natur  vor- 
geführt werden. 

1)  Eine  JReihe  mit  durchwegs  positiven  Gliedern  ist  ent- 
weder convergent  oder  divergent  mit  dem  Grenewert  +  oo. 

Denn  die  Partialsummen  ^o'  ^i;  ^s?  -  *  -  ^^^^^  solchen  Reihe 
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bilden  eine  steigende  Folge  Ton  Zahlen^  bei  welcher  nur 
zweierlei  eintreten  kann:  entweder  bleiben  alle  Glieder  unter 
einer  festen  positiven  Zahl  und  nahem  sich  dann  nothwendig 
mit  bestandig  wachsendem  Zeiger  einer  bestimmten  Grenze, 
welche  jener  Zahl  höchstens  gleichkonmit  —  die  Reihe  ist 
dann  convergent;  oder  sie  werden  schliesslich  grosser  als  jede 
beliebige  positive  Zahl  —  die  Reihe  hat  dann  den  Grenz- 
wert +  (X>  . 

Hieraus  folgt ,  dass  die  Gonvergenz  einer  Reihe  mit  posi- 
tiven Gliedern  erwiesen  ist,  sobald  es  gelingt  zu  zeigen,  dass 
Sn  f&r  jedes  n  unter  einer  Zahl  Ä  verbleibt;  unter  dieser  Zahl 
bleibt  dann  auch  die  Summe  beliebig  vieler  aus  der  Reihe 
herausgegriffener  Glieder. 

2)  Ist  eine  Reihe  mü  durchwegs  positiven  Gliedern  conver- 
gent, so  bleibt  sie  es  aucft,  wenn  man  die  Glieder  anders  an- 
ordnet, und  behalt  denselben  Grenzwert. 

Würde  sich  die  Änderung  der  Anordnung  blos  auf  einen 
endlichen  Abschnitt  der  Reihe  beziehen,  so  bedürfte  der  Satz 
keines  Beweises.  Die  Änderung  soll  sich  aber  auf  die  Reihe 
in  ihrem  ganzen  Verlaufe  erstrecken,  d.  h.  ist 

(10)  o,  +  o,  +  0,  +  . . . 
die  ursprüngliche  und 

(11)  a«o  +  ö«i  +  »«.H 

die  transformirte  Reihe,  so  soll  zwischen  den  Zeigern  i  und 
Oi  eine  eindeutige  Beziehung  solcher  Art  bestehen,  dass  mit  i 
zugleich  auch  cci  über  jeden  Betrag  wachst;  dann  enthalt  die 
Reihe  (11)  alle  Glieder  von  (10)  und  nur  diese. 

Bezeichnet  s  den  Grenzwert  von  (10),  so  ist  jede  Partial- 
sunmie  von  (11)  kleiner  als  5,  weü  sie  aus  Gliedern  von  (10) 
besteht;  demnach  ist  (11)  thatsächlich  convergent. 

Man  wird  femer,  wie  gross  auch  n  ist,  so  viele  Glieder 
vom  Anfang  der  Reihe  (11)  nehmen  können,  dass  sich  damnter 
die  n  +  1  ersten  Glieder  von  (10)  befinden;  die  zugehörige 
Partialsumme  6a^  von  (11)  setzt  sich  dann  folgendermassen 
zusammen: 
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indem  sie  ausser  den  n-\-l  ersten  Gliedern  von  (11)  noch  Glieder 
mit  höheren  Zeigern  als  n  umfasst;  in  Folge  dessen  ist 

mit  zunehmendem  n  wächst  zugleich  die  Anzahl  der  Glieder 
von  6a^  über  jene  Grenze  hinaus  und  sinkt  der  Rest  r«  unter 
jeden  positiven  Betrag;   folglich  ist  für  lim  n  =  '\-  oo 

lim  6a^  =  lim  s» , 

also  6  =  s,  wenn  mit  6  der  Grenzwert  von  (11)  bezeichnet 
wird. 

Dass  eine  divergente  Reihe  aus  positiven  Gliedern  diver-* 
gent   bleibt,   wenn   man  ihre  Glieder   anders   anordnet,   folgt 
daraus,  dass  vermöge  (12) 

und  dass  Sn  mit  wachsendem  n  grösser  wird  als  jede  beliebige 
positive  Zahl. 

8)  Wenn  num  in  einer  convergenten  Beihe  aus  positiven 
GUedem  die  Glieder  gruppenweise  zusammenfasst  und  aus  den 
Summen  dieser  Gruppen  eine  neue  Beihe  bildet,  so  ist  diese 
ebenfaUs  convergent  und  hat  densdben  Greniswert  wie  die  u/r- 
sprüngUche. 

Denn  die  Partialsummen  der  neuen  Reihe  kommen  unter 
den  Partialsummen  der  ursprünglichen  Reihe  vor  und  nähern 
sich  daher  der  nämlichen  Grenze  wie  diese.  Diese  Schlussweise 
zeigt  übrigens,  dass  der  Satz  fOr  jede  convergente  Reihe  gilt. 

Dass  aus  einer  divergenten  Reihe  mit  positiven  Gliedern 
durch  den  beschriebenen  Vorgang  wieder  eine  divergente  Reihe 
entsteht,  erkennt  man  auf  die  nämliche  Art. 

Umgekehrt  bleibt  eine  convergente  Reihe  aus  positiven 
Gliedern  auch  dann  convergent,  wenn  man  einzelne  oder  aUe 
Glieder  in  Summen  positiver  Zahlen  auflöst. 

Die  Eigenschaften  2)  und  3)  begründen  eine  vollständige 
Analogie  zwischen  unendlichen  Reihen  mit  positiven  Gliedern 
einerseits  und  endlichen  Summen  andrerseits;  sowie  der  Wert 
der  letzteren  unabhängig  ist  von  der  Anordnung  und  gruppen- 
weisen Zusanmienfassung  der  Summanden,  ist  dort  der  Grenz- 
wert unabhängig  von  der  Anordnung  und  gruppenweisen  Zu- 
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sammenfassung   der   Olieder;    aus    diesem   Grande   bezeichnet 
man  hier  den  Grenzwert  auch  als  Summe  der  tmendüchen  Beihe, 

72.  Zur  Entscheidung  der  Frage^  ob  eine  vorgelegte  Reihe 
aus  positiven  Gliedern  —  selbstverständlich  eine  solche^  deren 
allgemeines  Glied  a«  mit  wachsendem  n  der  Grenze  Null  sich 
nähert  —  convergent  oder  divergent  sei,  gibt  es  ein  fOr  alle 
Falle  anwendbares  Verfahren  nicht.  Die  Hilfemittel,  deren 
man  sich  dabei  bedient,  stützen  sich  zumeist  auf  die  Verglei-. 
chung  mit  einer  Reihe  von  bereits  bekanntem  Verhalten,  und 
als  solche  dient  insbesondere  die  unendliche  geometrische  Reihe. 
*  Einige  der  hierher  gehörigen  Sätze  sind  nachstehend  entwickelt. 

1)  Ist  die  Beihe  ^^ai  aus  positiven  Gliedern  convergent, 

0 

s  ihre   Summe,   und  die   Beihe    ^/  6» ,  ebenfalls  aus  positiven 

u 

Gliedern,  so  beschaffen,  dass  wenigstens  von  einem  Werte  n+  1 

des  Zeigers  angefangen  beständig  h  <  o,-  ist,  so  ist  auch  ^»  h 
convergent.  ^ 

Denn  die  Partialsummen  der  Reihe 

sind  dann  kleiner  als    die   gleichstelligen  Partialsummen    der 
Reihe 

diese  aber  wieder  sämmtlich  kleiner  als  s  —  Sn]  infolge  dessen 
ist  die  erstangeschriebene  Reihe  coiivergent  (71,  1)),  ihre  Sunmie 

kleiner   als   s  —  Sn,   daher   auch    ^jh   convergent  und   ihre 

n  « 

Summe  kleiner  als   ^T  t, •  +  s  —  Sn- 

0 

Daraus   ergibt   sich  als  Folgerung:   Ist   xf<^   divergent 

0 

und  von  einem  Werte  n  -f-  1  des  Zeigers  angefangen  beständig 
bi>ai,   so  ist  auch  die  Reihe   ^/h  divergent.     Denn  wäre 
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^/&f   convergent,  so  müsste  es  nach  dem  obigen  Satze  auch 

0 

yfaj  sein,  gegen  die  Voraussetzung. 

0 

Von   dieser  Folgerung  kann  Gebrauch   gemacht   werden 
bei  Beurtheilung  der  Reihe 

(13)  T  +  -I-  +  I  +  I  +  --' 

welche  unter  dem  Namen  der  iuirmonischen  Beihe  als  Ver- 
gleichsreihe häufige  Anwendung  findet.  Fasst  man  die  Glieder 
gruppenweise  wie  folgt  zusammen  (71,  3)): 

i+s+(i+!)+a+i+;+j)+(i+-+i)+-. 

so  sind  die  Glieder  dieser  neuen  Reihe  Tom  dritten  ange&ngen 
grosser  als  die  gleichgestellten  Glieder  der  Reihe 

1  +  1  +  A  +  1  +  A  +  ... 

oder 

1  +  1  +  1  +  1  +  ... 

welche  divergent  ist;  folglich  ist  auch  die  Reihe  (13)  divergent. 
2)   Wenn  in  der  Beihe   xf  ^>  ^w<5  positiven  Gliedern  der 

0 

Quotient  — ^^  von  einer  Stelle  n  des  Zeigers  angefangen  Meiner 


a. 


bleibt  <üs  ein  echter  Bruch,  so  ist  die  Beihe  oonvergent;  bleibt 
er  von  dort  an  grösser  als  ein  unechter  Bmch,  so  ist  die  Beihe 
divergent. 

Denn  ist  6  <  1  und 


^=±i<e 


«.+1 


so  ist 
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a»+2<a«+i0<ane* 
an+s<an+2e<a»e* 


Ton  dem  Werte  n  -|-  1  ^^  Zeigers  angefangen  sind  abo  die 
Glieder  der  vorgelegten  Reihe  kleiner  als  die  correspondiren« 
den  Glieder  einer  geometrischen  Reihe  mit  echtgebrochenem 
Quotienten,  die  convergent  ist  (68,  1));  nach  dem  vorangehen- 

den  Satze  .ist  es  also  auch  die  Reihe    ^,*'  Oj . 

Die  Addition  der  letzten  Ungleichungen  gibt 

e 


r»<a«e(i  +  e  +  e«H )  =  a. 


1  — e 


und  dies  zeigt  an,  dass  der  Rest  der  Reihe,  wenn  man  sie  bei 

a  e 
dem  Gliede  a»  abbricht,  kleiner  ist  als      *     • 

Der   Beweis   des   zweiten   Theils    ist    ebenso   zu   fahren; 


man  kommt  so  zu  der  Erkenntnis,  dass  die  Glieder  der   ^^Of 

Yon  n-\-  1  angefangen  nunmehr  grösser  sind  als  die  corre< 
spondirenden  Glieder  einer  geometrischen  Reihe  mit  unecht 
gebrochenem  Quotienten,  welche  als  divergent  erkannt  wor- 
den ist. 

Aus  dem  obigen  Satze  fliesst  der  nachstehende  als  Folge- 
rung:   Ist  lim  -^i^  =  Jc^  so  ist   ^a,-  canvergentj  wenn  Ä<1, 

wnd  divergerUy  wenn  Ä  >  1;  im  FaUe,  dass  Jfc  =  1,  kcmn  keine 
Entscheidmig  getroffen  werden. 

Denn  ist  jfe  <  1   und  schaltet  man  zwischen  h  und  1  den 
echten  Bruch  0  ein,  so  lässt  sich  nothwendig  ein  Wert  n  des 

Zeigers  .bestimmen,  von  welchem  an  fortab  -^^^<6.     Und 

ist  h>\  und  schaltet  man  zwischen  1  und  Tc  den  unechten 
Bruch  1  +  «Ö-  ein,  so  muss  sich  ein  Wert  n  des  Zeigers  be- 

stimmen  lassen,  von  welchem  an  fortab  — ^^>  1  +  -d". 

Dieser  Satz  kommt  bei  der  Beurtheilung  von  Reihen  am 
häufigsten  zur  Anwendung. 
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In  der  Reihe 

■  ■> 

WO  a>0,  ist 

^«  =*                       .         <Tii  1  1  = 

«.+._  « 

"         1.2-..*'          ""        1.2. ..(n+1)' 

««          n+1 

159 


daher   lim   -^^^  =  0,  wie  gross  auch  die  Zahl  a  sein  mag;  die 

angeschriebene  Reihe  ist  also  immer  convergent;  auch  wenn 
a  n^atiy  ist  (69,  3)). 

Dagegen  ist  in  der  Reihe 

T  +  Y  +  y"< — ' 

wo  wieder  a  >  0,  wenn  man  die  Bezeichnung  der  Glieder  mit 
dl  beginnt^ 

^  4-1 

und   lim   -^^^  =  ^  7  <iiö  Reihe  ist  somit  nur  dann  convergent, 

wenn  a  ein  positiver  echter  Bruch  ist;  sie  ist  es  aber  auch, 
wenn  a  ein  negativer  echter  Bruch  ist  (69,  3)).  Für  a  =  1, 
wo  das  Kriterium  unwirksam  würde,  ist  die  Reihe  als  diver- 
gent bereits  bekannt. 

Bezüglich  der  Reihe 

?  +  2^  +  ^  +  --  (*>0) 

trifft  das  Kriterium  keine  Entscheidung;  denn  beginnt  man 
mit  Oj,  so  ist 

und  somit   lim     *      =  1 . 

3)  Ist  in  einer  Reihe  ^»o^  mit  positiven  Gliedern  lim   ioi 

nicW   Nully  mrd   also    a<  iw   Vergleiche  eu  ^    bei  beständig 

taa>disendem  i  unendlich  Mein  von  der  ersten  oder  einer  niedri- 
geren Ordnung,  so  ist  die  Seihe  divergent 
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Welches  auch  der  genannte  Orenzwert  ist,  immer  lässt  sich 
eine  positive  unter  ihm  li^nde  Zahl  a  angeben  derart,  dass 
von  einem  Werte  n  des  Zeigers  angefangen  das  Product  ia,- 
grösser  bleibt  als  a^  so  dass 

(n+  l)a«4_i>a, 


woraus 


a»  +  a.+,  +  ...>«(i-  +  ^^  +  ..); 


der  Rest  r«  der  vorgelegten  Reihe  ist  abo  grosser  als  der  mit 
a  multiplicirte  Rest  der  harmonischen  Reihe,  die  als  diver- 
gent erkannt  worden  ist;  folglich  ist  auch  Sai  divergent. 

Daraus  ergibt  sich  beispielsweise  die  Divergenz  der  Reihe 


2- 


V 

weil     .  ,   .    in  Bezui?  auf  -^   unendlich   klein  wird    von   der 
ersten  Ordnung;  ebenso  folgt  daraus  die  Divergenz  der  Reihe 

ü 

far  l>  <  1,  weil  dann  --  in  Bezug  auf  —  unendlich  klein  von 

niedrigerer  als  der  ersten  Ordnung  ist;   hiemach  ist  z.  B.  die 
Reihe 

-1-4.1-4-^-4. 

darin  sämmtliche  Wurzeln  mit  demselben  Zeichen  genommen, 
divergent. 

4)    Wenn    in   einer  Beihe   ^f  ai  aus  positiven   Gliedern 
lim  i^-^^at  bei  p>ö  nicht  unendlich  ist,  wenn  also   ai  in 

Be^sug  auf  ^  ^^  beständig  wachsendem  i  unendlich  Mein  von 

höherer  als  der  ersten  Ordnung  wird,  so  ist  die  Beihe  convergent 

Welches  auch  der  genannte  Grenzwert  ist,  so  lässt  sich 

zu  einer  über  ihm  liegenden  Zahl  ß  ein  Zeigerwert  n  bestimmen, 
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Ton  welchem  angefangen  das  Prodnct  i^+'^ot  besföndig  kleiner 
bleibt  als  ß,  so  dass 

n^+'an.<ß 

(n  +  ly+POn+i  <  ß  . 


worans 

ß 


(14) 


«»< 


Die  mit  Ausschluss  von  X'=0  durchwegs  stetige  Function 
f(x^  = besitzt  an  jeder  Stelle  einen  Differentialquotien- 

ten  f'(x)  =    ^  .    ,  infolge  dessen  kann  auf  dieselbe  der  Mittel- 

cc 

wertsatz  (87,  2))  angewendet  werden  und  gibt 

^~  p(x+h)p^  {x  +  Qh)'+p'       (0<ö<i); 

setzt  man  hierin  o;  =  n,  A  =  1,  statt  p  einen  anderen  Buch- 
staben, z.  B.  1/,  und  beachtet,  dass  die  rechte  Seite  für  6  »»  1 
ihren  kleinsten  Wert  erreicht,  so  folgt 
1  J 1 

(»+1)1+"^  vn"         v{n  +  lY 

und  nach  Multiplication  mit  ß  unter  Rücksichtnahme  auf  (14) 

Bildet  man  die  Summe  dieser  Ungleichheiten,  so  entsteht  rechts 
eine  Reihe  von  dem  Baue  der  Reihe  in  68,  2);  dieselbe  ist 
convergent,  weil 

lim    ' — -  =  0, 

und  ihr  Grenzwert  ist  — ; ;  mithin  ist 
vir' 

Canber,  Yorlefimg«!!.  I.  11 
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und  ^i  üi  =  ^/  üi  +  r«  <^,*  tti  -\ ^  ^   womit    die   Reihe 

0  0  0  ^^ 

als  convergent  erwiesen  ist  (71,  1)). 

Diesem  Satze  zufolge  ist  z.  B.  jede  Reihe 

worin  t/>  1,  convergent,  also  insbesondere  auch 

i-    -1-    JL   -l-    1    -l- 
1»    T    2»    ~r    8»    ~r  ■  ■  ■ 

JL  .  JL  +  J_  +  .... 

1/1«   ^  }/2»^  l/P  ^ 

78.  Indem  wir  uns  nun  der  Betrachtung  solcher  Reihen 
zuwenden,  welche  positive  und  negaMve  Glieder  in  wnbegrenzter 
AneaM  enthalten,  knüpfen  wir  zunächst  an  die  69,  3)  auf- 
gestellte Folgerung  an,  dass  eine  convergente  Reihe  aus  durch- 
wegs positiven  Gliedern  convergent  bleibt,  wenn  man  die  Vor- 
zeichen der  Olieder  beliebig  verändert.  Daraus  folgt  durch 
ümkehrung  die  Thatsache,  dass  eine  Reihe  mit  beliebig  be- 
zeichneten Gliedern  sicher  convergent  ist,  wenn  diese  Eigen- 
schaft der  aus  den  Absolutwerten  ihrer  Glieder  gebildeten 
Reihe  zukommt.  Von  einer  solchen  Reihe  sagt  man,  sie  sei 
absolut  convergent  Die  wesentlichen  Eigenschaften  solcher 
Reihen  drückt  der  folgende  Satz  aus: 

Der  Grenzwert  einer  absolut  convergenten  Beihe  aus  posi- 
tiven und  negativen  Gliedern  in  unbeschränkter  AneaKt  ist  gleich 
der  Summe  der  Beihe,  die  aus  den  positiven  Gliedern  gebildet 
wirdj  vermindert  um  die  Summe  der  Beihe,  welche  aus  den  Ab- 
solutwerten der  negativen  Glieder  sich  sffusammensetzt  Er  ist 
unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder. 

Sei 
(15)  ao  +  a,  +  a,  +  ... 

die  gegebene  Reihe,  s  ihr  Grenzwert,  5«  ihre  allgemeine  Par- 
tialsumme; 
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(16)  |a„|  +  |a^H_|a^|  +  ... 

die  Reihe  aus  den  absoluten  Werten  -der  Glieder  von  (15), 
welche  als  convergent  vorausgesetzt  wird,  6  ihr  Grenzwert, 
6n  ihre  allgemeine  Partialsumme;  femer  seien  a^,  o^,  c^,"- 
die  Indices  der  positiven  Glieder  in  der  Ordnung,  in  welcher 
sie  in  (15)  auftreten,  und  ebenso  /S^,  /J^,  ft;  •  •  •  ^®  Zeiger 
der  negativen  Glieder;  dann  sind  die  Reihen 

(17)  aa,  +  a«,  +  a«.  H 

(18)  |a^J  +  |a^J  +  |a^J  +  ... 

beide  nothwendig  convergent;  denn  jede  geht  aus  der  conver- 
genten  Reihe  (16)  durch  Unterdrückung  eines  Theiles  der 
Glieder  hervor  (69,  3)). 

Die  PartiaLsumme  s„  von  (15)  umfasse  positive  Glieder 
bis  zum  Zeiger  a^,  negative  Glieder  bis  zum  Zeiger  ^^j  wer- 
den die  bis  zu  diesen  Gliedern  reichenden  Partialsummen  von 
(17)  und  (18)  mit  ta  y  beziehungsweise  Uß^  bezeichnet,  so  ist 

(19)  Sn=ta^  —  Uß^', 

wächst  mm  n  unaufhörlich,  so  nehmen  auch  die  Gliederzahlen 
der  rechtsstehenden  Partialsummen  beständig  zu  und  über- 
schreiten nach  und  nach  jede  natürliche  Zahl;  demnach  nahem 
sich  für  lim  w  =  +  c»  ta  y  u^^  den  Summen  t,  u  der  Reihen 
(17),  (18),  so  dass 

(20)  5  =  <  — M. 

Damit  ist  der  erste  Theil  der  Behauptung  erwiesen.  Der 
zweite  Theil  ergibt  sich  daraus,  dass  ty  u  imgeändert  bleiben, 
wenn  man  die  Glieder  in  (17)  und  (18)  anders  anordnet 
(71,  2)) ;  demzufolge  hängt  auch  s  nicht  ab  von  der  Anord- 
nung der  Glieder  in  der  ursprünglichen  Reihe  (15). 

Eine  absolut  convergente  Reihe  weist  also  wie  eine  Reihe 
aus  positiven  Gliedern  das  Merkmal  einer  endlichen  Simmie 
auf,  von  der  Anordnung  der  Glieder  unabhängig  zu  sein;  daher 
kann  auch  der  Grenzwert  einer  solchen  Reihe  als  Summe  der- 
selben bezeichnet  werden. 

74.  Eine  Reihe  aus  positiven  und  negativen  Gliedern 
kann  aber  auch  convergent  sein,  ohne  dass  es  die  Reihe  aus 
den  absoluten  Werten  ihrer  Glieder  ist;  man  nennt  die  Reihe 


11^ 
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dann  bedingt  conver^ent.  Sie  erfüllt  die  Bedingung  69;  (7)  und 
insbesondere  ist  auch   lim   a»  =  0,  die  aus  den  Absolutwerten 

der  Glieder  gebildete  Reihe  dagegen  hat  den  Grenzwert  -f-  oq  . 

Wahrend  also  eine  absolut  convergente  Reihe  schon  ver- 
möge der  Grösse  ihrer  Glieder  convergirt,  tritt  dies  bei  einer 
bedingt  convergenten  erst  daurch  den  Wechsel  des  Vorzeichens 
ein.  Von  den  bedingt  conyergenten  Reihen  gilt  nun  der  fol- 
gende Satz: 

Der  Grenzwert  einer  bedingt  convergenten  Beihe  ist  abhängig 
von  der  Anordnung  der  Glieder;  man  kann  ihn  dwrch  ent- 
sprechende Beihung  der  Glieder  jeder  beliebigen  Zahl  A  gleich 
machen. 

Es  sei  wieder  (15)  die  gegebene  Reihe,  welche  als  con- 
yergent  vorausgesetzt  wird,  während  die  aus  ihr  abgeleitete 
(16)  jetzt  divergent  ist.  Infolge  dessen  müssen  auch  beide 
Reihen  (17)  und  (18)  divergent  sein;  denn  wäre  es  nur, eine 
von  beiden,  so  würde  sich  aus  der  immer  noch  zurecht  be- 
stehenden Beziehung  (19)  für  lim  n  =  +  oo  entweder  5  =  +  oo 
oder  5  =  —  00  ergeben,  je  nachdem  man  (17)  oder  (18)  diver- 
gent annähme;  beides  steht  im  Widerspruche  mit  der  Voraus- 
setzung. 

Welches  nun  auch  die  Zahl  A  ist  (die  wir  zunächst  als 
positiv  uns  denken  wollen),  so  lässt  sich  die  Reihe  (17)  vom 
AnfEuig  aus  in  Gruppen  G^,  G^y  G^y...  und  die  Reihe  (18) 
in  Gruppen  Gq,  G^,  G^\  •  •  •  *)  zerlegen  derart,  dass 

während  sich  die  Ungleichheit  umkehrte  oder  in  eine  Glei- 
chung verwandelte,  wenn  man  das  letzte  Glied  der  Ghiippe  Gq 
ausliesse;  dass  femer 

Go—G^'<A, 

während   sich   die   Ungleichheit   bei   Fortlassung    des    letzten 
Gliedes,  der  Gruppe  G^  umkehrte  oder  in  eine  Gleichung  ver- 
wandelte; dass  weiters 
G,-G,'+G,>A 

*)  Die  Buchstaben  sollen  zugleich  die  Summen  der  betreffenden 
Gruppen,  die  unter  UmsiAnden  auch  eingliedrig  sein  können,  beseichnen. 
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und 

mit  derselben  Znsatzbemerkung  u.  s.  f.    In  dieser  Anordnung 
bilden  also  die  Glieder  der  Reihe  (15)  eine  neue  Reihe 
(21)  G,  -  Go'+  G,  -  G,'+  G,  -  G,'+  ■  ■  • 

von  solcher  Art,  dass  eine  mit  6r»  schliessende  Partialsumme 
Un  grösser  ist  als  Äy  jedoch  so 

Un  —  Ä^a^y 
wenn  a^  das  letzte  Glied  der  Gruppe  Gn,  und  dass  eine  bei 
—  Gn  schliessende  Partialsumme  Un  kleiner  ist  als  Ä,  jedoch 
so^  dass 

Ä-2:,<\a,'\,*) 

wenn  |  a^'  |  das  letzte  Glied  der  Gruppe  Gn  ist. 

Da  nun  mit  n  zugleich  sowohl  fi  wie  auch  fi  bestandig  und 
über  jeden  Betrag  hinaus  wachst  und  da  lima^^  sowohl  wie 
lim  I  üfi'  I  Null  isty  so  zeigen  die  beiden  letzten  Ungleichungen^ 
dass  die  Unterschiede  2^«  —  A^  A  —  27«  mit  beständig  wachsen- 
dem n  schliesslich  unter  jeden  positiven  Betrag  herabsinken^ 
so  dass 

lim  27»  =  lim  27»  ^=  Ay 

d.  h.  in  der  durch  (21)  gekennzeichneten  Anordnung  ihrer 
Glieder  hat  die  Reihe  (15)  den  beliebig  festgesetzten  Grenz- 
wert A, 

Wäre  A  negativ^  so  hätte  man  mit  einer  negativ  genom- 
menen Gruppe  aus  (18)  zu  beginnen  und  zwischen  beiden  Reihen 
abzuwechseln. 

Da  der  Grenzwert  einer  bedingt  convergenten  Reihe  erst 
durch  eine  bestimmte  Anordnung  der  Glieder  gegeben  ist^  so 
fehlt  einer  solchen  Reihe  der  Charakter  einer  endlichen  Summe; 
es  empfiehlt  sich  daher  nicht,  jenen  Grenzwert  als  Summe  der 
Reihe  zu  bezeichnen. 

Aus  dem  Zusammenhalt  der  beiden  Sätze  dieses  und  des 
vorigen  Artikels  geht  hervor,  dass  eine  Reihe  aus  positiven 


*)  Das  Gleichheitszeichen  käme  in  Kraft,  wenn  einmal  nach  Weg- 
laBsung  des  letzten  Gliedes  die  Partialsumme  dem  A  gerade  gleich 
würde. 
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und  negatiyen  Oliedem  in  unbeschränkter  AnzaM  nur  dann 
bei  jeder  Anordnung  der  Glieder  convergent  ist  und  denselben 
Grenzwert  besitzt,  wenn  sie  absohä  convergirt. 

Über  die  Addition  und  Subtraction  convergenter  Reiben 
wurde  in  70,  2)  ein  Satz  aufgestellt,  der  für  absolut  conyer- 
gente  Reihen  eine  Erweiterung  dahin  erfahrt,  dass  die  Glieder 
der  beiden  gegebenen  Reihen  in  beliebiger  Reihenfolge  durch 
Addition  respectiye  Subtraction  zu  einer  Reihe  verbunden  werden 
dürfen,  und  dass  diese  immer  gegen  die  Summe,  respective  die 
Differenz  der  Grenzwerte  der  gegebenen  Reihen  convergirt. 

Für  absolut  convergente  Reihen  gilt  aber  auch  ein  Mul- 
tiplicationstheorem,  das  folgendermaassen  lautet:  Sind  die  Seihen 

^,  an  und  ^  bn  absolut  convergent  und  s,  t  ihre  Grenzwerte, 
so  ist  auch  die  Beihe  ^  Cn  mit  dem  allgemeinen  Gliede 

0 
Cn  =  Oobn  +  aibn^l  +  (hbn-2  H h  ««&0 

convergent  und  st  ihr  Grenzwert, 

Bildet  man  nämlich  das  Product 

5n^  =  (OO  +  «1  H h  »n)(&0  +  bx-\ (-  &«) 

aus  den  Pai-tialsummen  der  w  +  1  ersten  Glieder  der  beiden 
gegebenen  Reihen  und  vergleicht  dasselbe  mit  der  Partialsumme 

der  2n  +  1   ersten  Glieder  der  neuen  Reihe  ^  Cn ,  so  zeigt 

0 

sich  folgendes:  Alle  Bestandtheile  des  erstgedachten  Productes 
kommen  in  Ugn  vor;  es  enthält  aber  u%n  überdies  alle  jene 
Producte  von  der  Form  a^6y,  in  welchen  einer  der  beiden 
Zeiger  jit,  v  die  Zahl  n  überschreitet,  die  Summe  fi  +  v  beider 
Zeiger  aber  nicht  über  2n  hinausgeht;  diese  überschüssigen 
Glieder  von  Ws«  gestatten  folgende  Anordnung 

a„+i(feo  +  *i  -I f-  ^nr-i)  +  ^1.4-1  («0  +  «1  H h  ö«-i) 

+  an+i(bo  +  fei  H h  bn-ft)  +  fe„4.2(ao  +  ö^i  H h  a«-») 

+  a^i{bo  +  bi-\ h  fen-j)  +  bn+9{ao  +  ai  -| 1-  a^-s) 

+  «2nfeo  +  binCh 
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oder 

Mithin  ist 

\thn-Sntn\<\an^l\\tn^l\  +  \an-^i\\tn-t\'\ h  |  »>«  |  |  M 

weiters  gilt  für  jedes  m^n  —  1 

|5m|<|ao|  +  |aiH h  |an~i| 

l^l<|6o|  +  i6i|  +  --  +  |6«-i|, 
wobei  das  üngleichlieitszeiclieii  nur  im  Falle   9»  «=  n  —  1    in 
ein  Gleichheitszeichen  übergehen  kann;  daher  ist  in  yersförktem 


l«*.-«»^i<(|&o|  +  |6i|+-+|&»-i|)(|aH-i|  +  l«H-«H--+l«»-i) 
+(iao|  +  |oxH--+|a»_i|)(|6H-iH-|6-+«l+-+l&.«|); 
die  ersten  Factoren  der  beiden  rechtsstehenden  Producte  con- 

vergiren  wegen  der  vorausgesetzten  Gonyergenz  yon  ^V  |  a»  | 
und  ^  I  bn  I    mit    wachsendem   n  gegen   bestimmte    endliche 

0 

Grenzen  y  die  zweiten  Factoren  sinken  schliesslich  aus  dem 
immlichen  Grunde  unter  jeden  noch  so  kleinen  positiven  Be- 
trag herab  (69);  daraus  folgt  ^  dass  der  ganze  rechtsstehende 
Ausdruck  mit  wachsendem  n  schliesslich  kleiner  wird  als  jede 
noch  so  kleine  positive  Zahl;  deshalb  ist 

hm\ti2n  —  Sntn\   =0, 

also 

lim  Hin  =  st. 

Damit  ist  aber  die  Convergenz  der  Reihe  ^.Cn  und  st 
als  ihr  Grenzwert  erwiesen.  ® 

75.  Unter  den  Reihen  mit  positiven  und  negativen  Gliedern 
sind  die  aitemirenden  Beihen,  bei  welchen  positive  und  nega- 
tive Glieder  miteinander  abwechseln,  besonders  bemerkenswert. 
Für  solche  Reihen  gibt  es  ein  in  vielen  fUlen  brauchbares 
Gonvergenzmerkmal,  das  in  dem  folgenden  Satze  enthalten  ist. 
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Wenn  in  einer  cUtemirenden  Beihe  die  absoluten  Beträge 
der  Glieder  beständig  dbriehmen  und  schliesslich  gegen  die  Grenze 
Nfdl  convergiren,  so  ist  die  Beihe  convergent. 

Es  sei  für  jedes  i  a,-  >  0  und 

(22)  ao-a,  +  a,-...  +  (-l)-a„  +  .-. 

die  gegebene  Reihe;  femer  aQ>€^>a^>"'  und   lim  a»  =  0. 
Aus  der  Darstellung  »=»+» 

Sip-i  =  (ao  —  ai)  +  («2  —  0^3)  H h  (ösi»-a  —  a^p^i) 

folgt y  dass  Sip^i  als  Siimme  positiver  Zahlen  mit  p  T^hst, 
dass  also  die  Partialsummen 

(23)  s,,  S3,  %  . . . 
eine  steigende  Reihe  bilden. 

Aus  den  beiden  Darstellungen 

Sip  =  00  —  (ai  —  «2)  —  (o»  —  a^) ((hp-i —  (hp) 

=  (öo  —  Ol)  +  (aa  —  aa)  H f-  (ajp-s  —  «2^-1)  +  «ii> 

folgt,  und  zwar  aus  der  ersten^  dass  s^p  mit  p  beständig  ab- 
nimmt,  aus  der  zweiten,  dass  es  immer  positiv  ist,  dass  also 
die  Partialsummen 

(24)  So,  «2;  hr- 

sammtlich  positiv  sind  und  eine  fallende  Reihe  bilden;   diese 
muss    daher    nothwendig    einen   Orenzwert    besitzen,    der    s'' 
heissen  möge. 
Da  aber 

so  ist 

Sip^i  =  Sip  —  a%p<Sip<,So  =  aof 

es  bleiben  also  die  Zahlen  der  steigenden  Reihe.  (23)  unter 
einer  festen  Zahl,  somit  besitzt  auch  diese  Reihe  einen  Grenz- 
wert, er  heisse  s\ 
Weil  jedoch 

Sip   Sip^l    =    Uipy 

so  ist  für  limj)  =  00 

lim  (Sip  —  S2P-1)  =  lim  oj^  =  0 , 
also    lim  s^p  =  s"  =  lim  s^p— 1  =  s\   d.  h.   die  beiden  Reihen 
(23)  und  (24)  convergiren  gegen  denselben  Grenzwert  s,  die 
erste  wachsend,  die  zweite  abnehmend,  so  dass 


Digitized  by 


Google 


Vierter  Abschnitt.    Reihen.  169 

S2p-i<S<Sip] 

beachtet  man  den  Unterschied  zwischen  s^p  und  s^p— i;  so 
ergibt  sich,  dass  sowohl  das  Zuwenig,  wenn  man  s^p— i,  wie 
das  Zuviel,  wenn  man  Sip  statt  des  Grenzwertes  nimmt,  kleiner 
ist  als  Oip . 

76.    Beispiele,     1)   Die   Bedingungen   des    obigen   Satzes 
erfQllt  die  Reihe 

(25)  I-4  +  T-T+-' 

sie  ist  daher  conyergent,  jedoch  nicht  absolut  convergent,  weil 
die  aus  den  absoluten  Werten  der  Glieder  gebildete  Reihe,  die 
harmonische,  divergent  ist  (72,  1)).  Bei  dieser  Anordnung  der 
Glieder  hat  die  Reihe  einen  Grenzwert,  welcher  liegt  zwischen 

1  und  Y;  öbenso  zwischen  ^  iiiid  -r-,  zwischen  -^  und  ^  u.  s.  w., 

Grenzen,  welche  immer  näher  zusammenrücken. 

Bei  cmderer  Anordnung  der  Glieder,  z.  B.   bei   der   An- 
ordnung 

(26)  T+T-I  +  TH-I-T  +  ---' 

bleibt  sie  zwar  convergent,  hat  aber  einen  anderen  Grenzwert, 
,wie  man  sogleich  erkennt,  wenn  man  die  positiven   Glieder- 
paare zusammenzieht  (71, 3));  ihr  Grenzwert  liegt  dann  zwischen 

-~  ^nd  -^,  also  über  -r-,  während  er  bei   der  früheren  unter 

y  war.  Man  kann  übrigens  die  Beziehung  der  beiden  Grenz- 
werte genau  feststellen;  bezeichnet  man  den  von  (25)  mit  8, 
so  ist  (71,  3)) 

^=(t-y  +  t-t)  +  (t-t  +  t-t)  +  --^ 

femer  auch  (70,  1)) 

T  "^  \Y  ~  T/  +  \T  ~  T/  "I         ' 

addirt  man  beide  Gleichungen,  so  ergibt  sich  (70,  2)) 
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und  rechts  steht  nun  die  Reihe  (26)  bei  erl)aubter  Zusammen- 
fassung der  Glieder  in  Gruppen;   heisst  also  s'  der  Grenzwert 

3 

dieser  Reihe,  so  ist  5'=  y^- 
2)  Die  Reihe 

erfüllt  die  Bedingungen  der  Convergenz  für  jedes  p>  0]  ab- 
solut convergent  ist  sie  aber  nur,  wenn  p>lf  dagegen  nur 
bedingt  convergent,  wenn  p<,l  (72,  3),  4)).  Wir  behalten 
den  letzteren  Fall  im  Auge  und  ordnen  die  Glieder  wie  folgt  um: 

(28)  1-J-1_1  +  1-l1_1j . 

V      /  iP     •    3P         2P         6P         'JP         4P 

In  der  Reihe  (27)  ist  die  Partialsumme  der  2n  ersten  Glieder 
-1 


Si, 


'2j'  (2i  +  l)P        2j\2ty' 


0        '  '       '  1 

in  der  Reihe  (28)  die  Partialsumme  aus  den  3»  ersten  Gliedern 

2n— 1 

1  ^r»    1 


''''  ~S  (2i+l)P  ~2^P' 


(2i  +lf        ^  (20P 

in  Folge  dessen 

ersetzt  man  rechts  sammtliche  Glieder,  n  an  der  Zahl,  durch 
,  so  ist  sie  verkleinert  worden,  daher  ist 

n  -^~P 

58«  —  S2n  >  -rT7  = 


Mit  beständig   wachsendem  n   wird   die   rechte   Seite    wegen 

1 — 1>>0  schliesslich  grösser  als  jeder  positive  Betrag,  San 

convergirt  gegen  den  Grenzwert  von  (27)  (71,  3)),  mithin  ist 

lim  Ss«  =  -(-  00 

und  gleiches  gilt  fQr  si^+i  und  «s^+a,  weil  S8«<S3'n4.i<sin4-a- 
Die  Reihe  (27)  hat  also  durch  die  Umstellung  (28)  ihre  Con- 
vergenz verloren  und  den  Grenzwert  -j-  <^  erlangt.  Man 
überzeugt  sich  durch  ganz  analoge  Schlüsse,  dass  sie  bei  der 
Anordnung 
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2P         4P     '    IP         6''         »P     •    »P     • 

den  Grenzwert  — oo  hat. 

77.    Die  Untersuchung  vnenälicher  Produde  führt  auf  die 
Betrachtung  unendlicher  Reihen  zurück. 
Ist 

(29)  ao,    ai,    Oj  ■  •  • 

eine  unbegrenzt  fortsetzbare  Folge  reeller  Zahlen,  deren  keine 
Null  ist,  und  bildet  man  aus  ihr  die  neue  Folge 

(30)  Poy   Ä,   ft,--, 
indem  man 

nimmt,  so  ist  auch  kein  Glied  dieser  neuen  Folge  gleich.  Null; 
man  sagt  dann,  das  unencßiche  Product 

(31)  a^a^a^"*=Jilai 

0 

sei  convergenty  wenn  p„  mit  bestandig  wachsendem  n  einer 
bestimmten  von  Null  yerschiedenen  Grenze  sich  nähert;  diese 
Grenze  ]impn=p 

nennt  man  den  Grenzwert  des  unendlichen  Producks.  In  jedem 
andern  Falle  heisst  das  Product  (31)  divergent.  Die  Producte 
(30)  von  [1],  2,  3, . . .  Factoren  belegt  man  mit  dem  Namen 
Partialproducte. 

Da  das  Vorzeichen  des  Productes  aus  der  (endlich  vor- 
ausgesetzten) Anzahl  der  negativen  Factoren  im  voraus  be- 
stimmt werden  kann,  so  darf  man  sich  blos  mit  dem  absoluten 
Werte  des  Productes  befassen  und  daher  alle  Factoren  (29)  als 
positiv  voraussetzen.     Dann  folgt  aus 

Ipn  =  laQ  +  lai-\ \'lan 

sofort,  dass  die  hinreichende  und  nothwendige  Bedingung  zur 
Convergenz  des  Productes  (31)  in  der  Convergenz  der  Reihe 

?.  ao  +  ?.  Ol  +  Z.  o^  H 

gelegen  ist;  denn  ist  diese  Reihe  convergent  und  s  ihr  Grenz- 
wert, so  ist  es  auch  das  Product  und  e*  sein  Grenzwert;  ist 
die  Reihe  divergent,  so  iöt  es  auch  das  Product. 
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Zur  Gonvergenz  der  letztangeschriebenen  Reihe  ist  es  aber 
noth wendig,  dass    lim  ü.a«  =  0  sei;  zur  Convei^enz  des  Pro- 

ductes  (31)  ist  es  also  noühwendig^  dass  lim  a«  =  1   sei. 

Aus  diesem  Grunde  werden  die  Factoren  des  Productes 
in  der  Form 

a,"  =  1  +  di 

dargestellt  imd  es  ist  dann 

(32)  lim  a«  =  0 

eine  zur  Gonvergenz  nothwendige  Bedingung.  Im  übrigen 
können  die  Zahlen  a,-  entweder  durchwegs  positiv,  oder  durch- 
wegs negativ  oder  theils  positiv,  theils  negativ  (beides  in  einer 
unbeschränkten  Anzahl  von  malen),  die  Factoren  des  JProductes 
also  sämmtlich  unechte,  sammÜich  echte  oder  theilweise  un- 
echte, theilweise  echte  Brüche  sein.  In  dem  Falle,  wo  die  a< 
durchgehends  oder  zum  Theil  negativ  sind,  darf  man  annehmen, 
dass  sie  dem  Betrage  nach  unter  der  Einheit  liegen.  Denn 
vermöge  (32)  muss  dies,  wenn  es  nicht  schon  vom  Anfang  an 
der  Fall  ist,  von  einem  Werte  w  +  1  des  Zeigers  ange&ngen 
noth  wendig  anhalten;  dann  denke  man  sich  die  Factoren 
Oo,  ^1 , . . .  a»    abgeschieden   und   erstrecke   die   Untersuchung 

blos  auf  das  unendliche  Product  /  /  a*  ;  ist  dieses  convergent 

und  p  sein  Grenzwert,  so  ist  es  auch  das  ursprüngliche  mit 
dem  Grenzwerte  pnP\  ist  es  divergent,  so   gilt  dies  auch  von 

tia. 

0 

Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  wenden  wir  uns 
dazu,  die  folgenden  Sätze  über  imendliche  Producte  nachzu- 
weisen. 

1)  Ist  a/ =  0  für  alle  Zeigerwertey  so  ist  das  Product 
11  (X  -\'  ««•)  convergent,  wenn  die  Beihe  ^  a,-  convergirt,  und 

0  0 

divergent  mit  dem  Grenzwerte  +cx),  wewn  die  Beihe  diver- 
gent  ist. 

Aus  der  Entwicklung  von 
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P,  =  1  +  «0  +  «1  +  «2  -I 1-  «n  +  S, 

WO  S  die  Summe  der  durchwegs  positiven  Producte  der 
ooy  aiy..,an  zu  zwei^  drei,  . . .  n  Factoren  andeutet^  folgt 

wemi    <y«  =  «0  +  «1  +  •  •  •  +  a« .     Ist  nun  ^  «t   divergent, 

0 

so  wächst  6n  mit  n  über  jeden  positiven  Betrag  (71,  1)),  somit 
ist  lim  1>«  =  +  cx). 

Dadurch   ist  der  zweite  Theil  der  Behauptung,  zugleich 

*  aber  auch  erwiesen,  dass  die  Convergenz  der  Reihe  ^  «,-  eine 

0 

nothwendige  Bedingung  der  Convergenz  des  Productes  ist. 
Dass  diese  Bedingung  auch  ausreicht,  ergibt  sich  auf  folgende 
Weise. 

Vermöge  der  Convergenz  von  ^^Oi  lasst  sich  der  Zeiger 
n  so  bestimmen,  dass  ^ 

«n+l  +  «n4-2  H h  CCn^r  <  ?  <  1 

für  jedes  r;  da  nun 

(1 +  «,+,)(! +  «-+«)•••  (l  +  a«+r) 
=  1  +  «,+1  +  «»+,  + h  a,+r  +  £»-\-£»  -\ \-£r, 

■wo  S^,  Zf,...£r  die  Stimmen  der  Producte  der  ccn+i,  ««4.2,... 
ecn^r  ZU  zwei,  drei,  . .  .r  bedeuten  und  da  femer 

Si  <  («,+1  H h  or,+r)*,        2i  <  (ttn+X  H h  Un+rY,  •  ■  ' 

2;  <(«.+, +  .••  +  «,+,/, 

80  ist  fClr  jedes  r  aus  der  natürlichen  Zahlenreihe  (68,  1)) 
somit  auch 

ii (1  +  «0 < iTT^  «^  3«^««  »*; 

0  ^ 

daraus  folgt  die  Convergenz  der  Reihe  ^  l.  (1  +  cd)  (71, 1)) 

0 

und  aus  dieser  auf  Grund  der  vorausgeschickten  Erörterung 
auch  die  Convergenz  des  Productes  j[  /  (1  +  «•)• 

0 
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Weil  eine  Reihe  ^cci  von  der  hier  vorausgesetzten  Be- 

0 

schaffenheit  unabhängig  von  der  Anordnung  der  Glieder  con- 
vergirt  und  immer  denselben  Grenzwert  besitzt^  so  hat  auch 

das  zugeordnete  Product  /  /  (1  +  ««)  einen  von  der  Reihen- 

0 

folge  der  Pactoren  unabhängigen  Grenzwert,  der  daher  kurz 
als   Wert  des  unendlichen  Frodudes  bezeichnet  wird. 

2)  Ist  Of  >  0  für  aUe  Werte  des  Zeigers,  so  ist  das  Pro- 

OD  OD 

du>ct  j[  /  (1  —  «0   convergent,  wenn    die  Beihe  ^  Oi    conver- 

0  0 

gent  ist,  und  divergent  mit  dem  Grenzwerte  Null,  wenn  die  Beihe 
divergent  ist. 
Aus 

l)„  =  (l-ao)(l-ai)---(l-a«) 

folgt  nach  einfacher  Umformung 

nach  einer  eingangs  gemachten  Bemerkung  darf  man  voraus- 
setzen, dass  alle  o^  echte  Brüche  sind,  insbesondere,  dass 
a,-  <  0  <  1  für  jeden  Wert  von  i;  dann  ist  das  auf  der  rechten 
Seite  von  (33)  befindliche  Product  ein  solches  von  der  frühe- 
ren Art  und  es  hat  lim  — ,  daher  auch  ]im  pn  einen  bestimm- 
ten  von  NuU  verschiedenen  Wert,  wenn  die  Reihe 
(34)  r-^5^  +  j-^^^—  +  j-^^^—  H 

^      ^  1  —  «p     '     1  —  «1     '    1  —  a,     ' 

convergent  ist;  dagegen  hat   lim   —  den  Wert  +oo,  ist  also 

n=-|-ao  Pn 

lim  ^„  =  0,  wenn  diese  Reihe  divergent  ist. 
Ist  nun  die  Reihe 

«0  +  «1  +  «2  H 

convergent,  so  ist  es  auch  (34);  denn  zunächst  ist  es  (70,  1)) 
sicher  die  Reihe 


a« 


'1  —  e~i  — e' 
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und  wenn  diese^  so  ist  es  auch  die  Reihe  (34)^  weil  nach  der 
getroffenen  Voraussetzung  «,-  <  0,  die  Glieder  yon  (34)  kleiner 
sind  als  die  correspondirenden  Glieder  der  letztangeschriebenen 
Reihe  (72,  1)).     Und  ist  die  Reihe 

«0  +  öfi  +  «2  H 

divergent,  so  ist  es  auch  (34),  weil  die  Glieder  von  (34)  grösser 
sind  als  die  entsprechenden  Glieder  dieser  Reihe. 

Biermit  ist  der  Satz  in  seinem  ganzen  Umfange  erwiesen. 
Dass  auch  ein  unendliches  Product  dieser  Zusammensetzung 
seinem  Grenzwerte  nach  unabhängig  ist  von  der  Anordnung 
der  Factoren,  ergibt  sich  durch  denselben  Schluss  wie  unter  1). 

3)  Sind  die  cci  verschieden  b&seichnet  und  positive  wie 
negative  in  unbegrenzter  Anzahl  vorhanden,  so  ist  das  Froduct 

I  lO-  "h  ^)    convergent  und  seinem    Grenzwerte   nach  umh- 

0 

00 

hängig  von  der  Beihenfolge  der  Fa>ctoren,  wenn  die  JReihe  ^ccj 
absohU  convergent  ist,  d.  h,  wenn  auch  ^  \ «,- 1  convergvrt. 

u 
Das  Partialproduct  pn  von    I  1(1  -}-  «»)   enthalte  n'  Fac- 

0 

toren  mit  positiven  a,-  —  ihr  Product  heisse  77«'  —  und  w" 
Factoren  mit  negativen  a,-  —  ihr  Product  heisse  77«";  dann 
ist  w'  +  w"  =  w  und 

Pn  =  77^'  77;'' ; 
mit  n  wachsen  zugleich  n',  n"  über  jede  natürliche  Zahl  hinaus. 

Ist  nun, .wie  vorausgesetzt  wurde,  ^^a»  absolut  convergent, 

so  convergirt  (73)  die  Reihe  aus  den  positiven  a,-  und  mit  ihr 
dem  Falle  1)  zufolge  auch  das  Product  77^'  nach  einem  von 
der  Ordnung  der  Factoren  unabhängigen  Grenzwerte  77';  es 
convergirt  aber  auch  die  Reihe  aus  den  negativen  c«,-  und  mit 
ihr  dem  Falle  2)  zufolge  auch  das  Product  77«''  nach  eineüi 
von  der  Ordnung  der  Factoren  unabhängigen  Grenzwerte  77". 

Demzufolge  hat  auch  das  Product  £lO-'h  ^)  '^©i  jeder  An- 

0 
Ordnung  seiner  Factoren  einen  und  denselben  Grenzwert 

p  =  77' 77". 
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Den  absolut  convergenten  Producten  stehen  bedingt  con- 
yergente  gegenüber;  es  sind  dies  solche,  d^ren  zugehörige  aus 
positiven  und  negativen  Gliedern  in  unbegrenzter  Anzahl  zu- 
sammengesetzte   Reihe   ^cci    bedingt    convergent    ist    (74). 

0 

Hier  kann  nur  von  einem  Grenzwerte  bei  bestimmter  Anord- 
nung der  Fadoren  die  Rede  sein;  doch  soll  hierauf  nicht  weiter 
eingegangen  werden. 

78.    Beispiele,     1)  Das  Product 

(1+^)(1+^0(1+^)(1+^)-- 

ist  nur  dann  convergent,  wenn  es  die  Reihe  ic  +  a?*-}'^*H 

ist,  d.  h.  für  rc*  <  1 .  *)     Dies  zeigt  auch  das  Partialproduct 

l),=  (l+rr)(l+a;»)...(l+a^") 

=  l+a?  +  a^  +  a:»H h  a;*'*^'~'  =  ^  7^'^ 

an;    denn    filr   lim  w  =  -|-  oo    convergirt   dasselbe    nur    dann 

gegen  eine  bestimmte  Grenze,  wenn  |a;|<l,  und  zwar  gegen 

die  Grenze 

1 

2)  Die  Producte 

(>-4)('-i)('-i)-/  '^ 

sind  divergent  —  wegen  der  Divergenz  der  Reihe  t+2"I"3  "I — y 
—  und  zwar  divergirt  das  erste  gegen  +  oo ,  das  zweite  gegen 
Null. 

3)  Das  Product 

(i+i)('-4)(i+4)(>-l)- 

ist  convergent;  es  hat  bei  dieser  Anordnung  der  Factoren 
einen  bestimmten  Grenzwert,  einen  anderen  aber,  wenn  man 
die  Reihenfolge  der  Factoren  abändert. 

*)  Nach  Weglassung  des  ersten  Gliedes  bleibt  nämlich  eine  geo- 
metrische Beihe  mit  dem  Quotienten  x^  übrig. 
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4)  Das  Product 

A    A    A    A    JL    A 
T's'Y'ö'ö't 

auf  die  normale  Form  gebracht  lautet 

(•+4-)(i-4)(>+-9('-T)(i+i)-i 

und  nun  erkennt  man  seine  Gonvergenz,  weil  die  Reihe 

1  8     '     8  b   ~  6 

convergent  ist  (76);  aber  auch  hier  ist  die  Convergenz  eine 
bedingte,  weil  die  Reihe  Y  +  y  +  Y^^T'^T"^'**  ^^^ 
-i-  +  y  +  -J  H divergent  ist*). 

5)  Um  das  Product 

a_     g  4-  1     a  +  2 

b  '  b  +  1  '  b  +  2  '"^ 

in  welchem  a,  b  positive  Zahlen  bedeuten,  zu  beurtheilen, 
bringe  man  es  auf  die  Form 

(l  +  £^)(,  +  i^)(l+J^)  +  ..., 

nun  erkennt  man  sogleich  seine  Divergenz  aus  der  Divergenz 
der  Reihe 

6^5  +  1^6  +  2^ 

(TS,  3));  und  zwar  ist  der  Grenzwert  des  Productes  4~  <^  ^ 
a>b  und  0  für  a  <  ft. 

79.  Die  Untersuchung  unendlicher  Beihen  mit  camplexen 
Gliedern  fBhrt  auf  Reihen  mit  reellen  Oliedem  zurück.  Man 
definirt  eine  Reihe 

(35)  «o  +  ^i  +  o^H , 


•)  Da  -y  +  T'^T     '  ■  *^^®^®^^  ^^  (^^»  ^^  ^^  "^^^  ^Ö»  80  ist 
es  anch 

(78,  D),  umBomehr  also 

12        2 

T+T+T+-- 


Csnber,  Vorleaun^n.    I.  12 
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deren  Glieder  complexe  Zahlen  sind,  als  convergent,  wenn  es 
eine  complexe  Zahl  s  gibt  derart,  dass  die  Partialsumme  Sn 
aus  den  n  + 1  ersten  Gliedern  von  (35)  sich  ihr  bei  unbegrenzt 
wachsendem   n  als   Grenze  nähert,   so   dass   lim   s»  =  5;   die 

Zahl  8  bezeichnet  man  als  Grenzwert  der  Reihe  (35).  Es  lasst 
sich  nun  der  folgende  Satz  erweisen: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Con- 

vergenz  der  Beihe  ^.ck  besteht  in  der  Convergem  der  Beihs 

u 

aus  den  reellen  Bestandtheüen  und  der  Beihe  der  Coefßcienten 
von  i  in  den  aufeincmderfolgenden  Gliedern  a^,  o^,  Og . . .  • 

Ist  nämlich  o»  =  a»  +  ß^i ,  5  =  (J  +  ri,  sind  femer 
6n ,  tn  die  Partialsummen  aus  den  w  -|-  1  ersten  Gliedern  der 
reellen  Reihen 

(36)  a^  +  «^  +  «^  +  .  .  . 
(36*)  ß^  +  ß^  +  ß^  +  .,,^ 

so  ist 

5„  =  oo  +  ai  H h  ««  =  <^«  +  Tni; 

soll  nun  8  der  Grenzwert  von  s„  für  lim  n  =  -|-  oo  sein,  so 
muss  sich  zu  einem  positiven  beliebig  kleinen  a  eine  natür- 
liche Zahl  m  derart  bestimmen  lassen,  dass 

(37)  \Sn  —  s\  =  \{6n  —  6)  +  {Xn—r)i\<B 

ist  für  jedes  w  ^  w ,  wobei  der  absolute  Wert  einer  complexen 
Grosse  im  Sinne  von  6,  d.  i.  als  Modtü  derselben  zu  verstehen 
ist;  denn  eine  veränderliche  complexe  Zahl  kann  nicht  anders 
der  Grenze  Null  sich  nähern,  als  dass  dies  der  reelle  Theil 
und  der  Goefficient  der  imaginären  Einheit,  jeder  für  sich, 
thut;  dann  aber  nähert  sich  auch  der  Modul  der  Grenze  Null, 
da  er  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  Quadratsumme  der 
beiden  genannten  Zahlen  ist.  Statt  also  zu  verlangen,  die 
complexe  Zahl  5«  —  s  selbst  convergire  gegen  die  Grenze  Null, 
kann  man  diese  Fordenmg  in  Bezug  auf  ihren  absoluten  Wert 
oder  Modul  stellen;  dies  ist  aber  der  wesentliche  Inhalt  der 
Relation  (37). 
Da  nun 

|(<y-  -  ff)  +  {tn  -t)i\  =  il/(tf,-tf)«  +  (r,-r)»l 
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und 


\<fn-<f\^\V(<ln  -  9)*  +  {U-ry\ 

Ir,-r|^|y(tf,-<T)«  +  (r,-r)«|, 
SO  finden  mit  (37)  gleichzeitig  die  Beziehungen 

(38)  \6n  —  ^\<B,  |r,  — r|<£ 

statt  f£Lr  jedes  n  ^  m;  hiermit  aber  ist  gesagt,  dass  die  Reihen 
(36)  und  (36*)  convergent  sind  und  die  Grenzwerte  <y,  resp.  x 
besitzen  (69). 

Es  reichen  aber   auch   umgekehrt   die  Beziehungen   (38) 
zur  Convergenz  von  (35)  hin;  denn  aus  ihnen  folgt 

|V(tf,-<T)«  +  (r»-t)*|<«y2, 
i  i. 

|(<y«  —  <y)  +  (rn  —  t)i\^  \Sn  —  s\  <  e  y2 

für  jedes  n^m. 

Aus  der  für  eine  convergente  Breihe  hiermit  gewonnenen 
Beziehung 

0  0  0 

folgt  unmittelbar,  dass  die  linksstehende  Reihe  nur  dann  einen 
von  der  Anordnung  ihrer  Glieder  unabhängigen  Gh-enzwert 
besitzt,  wenn  die  Reihen 

0  0 

absolut  convergiren,  d.  h.  wenn  auch  die  Reihen 

0  0 

convergent  sind.  Wenn  aber  dies  stattfindet,  so  convergirt 
(70,  2))  auch  die  Reihe 

0 

und  weil 

\an\  =  \yal+Ji\<\a„\  +  \ß,\, 


12* 
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so    convergirt    (72^  1))   auch    die    Reihe    aus    den    absoluten 

Werten  oder  Modubn  der  einzekien  Glieder  von  ^^»n,  d.  i.  die 
Reihe  "" 

0 

Da  man,  von  dieser  letzten  Annahme  ausgehend,   auf  Grund 
der  Ungleichungen 

\an\^\Vi^TJl\  =  W\ 
\ßn\^\yal+ßl\  =  \a^ 

wieder  zur  Convergenz  der  Reihen  ^  | o«  [  und  ^  \ßn\   ge- 
führt wird,  so  gilt  der  Satz:  ^  ^ 

'  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass 

die  Reihe  ^a»  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  convergire 

0 

uml  einen  von  der  Anordnung  unabhängigen  Grenzwert  besitze^ 
besteht  in  der  Convergenz  der  Reihe  ^  |a»|  aus  den  absoluten 


0 


Werten  oder  Modul/n  der  Glieder,  oder,  wie  man  dies  ausdrückt, 
in  der  absoluten  Convergenz  der  Reihe. 

Im  Wesen  kommt  also,  wie  dies  schon  eingangs  angedeutet 
worden,  die  Untersuchung  yon  Reihen  mit  complexen  Gliedern 
auf  die  Untersuchung  einer  oder  zweier  Reihen  mit  reellen 
Gliedern  zurück. 

§  2.    Reihen  mit  variabeln  QUedem. 

80.  Für  einen  Bereich  der  stetigen  Variabeln  x  sei  eine 
unbegrenzt  fortsetzbare  Folge  von  eindeutigen  reellen  Functionen 

(1)  ^  =  fo(^)f       Wl^/iW,       «S—^iW;--- 
definirt;  die  aus  diesen  Functionen  gebildete  unendliche  Reihe 

(2)  t*o  +  Wi  +  «S  H 

sei  nicht  blos  für  einen  einzelnen  Wert  von  x,  sondern  für 
alle  Werte  eines  Continuums  (a,  ß),  das  jenem  Bereiche  an- 
gehört, convergent;  dann  constituiren  die  zu  diesen  Werten 
des  X  gehörigen  Grenzwerte  der  Reihe  (2)  eine  Function  von 


Digitized  by 


Google 


Vierter  Abschnitt.    Beihen.  181 

x^  Ton  welcher  man  sagfe^  sie  sei  durch  die  unendliche  Reihe 

(2)  defiuirt.  Bezeichnet  man  diese  Function  mit  f{x)j  so  gilt 
für  alle  Werte  x  aus  dem  Intervall  (a,  ß) 

(3)  m=^u,=^f,(x). 

Hiermit  ist  dem  BegrüSe  nach  folgendes  ausgesagt:  Ist  x 
ein  Wert  aus  (a,  ß)y  so  I&sst  sich  zu  einem  beliebig  klein 
festgesetzten  positiven  e  eine  natürliche  Zahl  m  bestimmen 
derart,  dass 

(4)  \Un+l  +  Un  +  %  -I h  ttn-f.pl  <  S 

für  w  ^  w  und  jeden  Wert  von  p  aus  der  natürlichen  Zahlen- 
reihe^ dass  also  auch  insbesondere  der  zu  der  Partialsumme 

(5)  Sn{x)  =  Wo  +  tti  H f-  Mh 

gehörige  Rest 

(6)  rn{x)  =  Un+i  -f  W„+2  -| 

für  n^m  seinem  Betrage  nach  kleiner  ist  als  «.  Die  Par- 
tialsumme 8n{x)  stellt  dann  für  den  betrachteten  Wert  x  die 
Function  f{x)  mit  einem  Fehler  dar^  dessen  absoluter  Wert 
unter  s  liegt.  Man  kann  den  Inhalt  der  Gleichung  (3)  auch 
in  der  Form 

(7)  f{x)  =    lim  8n{x) 

darstellen;  gleichzeitig  findet  die  Beziehung 

(8)  lim   rn(x)  =  0 

statt. 

Die  natürliche  Zahl  m^  welche  zu  einem  gegebenen  x 
gehört  derart;  dass 

\rn{x)\<e 

far  jeden  n  ^  m,  wird  —  das  liegt  in  der  Natur  der  Sache  — 
für  verschiedene  Werte  von  x  auch  verschiedene  Werte  auf- 
weisen; das  heisst  mit  anderen  Worten  soviel  als,  dass  man, 
um  einen  festgesetzten  Gb«d  der  Annäherung  an  den  Grenzwert 
fix)  zu  erreichen,  in  der  Folge  der  Partialsummen  bei  ver- 
schiedenen Werten  von  x  verschieden  weit  vorschreiten  müsse. 
Giebt  es  aber  unter  den  m^  welche  zu  den  Werten  des  x 
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aus  dem  Intervalle  (a,  ß)  gehören,  ein  grösstes,  Jf,  so  wird 
dieses  för  alle  Werte  von  x  die  Bedingung  erfüllen,  dass 

\rn(x)\<8 

filr  jedes  n^  M,  In  diesem  Falle  bezeichnet  man  die  un- 
endliche Reihe  (2)  als  gleichmässig  convergent  in  dem  Inter- 
valle (a,  ß). 

Wenn  dagegen  kein  grösstes  m  bezeichnet  werden  kann, 
wenn  also  zu  einer  beliebig  grossen  natürlichen  Zahl  x  ein  a: 
aus  (a,  ß)  angegeben  werden  kann,  für  welches  das  zur  Relation 
I  rn(x)  I  <  s  gehörige  m  grösser  ist  als  x,  dann  heisst  die  Reihe 
in  dem  Intervalle  (a,  ß)  ungleichmässig  convergent. 

Hiemach  hat  man  folgende  Definition:  Die  Beihe  (2) 
heisst  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  gleichmässig  cowoergent,  wenn  zu 
einem  belidyig  Meinen  positiven  e  eine  natürliche  ZaM  m  sich  so 
bestimmen  lässt,  dass  für  jeden  Wert  von  x  aus  dem  gencmnten 
IntervaMe 

kn(^)|<f, 

sobald  n^m  ist. 

Die  Reihe  (2)  kann  für  einen  Wert  x  aus  (a,  ß)  entweder 
absolut  oder  bedingt  convergent  sein;  ersteres  findet  dann  statt, 
wenn  alle  ihre  Glieder  gleich  bezeichnet  sind,  und  wenn  sie 
ungleich  bezeichnet  sind,  nur  dann,  wenn  auch 

convergent  ist;  nur  in  diesem  Falle  hat  f(x)  die  Eigenschaften 
einer  Summe  von  (2).  Bei  bedingter  Convergenz  ist  der  Wert 
von  f(x)  mit  der  Ajaordnung  der  Glieder  untrennbar  ver- 
bunden. 

Ist  die  Reihe  (2)  für  jeden  Wert  von  x  aus  (a,  ß)  absolut 
convergent,  so  nennt  man  sie  absolut  convergent  in  dem  Inter- 
valle (a,  ß). 

Was  die  Stetigkeit  des  Grenzwertes  f(x)  in  dem  Inter- 
valle (a,  ß)  anlangt,  so  möge  vorerst  nur  folgendes  bemerkt 
werden.  Nach  einer  am  Schlüsse  von  18  gemachten  Bemer- 
kung ist  eine  endliche  Summe  von  stetigen  Functionen  selbst 
wieder  eine  stetige  Function.  Wie  die  Beispiele  der  nächsten 
Nummer  zeigen  werden,  gilt  dies  für  den  Grenzwert  einer 
unendlichen  Reihe  aus  stetigen  Functionen  nicht  immer;  zugleich 
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wird  die  Wahmehmung  gemacht  werden,  dass  das  Unstetig- 
werden des  Grenzwertes  und  ungleichmässige  Convergenz  der 
Reihe  neben  einander  hergehende  Erscheinungen  sind. 
8L    Beispiele.     1)  Die  Reihe 

sin  «  j^  sin  2a;  j^  sin  Bx    ^ 
-JT-i        2^i        gl-  i 

ist  für  alle  Werte  von  x  absolut  und  gleichmässig  convergent. 
Denn  es  ist  die  Reihe 

convergent  (72,  4)),  in  Folge  dessen  auch  die  Reihe 

[sinrcl    I    [sin  2a;  [    ,    [sin  3a?  [    , 

— Y«        I  2  •         '  3*         '  ' 

weil  ihre  Glieder  im  Allgemeinen  kleiner,  in  keinem  Falle 
grösser  sind  als  die  correspondirenden  Glieder  der  vorangehen- 
den (72,  1)).  Dadurch  ist  die  absolute  Convergenz  erwiesen. 
Aus  der  Convergenz  der  Vergleichsreihe  folgt,  dass  sich 
eine  natürliche  Zahl  m  bestimmen  lasst  derart,  dass 
1         ,1.1, 


(n  +  !)•    '    (n  +  2)>    ^    (n  +  3) 
für  jedes  w  ^  w;  da  nun  für  jedes  x 
sin  (n  +  l)x  _,    8in(n  -\-2)x    .  1  1 


^i  + 


(n+l)'^(«  +  2)» 


80  ist  auch  fOr  jedes  x 


8in(n  +  l)a;    ,    sin  (n  +  2)a;     , 


(n  +  i)t     -r     (n+2)« 
sobald  n  ^  m ;   damit  ist   die  gleichmassige  Convergenz   dar- 
gethan. 

2)  Aus  den  Functionen 

bilde  man  nach  Vorschrift  von  68,  2)  die  Reihe 

{%  —  ^i)  +  K  —  «^2)  +  («^2  —  t^j)  H ; 

d.i. 

(1 -o;)  +  (1 -a;>  +  (1  -  a;)r^^  +  . . ., 

welche  nach  den  dortigen  Ausführungen  convergent  ist,  wenn 
lim  Vn  eine  bestimmte  Zahl  v  entspricht,  und  zwar  ist  dann 

v^  —  V   ihr    Grenzwert.     Nun    aber  hat    t;»  =  i»"    nur    dann 
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einen  befitinunten  Grenzwert,  wenn  |^|<1  oder  wenn  x=^ly 
und  zwar  ist  im  ersten  Falle  dieser  Grenzwert  v  ^^0,  im 
zweiten  Falle  f  *»  1 ;  sonach  hat  die  vorliegende  Reihe  für 
alle  Werte  z  aus  dem  Interyalle  ( —  1,  +1),  mit  Ausschluss 
der  unteren  Grenze  — 1,  einen  bestimmten  Grenzwert,  näm- 
lich för  alle  Werte  zwischen  — 1  und  -f- 1  den  Grenzwert  1, 
fär  :v  =  4"  1  selbst  den  Grenzwert  0;  die  Beihe  definirt  also 
eine  im  Allgemeinen  stetige  (weü  constante)  Function,  welche 
jedoch  an  der  Stelle  a;  =  -f"  1  unstetig  wird. 

Um  die  Art  der  Gonvergenz  naher  zu  prüfen,  bilden  wir 
den  Rest 

rn{x)  =  (t;,+i  —  rn+a)  +  (t;,.+2  —  f;„+8)  4 ; 

dieser  hat  für  |a:|  <  1  den  Grenzwert  t;«+i  =:ii^+i,  so  dass 

verlangt  man  nun  zu  einem  gegebenen  1  >  £  >  0  die  zu- 
gehörige Zahl  m,  so  ist  die  Relation 

nach  n  zu  losen  und  dies  gibt,  wenn  man  beachtet,  dass  im 
natürlichen  Logarithmensjstem  (wie  in  jedem  System,  dessen 
Basis  grosser  ist  als  1)  zu  dem  kleineren  von  zwei  echten 
Brüchen  der  dem  Betrage  nach  grössere  Logarithmus  gehört. 


n> 


1, 


l\x\ 

so  dass  m  die  nächste  über  dem  Wert  der  rechten  Seite  liegende 
ganze  Zahl  ist. 

Indem  sich  nun  |  sC  \  der  Grenze  1  nähert,  wächst  die  Zahl 
m  über  jeden  Betrag  hinaus;  in  der  Nahe  der  Stellen  — 1 
und  -^  1  hört  die  Reihe  auf  gleichmässig  convergent  zu  sein, 
sie  ist  es  aber  in  jedem  Intervalle,  dessen  Grenzen  dem  ab- 
soluten Werte  nach  kleiner  sind  als  1. 

3)  Aus  der  unbegrenzten  Folge  von  Functionen 

11  1 


1  '       ^^~  x+l*       ''«       2x  +  1 ' 
entsteht  nach  der  in  2)  befolgten  Vorschrift  die  Reihe 
4. ? I ? I 


1  (x+  l)^{x  +  1)(2ä  +  1)  ^  (2a:  +  1)(8«  +  1) 
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für  o;  >  0  sind  alle  Functionen  v  endlich  und  stetig,  ebenso 
alle  Olieder  der  Reihe,  und  weil  anter  dieser  Voraussetzung 

lim  Vn  = 7—7  =  0  ist,  so  hat  die  Reihe  den  Ton  x  un- 

,=+«  nx+l 

abhängigen  Grenzwert  t?^  ==  1 .     Für  ic  =  0  ist   lim  Vn  =  1, 

der  Grenzwert  der  Reihe  also  0.  Die  Reihe  definirt  demnach  in 
dem  Intervalle  (0,  +oo)  eine  im  Allgemeinen  stetige  (weil 
constante)  Function,  die  jedoch  an  der  Stelle  x==^0  unstetig 
wird*). 

Um  die  Art  der  Gonvergenz  kennen  zu  lernen,  bilde  man 
den  Rest 

^«(^)  =  («'n+l  —  Vn^$)  +  (Vn-f  2  —  V«-f »)  H 

und  dieser  hat  för  o?  >  0  den  Grenzwert  Vn+i  =«  7 — t—Tn — r^  ; 

'  {n  -\-  i)x  -f-  1  ' 

aus  der  Relation 

i <g 

(n+l)«+l  ^ 
folgt   n  > 1 .     Die  zu  s  gehörige  Zahl  m  wächst  also, 

indem  x  sich  der  Grenze  0  nähert,  über  jeden  Betrag  hinaus; 
in  der  Nähe  dieser  Stelle  hört  die  Reihe  auf  gleichmässig  zu 
convergiren,  ist  es  aber  in  jedem  Intervalle  (0,  +  00),  dessen 
untere  Grenze  6  >  0  ist. 

82.  Aue  der  Stetigkeit  der  Glieder  einer  convergenten 
Reihe  von  Functionen  der  Variabein  x  kann  also  auf  die  Stetig- 
keit der  durch  die  Reihe  definirten  Function  im  Allgemeinen 
nicht  geschlossen  werden;  wenn  jedoch  die  Gonvergenz  als  eine 
gleichmässige  erwiesen  ist,  dann  tritt  der  folgende  Satz  in 
Kraft: 

Wenn  eine  unendliche  Seihe,  deren  Glieder  stetige  Func- 
tionen von  X  sind,  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  gleichmässig  conver- 
gent  ist^  so  ist  ihr  Grenzwert  eine  in  demselben  Intervalle  stetige 
Funäion  von  x. 


•)  Im  Intervalle  ( — 00,  0)  müssten  die  Werte 
1111 

die  gegen  Null  hin  immer  dichter  zusammenrücken,  ausgeschlossen 
werden,  weil  f£ir  jeden  solchen  Wert  eine  der  Functionen  v  und  daher 
Bwei  Glieder  der  Reihe  nicht  definirt  sind. 
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Zwischen  dem  Grenzwerte  f{x)y  der  Partialsumme  8n{x) 
und  dem  zugeordneten  Reste  tnix)  besteht  die  Beziehung 

f{x)  =  Sn{x)  +  rn{x)', 

der  Behauptung  des  Satzes  zufolge  muss  sich  zu  einem  beliebig 
festgesetzten  positiven  b  ein  positives  8  so  bestimmen  lassen, 

dass  (17,  2)) 

\fix)-f{x)\<B 

für  jedes  Wertepaar  a:,  x   aus  (a,  j8),  für  welches  \x — x\<8. 
In  der  That,  vermöge  der  gleichmassigen  Stetigkeit  kann 
»  so  gross  gewählt  werden,  dass  für  jeden  Wert  aus  (a,  /}) 

also  auch 

k.(^')l<-|-; 

da  femer  Sn{x)  als  endliche  Summe  stetiger  Functionen  selbst 
stetig  ist,  so  lässt  sich  ein  positives  d  so  festsetzen,  dass 

\Sn{x)  —  Sn{x)\<Y^ 

wenn  nur  \x  —  x\  <  tf .    Hieraus  folgt,  was  zu  beweisen  war, 
nämlich: 

\f{^)-f{^')\ 

^\{s^(x)-s.{x'))+r,{x)-u{x')\<^-\--l  +  \=^e. 

88.  Unter  den  Reihen  mit  variabeln  Gliedern  sind  am 
wichtigsten  die  Totenzreihen,  Man  versteht  unter  einer  Potenz- 
reihe  eine  Reihe',  deren  jedes  Glied  das  Product  aus  einer 
Gonstanten  —  dem  CoefiScienten  —  und  aus  einer  ganzen 
positiven  Potenz  der  Variabeln  x  ist;  ihre  allgemeine  Form 
lautet  demnach 
(9)  %  +  a^x  +  a^x^'\ ; 

unter  ^o;  ^i?  ^;  •  *  •  sollen,  wenn  nichts  anderes  bemerkt  wird, 
reelle  Zahlen  verstanden  werden. 

Aus  den  allgemeinen  Sätzen  über  die  Convergenz  unend- 
licher Reihen  kann  zunächst  der  folgende  Satz  abgeleitet  werden: 


Convergirt  der  Qtwtient 


mit  beständig  wachsendem  n 


gegen  eine  bestimmte  Greme  k  {tvdche  auch  0  oder  +  ^  sein 
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kann),  so  ist  die  Seihe  (9)  absolut  convergent  für  aUe  Werte  von 
Xy  für  welche  |  a:  |  <  A;  über  ihr  Verhalten  an  den  Grenzen  des 
Convergenzintervalls  ( —  A ,  +  A)  selbst  lässt  sich  zunächst  keine 
bestimmte  Aussage  machen. 

Bezeichnet  man  nämlich  die   aus   den  absoluten  Werten 
der  Glieder  von  (9)  gebildete  Reihe 

allgemein  mit  Mq  +  Mi  +  «^  +  •  •  • ,  so  ist 


••«+1 


*n+l 


Hat  nun  für  lim  «  ==  -|-  oo 


besitzt 


^«+1 


*n  +  l 


den  Grenzwert  A,   so 


den  Grenzwert  y  und  ist 


lim  -^'  =  V 


somit   ist   die   Reihe   (9)   absolut   convergent,   wenn    |fl?|<A 
(72,  2);  78);   für    |a:|  =  A   ist   aber   kein  allgemeines   Urtheil 

möglich,  weil  dann  lim  — ^  =  1   ist. 


Hat 


*n+l 


den  Grenzwert  +  oo,  so  besitzt 


*n+l 


den 


sein  mag, 


Grenzwert  0,  und  welches  auch  der  Wert  von  \x 

es  ist  immer  lim  -^^  =  0,  die  Reihe  (9)  daher  absolut  con- 


vergent für  jeden  endlichen  Wert  von  x. 


Convergirt 


»«+1 


gegen  die  Grenze  Null,  so  hat 


*n  +  l 


den  Grenzwert  +  ^^  ^^d  denselben  Grenzwert  besitzt  -^^  für 

jedes  |a;|>0;  die  Reihe  ist  für  keinen  Wert  von  x  conver- 
gent ausser  für  a;  ==  0  (im  uneigentlichen  Sinne),  weil  sie  sich 
dann  auf  ihr  Anfangsglied  ä^  reducirt. 

Man  hat  daher  niemals  convergente,  durchwegs  conver- 
gente  und  in  einem  endlichen  Intervalle  convergente  Potenz- 
reihen zu  unterscheiden.  Ein  Beispiel  der  ersten  Art  bildet 
die  Reihe 
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die  Reihe 


weü  lim 


*»+i 


=  lim 


n  +  l 


0;  ein  Beispiel  der  zweiten  Art 

+   •••, 


»n+l 

Art  die  Reihe 


weil  lim 


1  +  ~  +  -^^  A = — 

'l'l.2'l-2-3 

•  lim  (n  +  1)  =  +  cx> ;  ein  Beispiel  der  dritten 


*n+l 


=  lim 


»17  SC        t      SC 

n+  1 


1,    so    dass    ( — 1,  +1)    das 


Convergenzintervall  ist;  an  den  Grenzen  dieses  Intervalls  zeigt 
die  Reihe  ein  verschiedenes  Verhalten:  sie  ist  för  a:  ==  +  1 
bedingt  convergent  (76,  1)),  för  rc  =  —  1    divergent  (72,  1)). 

84.  In  die  Natur  der  Convergenz  der  Potenzreihen  fahren 
die  von  Abel  hierüber  angestellten  Untersuchungen  ein,  deren 
Ergebnis  in  zwei  Sätzen  zusammengefasst  werden  kann.  Der 
erste  dieser  Satze  lautet: 

Wenn  die  absoluten  Werte  der  Glieder  einer  Potenzreihe 
(9)  fü/r  einen  Wert  x=^X  der  Vcuriabdn  insgesamnU  unter 
einer  Grenze  x  bleib^i,  so  ist  die  Reihe  absolut  convergent  für 
jeden  Wert  von  a?,  für  welchen  |  a?  |  <  |  X  | . 

Nach  Voraussetzung  ist  ftlr  jede  natürliche  Zahl  n 

folglich 

I  OnOi^  I  =      anX""  (^j       <  X 

d.  h.  die  Glieder  der  Reihe 


x\  > 


(10) 


l»ol  +  l»i«^i  +  K^*I  + 


sind  kleiner  als  die  coirespondirenden  Glieder  der  geometri- 
schen Reihe 


X  -f-  X 


+  « 


+ 


diese  ist  convergent,  wenn     -^   <  1,    also  wenn   |a?|<|Z|; 

dann  ist  auch    die  R^ihe  (10)  convergent  (72, 1))  und  somit 
die  Reihe  (9)  absolut  convergent  (74). 
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Aus  dieser  Yergleichung  kann  überdies  bei  bekanntem  x 
eine  obere  Grenze  fOr  den  Fehler  abgeleitet  werden,  welcher 
begangen  wird,  wenn  man  sich  bei  der  Reihe  (9)  auf  die 
Summe  der  n  -f-  1  ersten  Glieder  beschränkt;   es  ist  nämlich 

\n+l 


<X 


n+1 


+  0C 


n+$ 


+ 


X 


1  — 


der  absolute  Betrag  dieses  Fehlers  also  kleiner  als  die  zuletzt 
angeschriebene  Grösse. 

Aus  diesem  Satze  können  die  nachstehenden  Folgerungen 
gezogen  werden. 

1)  Ist  die  Reihe  (9)  für  a;  =  X  conrergent,  so  ist  sie 
auch  för  jeden  Wert  von  x,  dessen  absoluter  Betrag  kleiner 
ist  als  |X|,   convergent. 

Denn  da  sie  für  a:  =  X  convergirt,  so  sind  für  diesen 
Wert  alle  ihre  Glieder  endlich,  liegen  also  insgesammt  unter 
einer  Grenze  x. 

2)  Ist  die  Reihe  (9)  f ür  a?  ==  X  divergent,  so  ist  sie  es 
auch  für  jeden  Wert  von  rr,  der  dem  Betrage  nach  grösser  ist 
als  IX|. 

Wäre  sie  nämlich  fQr  einen  solchen  Wert  —  gegen  die 
Behauptung  —  convergent,  so  müsste  sie  för  den  Wert  X 
zufo^e  1)  auch  convergent  sein  —  gegen  die  Voraussetzung. 

3)  Gilt  bezüglich  X  die  in  dem  obigen  Satze  getroffene 
Voraussetzung,  so  ist  die  Reihe  (9)  in  jedem  Intervall  (a,  /)), 
dessen  Grenzen  dem  Betn^e  nach  kleiner  sind  als  |  X|,  gleich- 
massig  convergent  und  definirt  daher  in  einem  solchen  Intervalle 
eine  stetige  Ftmction  von  x  (82). 

Man  kann  nämlich  einen  Wert  x'  annehmen,  dessen  Be- 
trag I  x'  I  grösser  ist  als  |  a  |  und  |  ß  \  (also  auch  grösser  als 
die  Betrage  aller  Werte  aus  (a,  ß))  und  doch  kleiner  ist  als 
I  X{;  dem  Satze  zufolge  ist  die  Reihe  fQr  diesen  Wert  absolut 
convergent  und  daher  kann  die  natürliche  Zahl  m  so  bestimmt 
werden,  dass 


Digitized  by  VjOOQIC 


190  Erster  Theil.    Differential -Bechnung. 

für  jedes  n^m,  wobei  s  eine  beliebig  klein  festgesetzte 
positive  Zahl  bedeutet.  Ist  nun  x  ein  Wert  aus  dem  Intervall 
(a,  ß)  [mit  Einschluss  der  Grenzen],  so  ist  wegen  |a;|  <  |ip'| 
um  so  mehr 

|an+ia?«+i|  +  |an4.«a:"+«J  H <«; 

und  da  endlich 

|r,(a;)|=|an+ia;H-i+a,+aaH-«+...|^|a„+iaf+i|  +  |an+2a^^^ 
so  ist  auch,  und  zwar  für  jeden  Wert  aus  (a,  ß)   [mit  Ein- 
schluss der  Grenzen] 

\rn{x)\<a', 

dadurch  ist  aber  die  gleichmässige  Gonvergenz  erwiesen  (80). 
Aus  der  Stetigkeit  der  durch  die  Reihe  definirten  Func- 
tion ergibt  sich  der  folgende  Schluss:  Ist  x^  ein  Wert  von  a?, 
dessen  Beti'ag  kleiner  ist  als  |  X  | ,  und  convergirt  x  gegen  die 
€h"enze  x^^  so  convergirt  f{x)  gegen  die  Grenze  f{x^j  d.  h. 
es  ist 

f{x^  =  lim  f{x)  =  ao  +  a^aJo  +  «ä  V  H 

Insbesondere  folgt  daraus 

/'(0)  =  ao, 
SO   dass   eine   durch   eine   Potenzreihe   definirte  Function   für 
x  =  0  nur  dann  verschwindet,   wenn   die  Reihe  kein  von  x 
freies  Glied  enthält.     Wenn  allgemein 

f{x)  =  anX""  +  a«+iiK«+i  -I 

und  wenn  die  Reihe  convergirt  für  alle  Werte  von  x^  die  ab- 
solut genonmien  kleiner  sind  als  |X|,  so  convergirt  für  die- 
selben Werte  auch  die  Reihe 

an  +  an^ix  +  an-\r%x^  H =  q>{x) 

und  es  ist 

f(jjc)  =  x''q>{x), 

und  da  (p{x)  für  a?  =  0  nicht  verschwindet,  so  hat  die  Gleichung 

m  =  0 

x^=0  zur  n-fachen  Wurzel. 

85.  Durch  die  letzte  Folgerung  ist  die  gleichmässige 
Gonvergenz  einer  Potenzreihe  und  die  Stetigkeit  der  durch  sie 
definirten  Function  für  jedes  Intervall  erwiesen,  das  innerhalb 
des  Convergenzintervalls  liegt.     An  den  Grenzen  dieses  Inter- 
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yalls  selbst  kann  die  Reihe  yerschiedenes  Verhalten  zeigen;  sie 
kann  unbedingt  oder  bedingt  convergent,  sie  kann  aber  auch 
divergent  sein  (s.  letztes  Beispiel  in  88).  Für  die  Einbeziehung 
der  Gh^nzen  des  Gonvergenzintervalles  ist  nun  der  folgende 
AbeFsche  Satz  von  Wichtigkeit: 

Ist  die  Pcfknzreihe  (9)  für  x  =='  ß  convergent,  so  ist  sie  in 
jedem  Intervalle  (a,  ß),  dessen  untere  Grenee  dem  absoluten 
Werte  nach  kleiner  ist  ais  \ß\,  mit  Einschluss  der  Grenzen 
gleicHmässig  convergent  und  steUt  somit  eine  in  dem  Intervall 
(ccj  ß)  stetige  Function  von  x  dar. 

Es  genügt,  den  Beweis  blos  für  das  Intervall  (0,  ß) 
respective  (/5,  0)  zu  führen,  je  nachdem  /J>0  oder  /J<0; 
denn  für  (a,  0),  respective  (0,  a),  wo  |a|  <  |/S|,  besteht  die 
gleichmassige  Gonvergenz  schon  auf  Grund  von  84,  3),  1). 

Setzt  man 

(11)  r,(/3)  =  a.+x/J-+^  +  a.+,/S-+«+..-, 

SO  lasst  sich  der  Voraussetzung  und  dem  Begriff  der  Gonver- 
genz gemäss  (69)  zu  einem  beliebig  klein  festgesetzten  posi- 
tiven £  eine  natürliche  Zahl  m  so  feststellen,  dass  alle  Partial- 
summen  von  (11),  welche  mit 

bezeichnet  werden  mögen,  dem  Betrage  nach  kleiner  sind  als  f, 
sobald  nur  n^m.    Nun  ist 

=  6i  +  {6i  —  6i)'\ }-  (6p  —  6^i) ; 

multiplicirt  man  die  aufeinander  folgenden  Glieder  dieser  p 
Glieder  umfassenden  Summe  mit  positiven,  dem  Betrage  nach 
abnehmenden  Zahlen 

(12)  e,,   e„.-e,, 

so  entsteht  die  Gleichung 

-=  «161  +  (ff«  —  «1)9»  H !-(«,  —  <fp-i)Q, 

=  ffi(0i— e,)  4-  «y,(ej— e,)  H 1-  «^1(0^,— e,)  +  <Sp% ; 

ans  der  zweiten  Form  der  rechten  Seite,  in  welcher  der  Vor- 
aussetzung gemäss  9,  —  0,,  P,  —  0,, . . .  e,_i  —  0,,  0,  positive 
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Zahlen  sind^  geht  folgendes  hervor.  Da  alle  6^,  6^,...6p  dem 
absoluten  Betrage  naeh  kleiner  sind  als  s^  so  wird  diese  rechte 
Seite  dem  Betrage  nach  vergrössert,  wenn  man  statt  der 
öij  ^29  -  •  •  <fp  durchwegs  s  setzt;  daher  ist 

sind  nun  überdies  die  Beti^e  der  Zahlen  9  unter  der  Einheit 
gelegen^  so  dass  auch  das  grosste  9^  <  1^  so  gilt  umsomehr 

(13)       I  an+iß-'^'Qi  +  On+iß^+^Qi  H h  On-^pß^+^Qp]  <  B  . 

Eine  Zahlenreihe  von  den  Eigenschaften  der  Reihe  (12)  ist 
/a;\«+i         fs^V^^  /xY"^^ 

\j)    '    \j)    '  •  •  •  17;    ' 

wenn  nur  |  a;  |  <  |  /3 1  und  x,  ß  gleich  bezeichnet  sind;  führt 
man  sie  in  (13)  ein,  so  entsteht 

I  a„4.ia;«+i  +  a,+2a?"+*  H f-  a«+pa:"+''  |  <  s. 

Diese  Relation,  giltig  für  jedes  p  aus  der  Reihe  1,  2,  3,...  und 
für  jedes  x^  das  mit  ß  gleichbezeichnet  dem  absoluten  Betrage 
nach  kleiner  ist  als  \ß\,  nach  der  Voraussetzung  aber  auch 
giltig  f ür  rc  =  /}  selbst,  beweist  in  der  That  die  gleichmässige 
Convergenz  der  Reihe  (9)  in  dem  Intervall  (0,  ß)  resp.  (/},  0) 
mit  Einschluss  der  Grenzen,  und  mit  Berücksichtigung  der  an 
die  Spitze  des  Beweises  gestellten  Bemerkung  findet  nun  die 
gleichmässige  Convergenz  in  dem  ganzen  Intervall  (a,  ß)  statt, 
wenn  nur  |  a  |  <  |  /3 1 . 

Aus  diesem  Satze  ergibt  sich  folgende  wichtige  Folgerung: 
Ist  f(x)  der  Grenzwert  der  Beihe  (9)  auf  ihrem  Convergenz- 
gebi^  (a,  ß)  mit  Einsckluss  der  Grenzen,  und  nähert  sieh  x 
der  Grenze  ß  du/rch  Werte,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach 
Meiner  sind  als  ß^  so  nähert  sich  f(x)  vermöge  seiner  Stetigkeit 
der  Grenze  f(ß),  so  dass 

m-a,  +  a,ß  +  a,ß'  +  ^^^. 
Dieser  Schluss  dürfte  nicht  gemacht  werden,  wenn  die  Reihe 
(9)  für  a;  =  /J  nicht  convergent  wäre,  selbst  wenn  f(x)  an  der 
Stelle  X  =^  ß  stetig  wäre. 

Zwei  Beispiele  mögen  dies  erläutern.     Die  Reihe 

x_ ^1    ** 

1       Y  '   Y 
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ist  convergent  in  dem  Inteiralle  ( —  1,  -|-  1)  und  auch  an  der 
oberen  Grenze  desselben  (88);  daher  ist,  wenn  f{x)  den  Grenz- 
wert dieser  Reihe  bezeichnet,  so  weit  sie  convergirt,  auch 

A1)  =  T-T  +  Y--- 

Die  Reihe 

1  _|-  a?  +  a:*  H 

hat,  so  lange  sie  convergirt,  d.  i.  für  |rc|  <  1,  den  Grenzwert 
f(^x)  =  __  ;  derselbe  ist  auch  för  a?  =  —  1  stetig  und  doch 
darf  nicht 

gesetzt  werden,  weil  die  definirende  Reihe  an  der  Grenze  a;  =  —  1 
nicht  mehr  convergirt. 

Die  Reihe  des  ersten  Beispiels  ist  zugleich  ein  Beleg 
dafOr,  dass  man  bei  einer  Potenzreihe,  welche  gerade  und  un- 
gerade Potenzen  von  x  enthält,  aus  der  Convergenz  l^r  x  =  ß 
nicht  auch  auf  die  Convergenz  für  x=  —  jS  schliessen  darf; 
bei  einer  Reihe,  welche  nur  gerade  oder  nur  ungerade  Potenzen 
enthält,  ist  dieser  Schluss  immer  zutreffend. 

86.   Für  jeden  Wert  von  x,  für  welchen,  die  Fotenzreihe  (9) 

«0  +  «1^  +  «a^  H 

absolut  convergent  ist,  ist  auch  die  aus  den  Differentialquotienten 
der  einzelnen  Glieder  gebildete  Seihe 

(14)  la^  +  2a^x  +  Sa^x^  -\ 

absohlt  convergent. 

Existirt    nämlich     für     die     Reihe    (9)     der    Grenzwert 


lim 

n=-f-oo 


*«+l| 


und  heisst  er  A,  so  ist  diese  Reihe  absolut  con- 


vergent für  aUe  Werte  innerhalb  des  IntervaUes  ( —  A,  +  A)  (83). 
Bezeichnet   man   aber   die   Goefficienten    der  Reihe   (14)   mit 


-o-i ,  -4^ ,  -4-8 , . 


so  ist 


*n+l 


«+1 


»n-hl 


es  hat  dem- 


nach 


^n+l 


denselben  Grenzwert  wie 


*n+l 


und  die  Reihe 


(14)  ist  demselben  Satze  zufolge   absolut  convergent  für  die 
nämlichen  Werte  von  x  wie  (9). 

Ciuber,  Vorletongen.   L  13 
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Qiecn^eli  ist  ajso  boiq^elswaifle  mit  der  Beihe 

l+rF  +  a?«  +  a^H 

gleichzeitig  die  Reihe 

1  +  2a;  +  3a?»  H 

absolut  convergent,  solange  |  a;  |  <  1 . 

Unabhängig  von  der  Sxisteuz  des  Grenzwertes  für 


An- 


kann die  obige  Behauptung  auch  so  erwiesen  werden, 
genommen^  für  den  Wert  x  =  X  seien  die  Qiieder  von  (9) 
dem  absoluten  Betrage  nach  unter  der  positiven  Zahl  Je  ge- 
legen^  also 

\anX-\<h 

für  jedes  n;  dann  ist  dem  ersten  Abel' sehen  Satze  gemäss 
(9)  absolut  convergent  für  jedes  x,  wofür  |ir|<|X|.  Nun 
aber  ist  für  das  allgemeine  Glied  von  (14) 


»anic*~^ 


Ja,X-(f)" 


n 


a»X" 


< 


_k_ 

\X\ 


^ 

»  r 


infolge  dessen,  wenn  man 


die  in  der  EJammer  rechts  eingeschlossene  Reihe  ist  aber  nach 
der  vorausgeschickten  Bemerkung  convergent,  wenn  q<l, 
daher  ist  auch  die  Reihe 

|la,|-f-|2a,a;|  +  |3a,««|  +  ... 

convei^ent  und  infolge  dessen  die  KeiJie  (14)  absolut  conver- 
gent für  alle  X,  welche  dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner 
sind  als  |  X  | . 

Auf  Grund  von  84,  3)  ist  die  Convergenz  von  (14)  in 
jedem  Intervalle,  dessen  Grenzen  dem  Betrage  nach  kleiner  sind 
als  |X{,  eine  gleichmässige  und  ist  der  Grenzwert  von  (14) 
ebenso  wie  der  von  (9)  eine  stetige  Function  von  x. 

An  den  Grenzen  des  Convergenzintervalls,  selbst  wenn  für 
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diese  die  Reihe  (9)  conTergent  ist^  darf  auf  die  Gonvergena 
der  Reihe  (14)  nicht  geschlossen  werden.     Sa  ist  die  Reihe 

auch  an  den  Grenzen  — 1,  +1  ihres  Grenzinteryalls  und 
zwar  absolut  convergent,  die  aus  ihr  nach  Vorschrift  von  (14) 
gebildete  Reihe 

-*-  _L  i^  -L  ^  -I 

1      '      2      '      8      ' 

ist  an  der  unteren  Grenze  bedingt  convergent^  an  der  oberen 
aber  divergent. 

Durch  wiederholte  Anwendung  des  an   die  Spitze  dieses 
Artikels  gestellten  Satzes  ergibt  sich  die  folgende  Thatsache: 

Die  aus  einer  Poknzreihe 
(9)  %  +  a^x  +  a^a^-\ 

dM¥€h  wiederhoUe  gliedweise  Differentiaäon  abgeleiteten  Potensh 
reihen 

l«!  +  Sa^x  +  Sa^x^  +  •  •  • 
2  .  los,  +  3  .  2a^x  +  4  •  3a^a?»  H 


n(n-l)...la,+(w+l)n...2a^ia?+(n+2)(n+l)...3a^2^«  +  - 


sind  innerhalb  desselben  Intervcdls  convergent,  innerhalb  dessen 
die  u/rsprüngliche  Reihe  convergirt,  und  definiren  eine  tjmbegrengte 
Folge  in  diesem  Intervalle  stetiger  Functionen. 

87.  Die  Bedeutung  dieser  Functionen  wird  sich  auf  Grund 
des  folgenden^  für  die  Analysis  wichtigen  Satzes  ergeben: 

Ist  f{x)  eine  durch  eine  convergente  Potenereihe  definirte 
Function^  so  lässt  sich  f(x  +  Ä),  sofern  oMch  a;  +  A  dem  Gon- 
vergemintervall  angehört y  dwrch  eine  nach  h  fortschreitende  Poter^- 
reihe  darstdlen. 

Es  sei  also 
(16)        f(x)  =  a^  +  aiX  +  a,x^-\ f-  o^äJ"  H 

und  die  Reihe  convergire  für  alle  Werte  von  Ty  welche  dem 
Betrage  nach  kleiner  sind  als  |X|;  sei  a:  ein  solcher  Wert 
und  h  so  bestimmt  y  dass 

18* 
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(17)  |Ä|<lZ;-|a;|, 

SO  dass  also  1 2:  {  -|-  |  &  |  und  somit  auch  |  rz;  -|-  %  |  dem  Gon- 
Tergenzintervall  angehört;  dann  gilt  auch 

In  dieser  Gleichung  werde  x  als  ein  fester  Wert  und  In,  als 
Variable  angesehen;  dann  ist  die  absolute  Gonyergenz  der 
Reihe  (18)  für  aUe  Werte  von  ä,  welche  der  Bedingung  (17) 
genügen,  feststehend;  man  darf  daher  die  einzelnen  Olieder 
durch  die  Gliedergruppen,  welche  sich  nach  Ausf£lhrung  der 
Potenzen  von  x-\-h  ergeben,  ersetzen  und  die  Glieder  beliebig 
umstellen  und  zusammenfassen,  insbesondere  diejenigen  mit 
gleichen  Potenzen  von  h  vereinigen;  denn  alle  diese  Operationen 
sind  vermöge  71,  3)  und  2)  an  der  aus  (18)  abgeleiteten  Reihe 

l«ol  +  l«il(kl  +  |A|)  +  |a,|(|a:|  +  iA|)»+--. 

gestattet,  folglich  auch  an  (18)  selbst.  Nach  AusfElhrang  der- 
selben ist 

(18*)  /^(a;  +  A)  =  «0  +  «1*  +  «8**  +  •  •  •  +  ««Ä-  +  • . . 
und  zwar  ist 

«0  =  «0  +    «1^         +«!!«*  H 

«i  =  (l)«i    +(i)«j«  +  (J)a8a;»H 

=  ^[lai  +  2a,a;    -|- 3a,a;»  +  •  •  •] 

"»  =  (2)'^    +  (2)«»« +  (2)  «*«*  +  ••  • 

=  1^  [2  •  1«,  +  3  .  2a,a;  +  4  .  3  a,a;''+  •  •  •] 

**-  °=  («)""  +  C  n  ^)'*"+»*  +  ("l^)"-^»^  ~l 

[n(M  —  1)  •  •  ■  la,  +  (tt  +  1)  n  •  •  •  ia^^xx 


'■'■■"  +(n  +  2)(«+l)...3a,+.a;»  +  -..]. 

Es  ist  also  t*o  =  f(x)  und  w^,  t4^ , . . .  m^ , . .  .  sind  die  durch 
die  Factoriellen  von  1,  2,...n,...  beziehungsweise  dividirten 
Grenzwerte  der  Reihen  (15),  welche  als  gleichzeitig  conver- 
girend  mit  der  Reihe  (9)  erwiesen  worden  sind. 
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Aus  (18*)  folgt  hiernach  zonächst 

/^±^^=^=„,  +  v+. ..  +  «,*•+»+..., 

wobei  die  Reihe  rechts  f&r  dieselben  Werte  von  k  absolut 
und  gleichmässig  convergent  ist  wie  (18),  d.  i.  fOr  Werte, 
welche  der  Bedingung  (17)  genügen.  Lässt  man  nun  h  gegen 
die  Grenze  Null  convergiren,  so  convergirt  die  rechte  Seite 
gegen  den  Wert  u^^  (84,  3)),  die  linke  aber  hat  zum  Grenz- 
werte den  Differentialquotienten  der  Function  f{x)]  mithin  ist 

f(x)  =  w^  =  laj  +  20^3;  +  Sa^x^  H 

Dadurch  ist  aber  auch  die  Bedeutung  aller  übrigen  Reihen  in 
(15)  gegeben,  da  jede  folgende  aus  der  yorangehenden  ebenso 
abgeleitet  ist,  wie  die  erste  aus  der  Reihe  (9);  es  ist  also 

f\x)  =  2  .  loj  +  3  .  2030?  +  4  .  3a^x*  -\ 


f*{x)  =  n(n  —  1) .  •  •  Ittn  +  (n  +  l)w  . . .  2a^ia; 

+  (»  +  2)(n  +  1)  • . .  3a^,x^  +  •  •  • . 

Dieses  Ergebniss  fassen  wir  in  dem  Satze  zusammen:  Die 
durch  n-mdlige  gliedweise  Differentiation  einer  convergenten  Po- 
tenzreihe  entstandene  Potenzreihe  hat  für  edle  Werte  von  x  inner- 
halb des  gemeinsamen  ConvergeneintervaUs  beider  Beihen  mm 
Grenzwerte  den  n-ten  Differentialquotienten  des  Grenzwertes 
der  ursprünglichen  Beihe.  Man  spricht  es  kurz  dahin  aus,  eine 
convergente  Potenzreihe  werde  differentürt,  indem  man  sie 
gliedweise  differentürt,  also  wie  eine  endliche  Summe  von 
Functionen  behandelt. 

Hiemach  ist  nun 

und  die  endgiltige  Form  von  (18*)  lautet 

(19)  f(x-\-h)^fix)  +  f^^fi  A  +  a|Ä«+...+_^"M_Ä«+..., 

giltig  so  lange 

|a;|<|X|,        |Äl<|X|-|a:|. 
Die  Entwicklung  (19)  führt  den  Namen  der  Taylor' sehen 
Beihe  für  die  Function  f(x  +ä)-,  ihre  Ableitung  erfolgte  unter 
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der  Yoraussetzung,  dass  fix)  der  Grensweit  einer  oonvergenten 
Potenzreihe  sei. 

Als  conyergente  Potenzreihe  kann  auch  jede  rationale 
gmnze  Function  Ton  x  angesehen  worden;  ihr  Conv«rgenzmier- 
Tidl  erstreckt  sich  über  das  ganze  G«biet  der  reellen  Zahlen;  ist 

fix)  =  %  +  a^x  '{'  a^^  -^ +  a«a?% 

so  ist 

/t«)(a;)  -  n(H  -  1)  . . .  1  .  a, 

und  jeder  höhere  Differentialquotient  gleich  Null;  für  eine 
solche  Function  bndit  also  die  Taylor 'sehe  Reihe  ebenfalls 
mit  dem  (n  -f~  l)-ten  Gliede  ab  und  lautet 

(20)   r(a:)=A.)  +  ^Ä  +  nfA«  +  -  +  r:?;^*-, 

sie  ist  giltig  för  jeden  endlichen  Wert  von  x  und  von  Ä. 

88.  Um  die  Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen 
zwei  Potenereiken  eine  und  dieselbe  Fwnction  darstellen ,  weisen 
wir  zunächst  den  folgenden  Satz  nach. 

Wenn  die  durch  die  convergente  Potenzreihe 

(h  +  <h^  +  (h^-\ 

defmirte  Funcüm  f{x)  für  alle  Werte  v<m  x  aus  einem  helieUg 
eitgen  BUervaU  (— d,  +d)  Nuü  ist,  so  ist  sie  für  äße  Werit 
von  X  gleich  NuM,  weü  dmrm  die  (heffidetUen  der  Fotemnike 
sämmüieh  verschwunden  müssen. 

Weil  der  Wert  x  ^^0  dem  Intervall  angehört,  so  isi 

f(0)  =  ao  =  0; 
daher  ist 

fix)  =  aiX  +  a^x^-\ =  xia^  +  a^x -\ ), 

und  soll  dies  letzte  Product  an  jeder  Stelle  von  ( —  d ,  +  d) 
gleich  Null  sein,  so  muss 

»1  +  0*«:  +  a^x^  H 

für  alle  diese  Werte  von  x  verschwinden,  wofür  wieder 

Ol  — 0 

nothwendige  Bedingung  ist;  dann  aber  ist 

/(»)  =  «.x«  +  OjaH»  H ««(o,  +  «,x  +  .  •  •) , 
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«md  damit  d»  Produot  rechter  Hand  an  Iftlleii  dfeeiieb  des 
Intervidls  (— *>  -^S)  vensehwinde,  mtiss  die»  seiteiiB  des  Factors 

«Ä  +  Ajä?  +  «4^  H 

geschehen,  und  daf&r  besteht  die  noth^endige  Bedingung 

u.  B.  w.  Es  muBS  aiao  thati^hli<^  a«  '=^  0  sein  für  jedes  n 
aus  der  Reihe  0,  1,  2,...;  danft  abe(r  ist  ftlr  jeden  Wert 
von  X 

.  Der  Satz  gilt  auch  f&r  eine  rationale  ganze  Function,  weil 
eine  solche  als  besonderer  Fall  einer  convergenten  Potenzreihe 
zu  gelten  hat. 

t)ie  BeweisfOhrung  hat  hier  an  den  umstand  angeknüpft^ 
dass  dem  Interyall  ( —  d,  -|-  d)  auch  die  Stelle  Null  angehört. 
Man  kann  aber  ganz  allgemein  beweisen: 

Wenn  die  FtmcHon  f(x)  =  ao  +  a^x  +  a^x^  -\ für  aUe 

Werte  von  x  cms  einem  belidngen  die  Nud  nicht  enthaltenden 
Intervalle  (a,  ß)  ihres  Convergenegdnetes  NuU  isty  so  ist  sie 
identisch  NtM, 

Wählt  man  nämlich  innerhalb  (a,  ß)  einen  Wert  x,  so 
lassen  sich  für  h  Gh-enzen  ( — b,  +5)  feststellen  derart*),  dass 
auch  X  -{-  h  innerhalb  («,  ß)  yerbleibt;  dann  ist  nach  Voraus- 


für  alle  Werte  von  h  aus  ( —  «,  +  fc)  gleich  Null,  daher  noHi- 

wendig 

(21)  «0  =  0,      n,  =  0,      u,=0,... 

für  alle  Werte  von  x  innerhalb  (a,  ß).     Von  dem  der  Null 

näherliegenden  Werte  x  =^  a   ausgehend   kann  man   nun   ein 

Intervall'  construiren,  das  bis  an  die  ihm  näherliegende  (h-enze 

des  Gonvergenzgebietes  reicht,  dessen  Mitte  a  ist  und  in  welchein 

vermöge  (21)  und  (18)  f{x)  beständig  Null  ist.    Von  dem  der 

Null  2unächstlieg6nden  Punkte  dieses  Intervalls  ausgehend  con- 

ßtmire  man  ebenso  ein  erweitertes  Intervall,  in  welchem  wiedei- 


*)  Man  btatckt  nur  b  Meiner  zu  nehttten  als  den  kleineren  Ton 
den  beiden  AbiM^hnitten,  in  welche  (jx,  ß)  durch  dfM  gewählte  x  zerftllt. 
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f{x)  beständig  gleich  Null  ist.  Auf  diese  Weise  fortfahrend 
muss  man  nothwendig  zu  einem  Intervall  kommen,  das  die 
Null  einschliesst;  dann  aber  befindet  man  sich  im  Falle  des 
Yorigen  Satzes  und  schliesst,  dass 

»0  =  0;       «1  =  0,       «8=0, 

Auf  Grund  dieser  beiden  Sätze  kann  nun  die  Richtigkeit 
der  folgenden  Behauptung  erwiesen  werden: 
Besitzen  zwei  convergente  Potenzreihen 

h  +  *i^  +  h^  H 

für  jedes  x  aus  einem  hdiebigen  Intervall  (a,  ß)   übereinstim- 
mende Grenzwerte  f(x),  g(x),  so  sind  die  Coeffidenten  gleich 
hoher  Potenzen  von  x  einander  gleich  und  die  Grenzwerte  im 
ganzen  Convergenzintervaü  übereinstimmend. 
Da  nämlich 

f(p)—9{^)  =  («0  —  &o)  +  («1  —  *i)^  +  («2  —  h)^^  H 

Null  ist  für  alle  x  aus  (a,  /J),  so  ist 

«0  —  ^0  =  0,       «1  —  61  =  0,       08  —  68  =  0,..., 
also 

«o  =  *o;       »i  =  *i7       a2  =  *a;-- 
und  die  Gleichung  f{x)  —  g(x)  =  0  oder  f{x)  =  g{x)  besteht 
für  alle  Werte  von  rc,  für  welche  die  Reihen  convergiren. 

Daraus  ergibt  sich  die  Thatsache,  dass  eine  Function,  wenn 
sie  als  Grenzwert  einer  Potenzreihe  darstellbar  ist,  dies  nur 
auf  eine  einzige  Art  sein  kann. 

Der  obige  Satz  führt  den  Namen  des  Satzes  der  unbe- 
stimmten Coeffidenten  und  gilt  ebensowohl  für  Potenzreihen  wie 
für  ganze  Functionen, 

89.  Die  über  Potenzreihen  unter  Voraussetzung  reeller 
Coefficienten  und  reeller  Werte  der  Variabein  abgeleiteten 
Sätze  behalten  ihre  Geltung  auch  dann,  wenn  die  Coefficienten 
complexe  Zahlen  sind,  oder  wenn  der  Variabein  auch  complexe 
Werte  ertheilt  werden,  oder  wenn  beides  zusammentriffl;,  sofern 
man  den  absoluten  Wert  einer  complexen  Zahl  so  versteht, 
wie  es  in  6  erklärt  worden  ist,  nämlich  als  ihren  Modul. 

Die  Convergenzbedingung  erhält  hier  eine  veränderte  Deu- 
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toDg.     Sind  nämlich  die  Goefficienten  üq,  a^,  Og; . . .  complexe 
Zahlen, 

an  =  €Cn  +  ßni 

und  existirt  f&r 


»»+1 


K 


"i  +  Pl 


bei  lim  w  =  +  oo  ein  bestimmter  Grenzwert  A,  der  eine 
positive   reelle   Zahl   sein   wird,    so   drückt    die   Convergenz- 

bedingung  (88) 

\x\<k 

bei  Zulassung  complezer  Werte  von  x  aus,  dass  der  Modul 
von  x  =  i  -\-  fii, 

sein  müsse;  der  die  Zahl  x  in  der  Zahlenebene  darstellende 
Punkt  (6)  hat  also  für  den  Fall  der  Gonvergenz  innerhalb 
eines  Kreises  zu  liegen,  welcher  mit  dem  Halbmesser  l  um  den 
Ursprung  0  beschrieben  wird.  Diesen  Kreis,  welcher  an  die 
Stelle  des  Convergenzintervalls  bei  reellen  Reihen  getreten  ist, 
bezeichnet  man  als  den  ConvergenzJcreis  der  Potenzreihe.  Ist 
die  Reihe  bestandig  convergent,  so  erweitert  sich  der  Kreis 
zur  unbegrenzten  Ebene,  welche  das  Convergenzgebiet  darstellt. 

§  3.    Die  Formeln  und  Beihen  von  Taylor  und  Maolanrin. 

90.  Es  ist  gezeigt  worden  (87),  dass  eine  Function  f{x\ 
welche  als  Grenzwert  einer  convergenten  Potenzreihe  definirt 
ist,  für  das  Argument  rc  -|-  A,  sofern  x  sowohl  als  a;  +  Ä  dem 
Gonvergenzinteryalle  angehören,  in  eine  nach  positiven  ganzen 
Potenzen  von  h  fortschreitende  Reihe  entmckelt  werden  kann; 
die  bezügliche  Entwicklung  erhielt  dort  den  Namen  Taylor- 
sehe  Beihe. 

Nun  sei  f{x)  eine  beliebige  Function  von  x,  von  der  wir 
voraussetzen,  dass  sie  in  einem  Interyalle  (a,  ß)  eindeutig  und 
stetig  sei  und  Differentialquotienten  bis  zur  (n  —  l)-ten  Ord- 
nung einschliesslich  zulasse,  welche  ebenfEtlls  stetige  Functionen 
seien.  Wir  stellen  uns  die  Aufgabe,  den  Fehler  zu  bestimmen, 
welcher  begangen  wird,  wenn  man  für  f{x  +  h)  die  auf  die 
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di«  ersten'  n  Olieder  erstreckte  PftrtialsHmme  der  Taylor'sohen 
Reihe  (87,  (19)),  d.  i. 

l\^)T     1     ^*  T^  1  .  2  ^*     '  T^  1  .  2  .  .  .  (n  —  1)  •* 

nimmt;  dieser  Fehler  werde  mit  Bn  bezeichnet. 

Behufs  Erledigung  dieser  Frage  fOhren  wir  zunächst  eine 
neue  Bezeichnung  ein,  indem  wir 

setzen,  woraus 

A  =  6  —  a 

folgt;  das  Intervall  {a,  V)  muss  eingeschlossen  sein  von  jenrai 
(a,  /3).     Es  ist  dann 

k  =  /-(6)-Aa)-^(6-«)-n^>(6-a)»-... 

l  1  .  2  .  .  -  (n  —  1)  ^^        "^        » 

dies  aber  lässt  sich  als  Differenz  zweier  besondem  Werte  der 
folgenden  Function  darstellen: 

(2) 


T-  1 .  2  ...(«—  1)  '^''        ')        ' 


indem  nämlich 

^(a)=/ra)-f  q^)(6-«)+?J>(6-^)*+.-+i|;^)  (^)- 

^6)-./-(&); 

mithin  ist  thatsachlich 

(3)  B,=^ip{b)-ip(a). 

Auf  Ghnnd  dieser  Bemeiining  ist  eine  SchätKong  Ton  B^ 
durchfilhrbar,  in  allgemeinster  Form  mit  Hilfe  des  verall- 
gemeinerten Mittelwertsatzes  (88).  Hat  nämlich  die  Function 
f{e)  an  jeder  Stelle  zwisdien  a  und  b  einen  Differentiilquo- 
tienten  —  ihre  Stetigkeit  in  dem  Interralle  (a,  b)  ist  darck 
die  Voraussetzungen  schon  gewährleistet  —  und  gilt  dasselbe 
von  der  beliebigen  Function  ^(0)  mit  der  weiteren  Maassgabe, 
dass  i;\0)  an  keiner  Stolle  zwischen  a  und  b  Null  ist,  so  gilt 
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fA.\  '    yC>)  -  «pW  _  ¥^ 

mindestens  fOr  einen  Wert  |  zwisdien  «  und  b.  Nun  folgt 
ans  (2) 

also  ist 

nnd  die  Existenz  dieses  Differentialquotienten  innerhalb  (a,^) 
hängt  von  der  Existenz  auch  des  n-ten  Differentialquotienten 
Yon  f(x)  in  dem  genannten  Intervalle  ab^  was  wir  den  bisher 
gemachten  Voraussetzungen  als  neue  hinzufügen.  Damit  ist 
aber  zufolge  (4)  und  (3) 

Das  Willkürliche  in  dieser  Formel  kann  durch  bestimmte  Wahl 
von  if{0)  beseitigt  werden;  setzt  man 

worin  p  eine  positive  gomee  ZeM  bedeutet,  so  ist  den  Be- 
dingungen entsprochen  und 

Bei  dieser  Wahl  ist  also 

«-  -  1  ■  s  ■  .^"If-  DP  (^  -«)'(*- 1)—? 
kehrt  man  zu  der  ursprünglichen  Bezeichnung  zurück,  so  kann 
I  als  ein  zwischen  x  und  o?  +  *  liegender  Wert  in  der  Form 

g  =  a;  +  eÄ  (0<e<l) 

dargestellt  werden;  weiter  ist  b  —  J«=a;-j-A  —  x  —  eA 
—  *(1— e);  mithin 

Dadurch  erscheint  die  Aufgabe  in  dem  Sinne  gelöst,  dass 
sich  für  Bn  ein  Spielraum  bestimmen  lässt:   fi,  liegt  nämlich 
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nothwendig  zwischen  dem  kleinsten  und  dem  grössten  der 
Werte,  welche  die  rechte  Seite  von  (5)  annimmt,  indem  6  das 
vorgeschriebene  Intervall  (0,  1)  durchläuft. 

Vermöge  der  Bedeutung,  welche  dem  jR»  zukommt,  ist  also 


(6) 


'f{x  +  h)  =  f{x)  +  ^-^h-^f^h^  +  .. 

-r  1  .2...(n-l)^         -T^' 


Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  (5)  gibt  die  Tayhr'sche 
Formel  in  derjenigen  Gestalt,  welche  ihr  in  Ansehung  des 
Restgliedes  Rn  Schlömilch  und  Roche  ertheilt  haben.  Die 
älteren  Formen  des  Bestgliedes  nach  Lagrange  xmd  Gauchy 
erhält  man  aus   (5)  durch  Specialisirung   von  j),  erstere   für 

letztere  för  p=  1: 

die  Form  (7)  ist  dadurch  bemerkenswert,  dass  sie  sich  bis 
auf  das  Argument  bei  f^^^  dem  Bau  der  übrigen  Glieder  von 
(6)  völlig  anschliesst 

Für  die  späteren,  überaus  zahlreichen  Anwendungen  der 
Taylor' sehen  Formel  sind  die  folgenden  Bemerkungen  im 
Auge  zu  behalten. 

1)  Die  Formel  darf  für  alle  Werte  von  x  und  h  angesetzt 
werden,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  x  sowohl  sIh  x  -^  h 
in  dem  Intervall  (a,  ß)  liegen,  in  welchem  f{x)  nebst  den 
n — 1  ersten  Differentialquotienten  stetig  und  der  n-te  Diffe- 
rentialquotient vorhanden  ist.  Betrachtet  man  x  als  fest,  so 
sagt  man,  die  Formel  gelte  für  die  Stelle  X]  h  darf  dann 
innerhalb  gewisser  Grenzen  variabel  sein. 

2)  Die  Formel  darf  für  jedes  w  angesetzt  werden,  wenn 
nur  die  eben  ausgesprochenen  Bedingungen  bis  zu  diesem  Ord- 
nungsexponenten erfüllt  sind.  Für  « =  1  reducirt  sich  die 
Taylor'sche  Formel  auf 


Digitized  by 


Google 


Vierter  Abschnitt.    Reihen.  205 

woraus 

f{x  +  h)-f{x)  =  hf{x  +  Qh), 

und  dies  ist  der  Ausdruck  für  den  Mittelwertsatz  (87,  (2)). 

3)  Bei  den  meisten  Anwendungen  ist  h  eine  Grösse  Ton 
sehr  kleinem  Betrage^  ein  nahe  an  Null  liegender  echter  Bruch, 
dessen  steigende  Potenzen  rasch  abnehmend  der  Null  sich 
nähern;  zur  näherungsweisen  Berechnung  von  f{x  +  h)  aus 
fix)  und  den  Differentialquotienten  genügen  dann  wenige 
Glieder  von  (6).  Insbesondere  lässt  sich  erweisen,  dass  h  dem 
Betrage  nach  deraji;  eingeschränkt  werden  kann,  dass  das  Ver- 
hältnis des  Gliedes,  bei  welchem  die  Formel  abbricht,  zu  dem 
darauffolgenden  Bestgliede  dem  absoluten  Betrage  nach  eine 
beliebig  grosse  Torgeschriebene  positive  Zahl  K  überschreitet. 
In  der  That,  soll 


1  .  2  •  .    (n— 1) 


>K 


12. 
sein,  so  braucht  h  nur  so  gewählt  zu  werden,  dass 

I"I^ä:|  /<«)(x+eÄ) 
und  dies  ist  sicher  erreicht,  wenn  man 

nimmt,    wobei    G   den    grössten    Wert    bezeichnet,    welchen 
|^(«)(a;4-  0A)|  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  erlangt. 

9L  Die  Function  f(x)  sei  nun  solcher  Art,  dass  sie  in 
dem  Intervalle  (a,  ß)  Differentialquotienten  dUer  Ordnungen 
besitzt  und  dass  diese  ebenso  wie  f(x)  selbst  in  dem  genannten 
Intervalle  stetig  sind.     Die  unendliche  Reihe 

hat  dann  vermöge  der  Gleichui^  (6j  den  Grenzwert 
f{x  +  h)-  lim  lin, 

d.  h.  sie  hat  nur  dann   einen  bestimmten   Grenzwert  und  ist 
somit  convergent,  wenn   lim  R^  eine  bestimmte  Grösse  Ä  be- 
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deutet,  und  zwar  ist  ihr  Grenzwert  dann  f{x  +  Ä)  —  -4 ;  er  is* 
insbesondere  f{x  +  h)  selbst,  wenn  -4  =  0,  d.  h.  wenn 
(9)  limi?,  =  0. 

Dann  also  ist 

(10)    f{x+h)^f(x)+f^h+g^^h*+..., 

die  Function  f{x)  ako  ebenso  wie  der  Grenzwert  einer  nach 
X  fortschreitenden  Pötenzreihe  in  die  Tayhr'sche  Bßihe  enir 
wickelbar. 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingfmg  dafür  ^  dass 
eine  stetige  Function  f(x)  in  die  Taylor-sche  Beihe  entwickdbar 
sei,  besteht  in  der  Existenz  und  StetigJceit  der  IH/j^entialquoHefP- 
ten  dller  Ordnungen  und  in  der  Convergena  des  Bestgliedes  Bn 
gegen  die  Grenze  Null  bei  beständig  wachsendem  n. 

Die  Untersuchung  des  Bestgliedes  gestaltet  sich  am  ein- 
fachsten bei  Functionen,  für  welche  f^*\z)  bei  jedem  n  eine 
endliche  Grösse,  wenigstens  in  dem  Intervalle  (rr,  x  +  Ä),  be- 
deutet; denn  alsdann  hängt  es  laut  (7)  nur  von  dem  Ausdruck 

1  .  2  .  n 
ab,  ob  Bn  för  lim  n  =  +  oo  den  Grenzwert  Null  hat;  dieser 
Ausdruck  conyergirt  aber  für  jedes  endliche  h  gegen  die  Grenze 
NuU,  somit  auch  Bn.  Schreibt  man  nämlich  das  unendliche 
Product,  in  welches  der  Ausdruck  bei  dem  Grenzübergange 
sich  verwandelt,  in  der  Form  (1  —  a^)(l  —  ag)(l  —  Oj)...,  d.  i. 

(x_i-)(i_i^)(i_l-)... 

so  ist  Un  >  0,  sobald  n  >  A,  und  die  Reihe 

n  —  h    ,    n  +  1  — h    ,    n  +  2  —  h    , 
n        '        n  +  1      "^        n+  2        ' 

divergent,  weil 

n  ~  n+  1.   '     n  +  2    "^ 
divergent  ist  (72,  1))  und  die  Zähler  überdies  beständig  wachsen; 
infolge  dessen  divergirt   auch  das  unendliche  Product  gegen 
die  Grenze  Null  (77,  2)). 

Die  Gleichung  (10)  gestattet,  die  Änderung  f(x  +  h) — f{x) 
=  ^f(x)^  welche  die  Function  bei  dem  Übergange  von  der 
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Stelle  X  zu  der  SteUe  x  -{-h  erfahrt^  in  Fonn  einer  conyer- 
genten  Potensreihe  na^h  h  aoszadrüßken: 

und  daher  mit  jedem  gewünschten  €hrade  der  Annäherung  zu 
berechnen;  dieses  Ziel  wird  umso  rascher  erreicht,  werden^  je 
kleiner  der  Betrag  Ton  h  ist.  Unter  der  Yoraussetzuiiig  eines 
sehr  kleinen  h  sind  die  Producte 

unter  dem  Namen  des  ersten^  zweiten,  dritten, . . .  Differentials 
eingeftihrt  und  mit 

bezeichnet  worden  (41);  fQr  ^f{x)  ergibt  sich  dann  die  Dar- 
stellung 

(11)  ^^(.)  =  rf/-(«.)  +  ^  +  ^!Ä  +  ..., 

welche  den  Zusammenhang  zwischen  der  wirklichen  Änderung 
der  Function  und  ihren  mit  h  gebildeten  Differentialen  der 
verschiedenen  Ordnungen  nachweist;  sie  l&sst  auch  den  Fehler 
erkennen,  der  begangen  wird,  wenn  man  ^f{x)  durch  df(x) 
ersetzt. 

92.  Wenn  das  Intervall  (a,  jS),  in  welchem  die  Function 
f{x)  die  für  die  Taylor 'sehe  Formel  (6)  erforderlichen  Be- 
dingungen erföllt,  auch  den  Wert  x  =  0  einschliesst,  so  kann 
auch  dieser  zum  Ausgangspunkte  der  Entwicklung  gemacht 
werden;  h  als  Variable  betrachtet  ist  dann  durch  das  Intervall 
(a,  ß)  beschrankt  xmd  soll  mit  x  bezeichnet  werden.  Mit 
diesen  Veränderungen  \x  =  0  gesetzt  und  x  für  h  geschrieben] 
nimmt  die  Formel  (6)  die  öestalt  an 

(12)  f(.)=/-(0)+q^>.+gj>a^+...+j:f;;^.-+Ä., 

wahrend  gleichzeitig  aus  (7)  und  (8) 

(18)  B.-T^?2a--- 
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folgt.  Die  Gleichung  (12)  in  Verbindung  mit  einer  oder  der 
andern  der  beiden  letzten  Gleichungen  bezeichnet  man  als 
Madau/rin'sche  Formel.  Ihr  analytischer  Inhalt  fallt  im  Wesen 
mit  jenem  der  Taylor'schen  überein. 

Die  Bedingungen  des  Ansatzes  (12)  fliessen  unmittelbar 
aus  90,  1)  und  lauten  dahin,  dass  0  und  x  in  jenem  Intervall 
(«,  ß)  gelegen  sein  müssen,  in  welchem  f(x)  nebst  den  w  —  1 
ersten  Differentialquotienten  stetig  ist  und  überdies  den  n-ten 
Differentialquotienten  zulässt. 

98.  Wenn  die  Function  f(x)  in  einem  Intervalle,  das  die 
Null  einschliesst,  Differentialquotienten  clUct  Ordnungen  besitzt, 
welche  wie  f(x)  selbst  stetig  sind,  und  wenn  überdies  das 
Restglied  Bn  mit  wachsendem  n  der  Grenze  Null  sich  nähert, 
so  besteht  der  Ansatz 

(15)       f(^)  =  f(o)-^.m^^m^^...  ■ 

zurecht,  welchen  man  als  Madaurin'sche  Seihe  bezeichnet. 

In  Verbindung  mit  früher  schon  festgestellten  Thatsachen 
(88)  kann  man  dieses  wichtige  Ergebnis  in  folgendem  Satze 
zusammenfassen:  Die  nothwendige  tmd  auch  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  dass  eine  Function  f{x)  in  eine  na>ch  x  fortr 
schreitende  Potenzreihe  entwickelhar  sei,  besteht  in  der  Existenz 
und  Stetigkeit  der  Differentialquotienten  aller  Ordnungen  und  in 
der  Convergenz  des  Bestgliedes  2?«  gegen  die  Grenze  Null  bei 
beständig  wachsendem  n.  Die  Entwicklung  ist  nur  auf  eine 
Art  möglich  und  durch  die  Madaurin'sche  Reihe  bestimmt. 

Dem  Wesen  nach  lösen  die  Taylor'sche  und  die  Mac- 
lau r  in' sehe  Reihe  die  nändiche  Aufgabe:  die  Entwicklung 
einer  Fxmction  in  eine  Potenzreihe;  die  erstere  leistet  dies  an 
einer  beliebigen  Stelle  des  Intervalls  (a,  /3),  die  letztere  nimmt 
die  Null  zum  Ausgangspunkte. 

In  den  folgenden  Artikeln  werden  wir  uns  mit  der  Ent- 
wicklung einiger  elementaren  Functionen  in  Potenzreihen  nach 
der  Variablen  x  befassen  und  in  diesen  Reihen  zunächst  ein 
Hilfsmittel  erblicken,  die  Werte  dieser  Functionen  für  jeden 
zulässigen  Wert  der  Variabein  mit  jedem  gewünschten  Grade 
der  Genauigkeit  zu  berechnen. 
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94.  Ea^aneniialreihen.  Die  natürliche  Potenz  e'  ist  eine 
Function,  deren  w-ter  Differentialquotient  för  jedes  n  =  1 ,  2,  •  •  • 
ihr  selbst  gleichkommt  (40,  3)),  mit  ihr  zugleich  stetig  bleibt 
für  jeden  endlichen  Wert  von  z  und  für  ic  =  0  den  Wert  1 
annimmt.     Da  femer  das  Restglied 

(16)  ^"  =  17^^^ 

bei  jedem  endlichen  Werte  von  x  mit  wachsendem  n  gegen 
Null  convergirt  (9l),  so  gilt  für  jedes  x  der  Ansatz 

(17)  e«=i  +  |  +  _^  +  .... 

Setzt  man  rc=  1,  so  ergibt  sich  eine  uiiendliche  Reihe 
zur  Berechnung  der  Zahl  e  selbst  (vgl.  30),  nämlich 

(18)  e  =  l  +  {-  +  j^-\-..-. 

Aus  dieser  Darstellung  von  e  lasst  sich  die  Stellung  dieser 
Zahl  im  Bereiche  der  reellen  Zahlen  näher  kennzeichnen.    Zu- 
nächst ist  6  keine  rationale  Zahl;  bricht  man  nämlich  bei  dem 
(n+l)-ten  Gliede  ab,  so  ist  der  Rest 
1  .  1 


rn  = 


1  .  2  .  .  .  (w  +  1)  "^  1  .  2  •  •  •  (n  +  2)    »" 


1 .  2  .  .  •  w   \n  +  1  ^  («  +  l)(n  +  2)    '  / 

^l-2-.w\w+l"T"(n  +  l)*"'  /         1.2-..nn' 

also  jedenfalls 

^'•  =  r.-27^T»5  (0<e<i) 

wäre  nun  e=  -  ein  irreducibler  rationaler  Bruch,  so  folgte  aus 

.^.  =  1  _L  1  4.  _L     I L i- L  t^ 

q  '1~1.2'  ^  1  ■  2  '     ■ q^  1  ■  2     ■  • q-  q 

die  weitere  Gleichung 

^_-_j^i  1         _  e 


q  1  12  1 ■ 2     ■     q         12     -    q- q 

deren  linke  Seite,  nachdem  man  mit  1  -  2  -  -  -  q  multiplicirt 
hat,  eine  ganze  Zahl  würde,  während  die  rechte  Seite  —  weder 
Null,  noch  eine  ganze  Zahl  sein  kann.     Dieser  Widerspruch 

Csaber,  Vorleiungen  L  14 
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bezeugt  die  Unzolässigkeit  der  Annahme  e  =  —-     Es  ist  aber 

von  Hermite  auch  gezeigt  worden^  dass  es  keine  algebraisch^ 
Gleichung  irgend  welchen  Grades  mit  rationalen  (also,  wie 
man  imimer  annehmen  kann,  ganzen)  Coefficienten  gibt,  welche 
durch  die  Zahl  e  befriedigt  würde*);  man  nennt  Zahlen  dieser 
Eigenschaft  transcendente  Zahlen^  zu  ihnen  gehört  also  auch 
die  Zahl  e. 

Bringt  man  in  der  Gleichung  (17)  xl,a  an  die  Stelle  von 
a:,  unter  a  eine  positive  Zahl  verstanden,  so  ergibt  sich  wegen 
e«'«  =  a*  die   Entwicklung   für   die   allgemeine  Exponential- 
function 
(19)  «x_i  +  ^«+(^  +  ..., 

welche  ebenfalls  für  jeden  Wert  von  x  Geltung  hat.  Aps 
diesem  Ansätze  folgt 

a*  — 1         ,        ,    xQ.ay    ,     x\lay    , 


*)  Früher  schon  hatte  Lioaville  den  Beweis  hierfär  in  Bezug  auf 
eine  quadratische  Gleichuijig  geführt  wie  folgt:    Wäre  für  a,  ß,  y  als 

ganze  Zahlen 

a€«  +  (5«  +  y  =  0, 
also  auch 

ae  +  ye-^  +  (3  =  0, 

80  hätte  man  nach  Einsetzung  der  far  e  und  e^^  aus  (17)  und  (16)  ge- 
bildeten Werte 

/         1  1  1  ^^      \ 

"V^  +  T+lT2+-"+1.2...(ti-l)  +  rT2--".7n; 

e,  6'  bedeuten  positive  echte  Brüche.  Multiplicirt  man  diese  Gleichung 
mit  1  •  2  •  •  -(n —  1),  so  nimmt  sie  im  Wesentlichen  die  Gestalt 

«e^  +  (-  l)"ye-»^ 
n 

an,  wobei  ft  eine  ganze  Zähl  darstellt;  a  kann  immer  als  positiv  vor- 
ausgesetzt und  n  so  gewählt  werden,  dass  auch  ( —  l)"y  positiv  und  die 
linke  Seite  ein  beliebig  kleiner  positiver  echter  Bruch  ist.  Hierin  liegt, 
ein  Widerspruch,  der  seinen  Grund  in  der  Annahme  hat,  es  konnte 
««'  +  P«  +  y  =  0  sein. 
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Teimöge  der  Stetigkeit  conveigirt  die  rechtsstehende  Potenz- 
reihe bei  lim  x  =  0  g^^n  den  Grenzwert  l.  a,  somit  ist  aadi 

a'  —  l 


(20) 


lim 


la; 


aus  dieser  Formel  folgt  bei  der  Substitation  x  -- 
(21)  lim^(V^-l)-«i.a, 


auch  dann  giltig^  wenn  z  nicht  stetig^  sondern  die  Reibe  der 
natürlichen  iZahlen  dufchlaufend  wächst. 

96.  Trigonometrische  Reihen,  Die  Functionen  sina?  und  cosic 
sind  ebenso  wie  ihre  n-ten  Differentialquotienten  smlx-j-n^jj 
cos^a:  + w  yj  (40,  (7),  (8))  auf  dem  ganzen  Gebiete  der  reellen 

Zahlen  stetige  Functionen,  deren  Werte  in  dem  Intervalle 
( — 1, -{- 1)  liegen;  infolge  dessen  lassen  sie  sich  (Ol)  in 
Potenzreihen  entwickeln,  welche  für  jeden  Wert  von  x  Gel- 
tung haben. 

sin^ic  +  Hy)  göbt  für  a;«=0  in  sin#>-|:  über,  und  dies  ist 

nur  dreier  verschiedenen  Werte  fähige  nämlich: 


für    n  =  2p 

„      n  =  4«+l 

„      n  =  4?  -h  3 
infolge  dessen  ist 

X  X* 

T  "~  12-8 


ist    sin  » Y  =*  ö 


sm 


n-^  =  +  l 


7t  ^ 

emt^Y  =  —  1< 


(22) 


sma;  =  —  r— 


+  r 


2  •  3     4  •  6 


Die   Reihe   ist   für  positive   wie  für  negative   Werte   von   x 
altemirend,  daher  (75) 


|sina:|<|a:|,    |sina:|> 


X  — 


6 


sm  a;  < 


+ 


120 


Bricht  man  sie  bei  dem  Gliede 

(-ly- 


0?^-' 


1  .  2  •  .  .  (2p  —  1) 

ab,  so  kann  dem  RestgHede  die  Form 


u* 
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Bm[e«+(2i,+  l)|] 

gegeben  werden,  weil  sin  (a  -|-  2|)  +  1  y)  =  ( —  ^y  ^os  ^  • 

cos  (^  +  ♦^  y)  gött  für  a;  =  0  in  cos  w  y  über  und  dies 
ist  wieder  dreier  verschiedenen  Werte  fähig,  indem 
für   w  =  2|)  +  1       cosn  y  =  ^ 
„     w  =  4g  cosw-|  =  +  l 

^^    n  =  4g  +  2       cosw-|-  =  —  1 
ist;  demnach  gilt 
(23)  co8a.=  l-^  +  j-/~^-..... 

Diese  stets  altemirende  Reihe  zeigt,  dass 


cosa;|<  1,     |cosa:|  > 
bleibt  man  bei  dem  Gliede 


1-^ 


I  cos  a;  I  < 


1 5_  _!.  ^_ 


stehen,  so  kann  das  Restglied  in  der  Form 

j,  __  C08[ea;  +  (1)  +  1)^3     ,^,  _  .       .  .^,        coB  Bg  ,^, 

geschrieben  werden,  weil   cos(a  -|-  xä)  =  ( —  1)*  cosa. 

06.  Logarithmische  Beihen.  Die  Function  L  x  selbst  ist 
in  eine  nach  x  fortschreitende  Potenzreihe  nicht  entwickelbar, 
weil  sie  für  a;  =  0  unstetig  wird.  Wir  legen  uns  daher  die 
Function  f{x)  =  J.  (1  -[-  x)  vor,  welche  für  alle  —  1  über- 
schreitenden Werte  von  x  stetig  bleibt  wie  auch  ihr  n-ter 
Differentialquotient,  der  sich  aus  40,  (4)  ergibt. 


/Xn)(a;)  =  (=!)" 


^  1  ■  2  .  .  •  (n  —  1) 


(1  +  X)n 

Da    f{0)  =  0     und    /•(«)(0)  =  (—  1>-U  .  2  •  •  •  (w  —  1),    so 

hat  man 

(24J  Z.(i  +  ^)=^_|!  +  |!_... 
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für    alle    Werte    von    x,    för   welche   das    Restglied   der   bei 
( —  ^r~^    ZTi  abgebrochenen  Reihe 

(-D-V    ^^^^    _(_i)»-i(i_er-V^ 

n(l  +  Qxf  (1  +  Oic)* 

jenachdem  man  sich  an  die  Form  (13)  oder  (14)  in  92  halt^ 
mit  wachsendem  n  gegen  Null  convergirt. 

Das  Convergenzinterrall  der  Reihe  (24)  ist  aus  83  be- 
kannt; es  ist  durch  —  1  einerseits  und  + 1  andererseits 
begrenzt  und  an  seiner  oberen  Grenze  findet  noch  bedingte 
Convergenz  statt;  nur  auf  dieses  Intervall  braucht  also  die 
Untersuchung  des  Restgliedes  erstreckt  zu  werden.  Für  0  <  a?  ^  1 
zeigt  die  erste  Form 

(_l>)n-li_(        ^         Y 

^      ^^         n  Vl  +  Ba;/   ' 

in    welcher    :r-r-?r-     sicher    ein    echter    Bruch    ist*),    dass 
1  -|-  öx  -" 

lim  i?„  =  0.      Für   —  1  < rr <  0    schreibe   man    —  \x\    für 

n —  I  OD 

X  und  die  zweite  Form  des  Restgliedes 

_     \x\     /|^|-e|a;|y 
1  —  e  \  1  _  e  I  a;  I  /  ' 

in  welcher   der  eingeklammerte  Bruch  wieder   echt  ist,  zeigt, 
dass  auch  jetzt  lim  J?«  =  0. 

n=s=4"* 

Die  Gleichung  (24)  besteht  also  zurecht,  so  lange 
—  l<a;^  +  l 
und  gibt  auch  an  der  oberen  Grenze  der  Wert   1,(1  -^  x)  für 
diese  Grenze  (85),  nämlich 

^•"^—12  +  3 
die  Reihe  ist  für  positive  Werte  von  x  altemirend  und  hat  für 
negative  Werte   von  x  durchwegs  negative  Glieder;  vermöge 
ihres  Geltungsbereiches  lässt  sie  die  Berechnung  der  natürlichen 
Logarithmen  aller  Zahlen  aus  dem  Intervall  (0,  2)  zu. 

Um  zu  einer  Reihe  zu  gelangen,  welche  die  Berechntmg 
der  Logarithmen  aUer  Zahlen  gestattet,  verbinde  man  die 
beiden  Gleichungen 

*)  Denn  8  kann  weder  0  noch  1  sein. 
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z.(i_^)  =  __- _-;_-'_... 

durch  Subtraction;  dadurch  entsteht  (70^  2)) 

>k^.-'lT  +  T  +  'i  +  -]' 

1  -4-  Ä 
und  hier  kann  bei  0  <  a;  <  1   jede  noch  so  grosse  die 

Einheit  übertreffende  Zahl,  bei   —  1  <  a?  <  0  jeden  positiTen 
echten  Bruch  vorstellen.     Setzt  man 

1  -{-  X         a  -\-  z 


(«>o), 


80  wird 


z 

^  —  2ä  +  iP 


und  die  letzte  Gleichung  gibt 

(25)  Ha+s,)^  U+2[,-^+.H,-,V/+lLy  +•••]' 

insbesondere  für  j?  =  1 

(26)^a+l)  =  J.a  +  2[^  +  3^^-^.+  -.^,-^^^.  +  ...]. 

Formel  (25)  gestattet  mit  Hilfe  von  L  a  den  Logarithmus 
jeder  andern  Zahl  zu  berechnen;  (26)  ist  geeignet  die  natür- 
lichen Logarithmen  der  aufeinander  folgenden  natürlichen  Zahlen 
zu  bestimmen;  insbesondere  gibt  sie  für  a=  1 

eine  Reihe,  die  viel  rascher  convergirt  als  die  oben  für  2.2 
angegebene  altemirende  Reihe.  Bei  wirklicher  Ausrechnung 
einer  Logarithmentafel  würde  man  selbstverständlich  nur  die 
Logarithmen  der  Primzahlen  direct  bestimmen  und  aus  ihnen 
durch  Addition  die  Logarithmen  der  zusammengesetzten  Zahlen 
ableiten. 

Um  aus  den  natürlichen  Logarithmen   die   gemeinen   zu 
gewinnen,  bedarf  es  nur  der  Multiplication  der  ersteren  mit 

dem  Modul  M  =  j-jr  (80).    Für  1. 10  ergibt  sich  auf  folgende 

Weise  eine  Bestimmung  durch  unendliche  Reihen.  Setzt  man 
in  (25) 
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a  =  2«  =  1024,        0  =  —  24, 
so  ergibt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  für  1 2  soöben  gefandene 
Reihe  die  Gleichung 

^-  ^^=  T \Y  +  373"«  +  5T3*  ^        )  I       20  . _2  j^ 

3  \253  "^   8  \253/     ""    6   \258/      »  J  ) 

in  welcher  die  zweite  Reihe  so  rasch  convergirt,  dass  verhält- 
nismässig  nur  sehr  wenige  Glieder  zur  Erzielung  einer  vor- 
gegebenen Annäherung  erforderlich  sind.  Bei  einer  auf  6  De- 
cimalen  angelegten  Rechnung  hätte  man: 


±-    -=0333333333 

0 

^^g,  =0012  345679 

jj^gj  =0000828045 

j^,  =0000065321 

^      =0011857  707 

»00 

j^^j,  =0000005645 
j/g„  =  0000000513 

4-(4)'  =  0000000555 

5  =  0-011858262 
1 5  =  0007  905  508 

^       0000  000  04-8 

• 

Ift      ftlS  '~~~  ^ '"'^-'^  ^-'^-'^  ^-'^^^ 

^       0-000  000  004. 

^  =  0-346573588 

^J^^  =  2-310  490  586 

0 

Da  Ä  um  weniger  als  8  Einheiten  der  neunten  Stelle  zu  klein*), 

20 

SO  ist  Y^.  um  weniger  als  54  Einheiten  der  neunten  Stelle 
zu  klein;  B  ist  um  weniger  als  2  Einheiten  der  neunten  Stelle 
zu  klein,  daher  auch  y-B;  folglich  ist 

Y  ^  —  4  ^  =  2-302  585  078 

♦)  Als  Summe  von  8  bei  der  neunten  Stelle  abgebrochenen  Decimal- 
brfichen. 
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dem  strengen  Betrage  gegenüber  um  weniger  als  52  Einheiten 
der  niedrigsten  Stelle  zn  klein  ^  der  strenge  Wert  kann  also 
nicht  grösser  sein  als 

2-302  585130, 

aber  auch  nicht  kleiner  als  die  erstgefandene  Zahl,  so  dass 
mit  Sicherheit 

1 10  =  2-302  585  .. . 

Aus  Ä  ergibt  sich  übrigens  durch  Verdopplung  ein  Nähe- 
rungswert für  1,2  j  der  um  weniger  als  16  Einheiten  der 
niedrigsten  Stelle  dem  strengen  Werte  gegenüber  zu  klein  ist^ 
so  dass  dieser  sicher  zwischen 

0-693147176       und      0693147192; 
daher  ist  mit  Sicherheit 

Z.2  =  0-693  1471... 

07.    Die  Binomialreihe.     Schliesst  man  in  der  Function 

F{z)  =  (a  +  0)"' 

den  Fall,  dass  m  eine  positive  ganze  Zahl  sei,  aus  und  setzt  a 
sowohl  als  a  -|-  je?  positiv  voraus,  so  ist  F(0)  bei  jedem  reellen 
Werte  von  m  reell  tmd  lässt  sich  als  Product  der  reellen 
Factoren 


(i+ir 


darstellen,  wovon  nur  der  zweite  veränderlich  ist.    Wird  —  =  ar 
gesetzt,  so  handelt  es  sich  also  um  die  Entwicklung  von 

Laut  40,  (2)  ist 

fi^)(x)  =  m{m  —  1)  . . .  (w  —  w  +  1)(1  +  a:)'"-« , 
daher 

/•(0)  =  1,         /X-)(0)  =  m(m-l)...(m-n+l); 
hiermit  liefert  die  Maclaurin'sche  Reihe  die  Entwicklung 

(27)  (l+;r)'»  =  l  +  fx  +  ?^-*)a:»  +  ?!^(?^-:^x»  +  -, 

welche  man  als  Binomiaireihe  bezeichnet.     Es  erübrigt  noch, 
den  Geltungsbereich  dieses  Ansatzes  festzustellen. 

Zunächst   ist   das  Gonvergenzintervall   der  Reihe   zu  be- 
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stimmen;  schreibt  man  sie  in  der  allgemeinen  Form  a^-j-a^^x 
+  c^ct^  H ,  so  ist 

m{m  —  1)  •  •  •  («i  —  w  +  1) 


1  •  2  •  • 
infolge  dessen 

lim 


*»  +  l 


=  lim 


l»+  1 


m(in —  1)    •  •  {m —  n) 

~1  •  2  •  •  •  (n  +  1)      ' 


=  1, 


daher  ( —  1,  +  1)  das  Convergenzintervall  (88).  Nur  auf  dieses 
braucht  die  Untersuchung  des  Bestgliedes  beschränkt  zu  wer- 
den^ das  sich  in  den  Formen 


Bn^ 


m{m  —  1)  •  •  •  (m  —  «  +  1) 


1-2 


(1  +  ea;)'»-»ar« 


darstellen  lässt. 

L    Ist  |a?|<l^   so  zerlege  man  das  Restglied  in   seiner 
zweiten  Form  in  die  Factoren 

{i-\'^X)         ,      Vi +  60;/       ^    P^—  i.2...(n-l)  ^' 

der  erste  hängt  von  n  nicht  ab  und  hat  einen  endlichen  Wert; 
der  zweite  convergirt  gegen  die  Grenze  Null,  weil,  gleichgiltig 

ob  X  positiv  oder  negativ,  ^  ,         ein  echter  Bruch  ist;  es  bleibt 

also  noch  zu  untersuchen,  wie  sich  der  Factor  pn  bei  beständig 
wachsendem  n  verhält.  Erhöht  man  in  diesem  Factor  n  um 
eine  Einheit,  so  wird 


also  ist 


Pn 

+  1 

= 

m 

— 

n 

n 

Pn 

+  1 

m 

— 

n 

XPny 


mit  wachsendem  n  nähert  sich  die  rechte  Seite  der  Grenze 
—  ic;  folglich  muss  sich  zu  einer  positiven  Zahl  q,  welche  der 
Bedingung  |  a;  |  <  g  <  1  genügt,  ein  Zeigerwert  v  bestimmen 


lassen  derart,  dass 
ist  also 


Pn  +  l 


<q,  SO  lange  w > v ;  infolge  dessen 
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\P^i\<\P*\Q 

\Pv+z\<\p^+2\q<\p.\^, 


die  Reihe 

daher  convergent,  weil  ihre  Glieder  kleiner  sind  als  die  auf- 
einander folgenden  Glieder  einer  convergenten  geometrischen 
Reihe;  daraus  folgt 

Km  p^  =  0. 

Daher  ist   auch    Um  ^ «»  0    und   der  Ansatz  (27)   bei 

««-fcc 

jedem  m  giltig;  so  lange  { o?  {  <  1 . 

n.    Für  x  =  -\-  1    zerlege  man  dais  Restglied   in  seiner 
ersten  Form  in  die  Factoren 

der  erste  hängt  von  n  nicht  ab  und  hat  einen  endlichen  Wert; 
der  zweite  convergirt  mit  wachsendem  n  gegen  die  Grenze 
NuU;  der  dritte  verwandelt  sich,  von  dem  das  Vorzeichen  be- 
stinmienden  Factor  ( — 1)**  abgesehen,  für  lim  »  =  +  cx>  in  das 
unendliche  Product 

(,_i±J)(l_=L±i)(,_i±i).., 

welches  (78,  2))  gegen  die  Grenze  Null  divergirt,  wenn 
(28)  n»+l>0,     also     w>  — 1 

ist,  während  es  gegen  die  Grenze  +00  divergiren  würde, 
sobald  m  -{-  1  negativ  wäre;  nur  in  dem  ersteren  Falle  ist 

lim  B„  =  0 
und  die  Reihe 

(^9)        1  +  Y  +      1.2      + 1T2T3 +  •  " 

nicht  allein  convergent,  sondern  auch  2^  ihr  Grenzwert. 

in.   Für  X  =  —  1  zerfällt  das  Restglied  in  seiner  zweiten 
Form  in  die  Factoren 
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der   erste  hat   einen  endlichen  Wert,   der  zweite   geht,   vom 
Vorzeichen  abgesehen^  für  lim  n  =  -{-  (x>   in  das  unendliche. 
Product 

(l-T)('-f)('-f)-- 
über,  das  gegen  die  Grenze  Null  divergirt,  wenn 
(30)  m>0, 

hingegen  gegen  +^^7  wenn  m  negativ  ist;  nur  in  dem  ersten 
Falle  ist 

lim  Bn  =  0 

fli     .    }    OD 

und  die  Reihe 

/q^  \  -i  ^1    w(w  —  1) w(w  —  1)(to  —  2)     , 

nicht  allein  als  convergent^  sondern  auch  0  als  ihr  Grenzwert 
erwiesen. 

Das  Gesammtei^ebnis  der  Untersuchung  lasst  sich  in  fol- 
gendem zusammenfassen:   Die  Binomiaireihe 

1.    m       ,    tnOm  —  1)    «    1 
+  T^+      1T2     ^  "• 

ist  für  I  a;  I  <  1  bei  jedem  m  cowoergent  ufid  (1  +  x)^  ihr 
Grenzwert;  für  x=  1  convergirt  sie  nwr,  wenn  m  dem  Inter- 
vall ( — 1,  +00)  angehört,  und  2^  ist  ihr  Grenzwert;  für 
x=z  —  1  convergirt  sie  nur,  wenn  m  dem  Intervall  (0,  +00) 
entnommen  ist  und  hat  den  Grenzwert  0. 

Von    der  Binomiaireihe    wird    im    praktischen   Rechnen 
bei  der  Ausziehung  von  Wurzeln  Gebrauch  gemacht.    Um  yÄ 
zu  berechnen;  bestimme  man  die  der  Zahl  Ä  zunächstliegende 
*  jp-te  Potenz  a^^ ,  so  dass  J.  ==  a''  +  «  und  a  <  o** ;  dann  ist 

VÄ^afTTj 
=  ah  4. 1^  _  £JZ1/«V+  (i>-i)(2i>-i)/iLV "]. 

l    -  p   aP        1  .  2p^\a^)  —        1  .  2  .  31,«       W  j' 

je  kleiner  — ,   um  so  rascher  convergirt  die  Reihe.     Um   die 

Cr 

Gonvergenz  zu  verstiurken^  kann  man  yÄ  in  -^ylcPÄ  um- 
gestalten und  dann  die  Entwicklung  für  Yk^Ä  vornehmen. 
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Für  y2  ergäbe  sich  aus  (29),  wenn  man  t»  =  —    setzt, 
unmittelbar  die  Reihe 

welche  jedoch  wegen  ihrer  langsamen  Convergenz  zur  wirk- 
lichen Ausrechnung  nicht  gut  geeignet  ist;  dagegen  ist 

1/2  =  -J- 1/50  =  1 1/7» +T 
=  J.(i  +  A.  1 LA.  +  Jl^_L \ 

5  \     ~   2      49         2  •  4  49»  ~  2  •  4  .  6  49*  / 

1  =  1000000000 

1      1  Axd.     =0000052061 

-L.JL    =0-0102.04080  24  49« 

18     1         __.         ^^^^  =  0-000000006 


2-4-6  49 


;j^,=  0-000000531 


1-010  204611 


0-000052067 


7 

Die  Differenz  der  beiden  Summen  mit  y  multiplicirt  gibt  die 

Zahl  1*414213556,  deren  letzte  Stelle  um  weniger  als  zwei 
Einheiten  zu  klein  ist,  so  dass  y^  nothwendig  zwischen 
1-414213556  und  1-414213558  hegt;  auf  acht  Stellen  oft- 
geküret  ist  also 

)/2  =  1-41421356. 
98.    Cyclometrische  Beihen.     1)  Die  Function 
f{x)  =  arctga: 
und  ihr  w-ter  Differentialquotient  (40,  10)) 

finUa,)^(-'r-'i-2-..in-l)(       1 ^_\ 

2*  \{x  —  0*         {X  +  0»/ 

sind  auf  dem  ganzen  Gebiete  der  reellen  Zahlen  stetig  imd 
insbesondere  ist  (38,  3)) 

^(0)  =  o,     /x.(o)  =  (-^)--;;-(--.=i)(-l--l), 

^^^  /x*,)(0)  =  0, 

/X4,+i,(0)  =  l  l-.M .  =i  =  1  .  2  . . .  (4g) 
^i,+»)(0)  =  lllL:Ji9±?) .  1  =  _  1 . 2 .  - .  (4g  +  2) . 
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Setzt  man  die  aus  diesen  allgemeinen  Formeln  für  /*(0), 
/^'(O), . . .  sich  ergebenden  Werte  in  die  Maelaurin'sche 
Reihe  ein^  so  ergibt  sich 

(32)  arctg  ic  =  ^  —  |-  +  |- , 

vorbehaltlich  der  erst  zu  erweisenden  Convergenz  des  Best- 
gliedes  gegen  die  Grenze  Null.  Dieses  Restglied  hat  zufolge 
02^  13)  den  allgemeinen  Ausdruck 

jß  ^izzlT7l^( 1 L_V 

2ni  \(ea;  — t)«         (Ox  +  t)V  ' 

trennt  man  in das  Reelle  von  dem  Imaffinären,  so  sei 

(Gx  —  t)  ö  7 

1  I 


dann  ist  nothwendig 

1 


(Qx  +  tT 
und  hiermit 


=  u  —  VI 


n  ' 

der  gemeinsame  absolute  Wert  von  Qx  —  i  und  Qx  -\-  i  ist 
|ye*a:*+  1 1,  daher  der  gemeinsame  absolute  Wert  von  u-{-vi 
und  u  —  vi  einerseits  gleich  -,    ^  ,-    .  andererseits  irleich 

I V«*  +  t7*  ( ,    woraus  folgt,  dass 

1 


l«l<- 


iind 


«.ISld^e^?^!)" 


X 

Ist  nun  x^^ly  so  ist  der  Bruch  -  ,  2  i   -i  ^^tt  und   convergirt 

die  rechts  stehende  Grösse  mit  beständig  wachsendem  n  gegen 
den  Grenzwert  Null;  daher  ist  auch 

lim  JB>  =  0 . 

Für  x*^  1  ist  die  Untersuchung  überflüssig,   weil  dann  die 
Reihe  in  (32)  aufhört  convergent  zu  sein. 
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Der  Bereich,  auf  welchem  der  AnsatE  (32)  Geltung  hat, 
isi  also  durch 

(33)  —  l^a;^  +  l 

gekennzeichnet. 

Für  a;=  1  ergibt  sich  die  von  Leibniz  gefundene  Reihe 

welche  jedoch  zur  wirklichen  Berechnung  eines  genaueren 
Näherungswertes  von  n  yermoge  ihrer  ausserordentlich  lang- 
samen Gonyergenz  nicht  geeignet  ist.  Für  diesen  Zweck  empfiehlt 
sich  das  folgende  von  John  Machin  angegebene  YerfeJiren. 
Es  sei  a  ein  Bogen,  dessen  Tangens  ein  kleiner  rationaler 
echter  Bruch  a  ist;  dann  ergeben  sich  für 
i^2a,  tg3a, . .  .  tgna 
nach  bekannten  trigonometrischen  Formeln  ebenfalls  rationale 
Brüche;  man  schreite  in  der  Bildung  derselben  so  weit  vor, 
bis  man  der  Einheit  von  der  einen  oder  andern  Seite  nahe 
kommt;  sei  beispielsweise 

tg»a  =  6>  1, 
dann  ist    na  >  —   und 

tg(na--j  =  --- =         ^^c 

l  +  tg»a.tg  — 

ebenfalls  eine  rationale  iZahl  und 

—  =  na  —  arctgc  =  n  arctga —  arctgc, 

d.  h.  auf  Grund  von  (32) 

n  (a         a^    .    a^  \        (c  c^    .     c"  \ 

T  =  ~VT-y  +  T J-lT-T  +  y )• 


6>1, 


Mit  a  =  -T-  erhalt  man 

2 

5 

tff  2«  —      ^      —  ^  • 

hria-         ^'         -^*^ 

tgza—          j  —  jg, 

^              .        /6V~119 

^-5« 

^-y 

120 

tg(4«- 

ir\         119                    1 
4/  "^           120  "^289' 
"^  119 
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4  \6         3.5»^  5-6»  / 

_(JL__L_+_i ). 

\239         3  •  239«    '    6  •  239*  /  ' 

4ie    erste   Beihe    kann    mittels    folgender    Bemerkung    durch 
rascher  convergirende  Reihen  ersetzt  werden;  aus 

folgt 


tg2a'= 


1  — 


10 

1^ 

6"  20  ^ 

r  =  99>^' 


daher  ist 


tg(2«'-a)  = 


99 


1  + 


20     J^ 
99  '   6 


10« 

-  J_ 
""  616 


a  =  2«'—  arctg^  =  2arctg  ^—  arctg-^, 
so  dass  also 
iL  =  ft/^JL L_  4.  _i ] 

4  \10         310«"'     6.  10*  / 

-JJ: i_+_L_ ) 

\616         3 .  616»    "^  6 .  616*  / 

\289         3  .  239»  ~  6  •  239*  / 

Diese  Formel  gibt  schon  bei  geringer  Rechnung  eine  Bestim- 


1 

10 
5 

0-100  000  000 

0-000002000 

-0000333333 

-0000000014 

1 

616 

1 

0001  941  747 
-0-000000002 

6 .  IQ*  ^ 

3.616«~ 

B  = 

1 

239 
1 

1 

0001  941  745 

3    10»  ~ 

1 
7. 10' 

0-004 184 100 

Ä  = 

0099  668  653 
8Ä  —  AB—C  = 

-0-000000024 

3.239»~ 
C  = 

0-785  398 16C 

0-004184076 
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Ä  ist  um  weniger  als  2  Einheiten  der  niedrigsten  Stelle  zu 
gross^  B  und  ebenso  C  um  weniger  als  eine  Einheit  zu  gross 
oder  zu  klein;  daher  8Ä  —  4B —  C  um  weniger  als  21  Ein- 
heiten und  das  4  fache  davon  um  weniger  als  84  Einheiten  zu 
gross,  so  dass  ä  zwischen  3'141  592  672  und  . . .  588  liegt;  auf 
6  Stellen  ist  daher 

Ä  =  3141 592. 

Der  Beweis,  dass  die  Zahl  yc  ebenso  wie  die  Zahl  e  eine 
transcendente  Zahl  ist  (94),  gelang  erst  in  jüngster  Zeit  (Her- 
mite,  Lindemann).  Damit  war  auch  dargethan,  dass  die 
Aufgabe  der  Verwandlung  eines  Kreises  in  ein  gleich  grosses 
Quadrat,  die  Quadratur  des  Zirkels,  mit  Lineal  und  Zirkel 
nicht  gelöst  werden  könne. 

2)  Zur  Entwicklung  der  Function 
f{x)  =  arcsina; 
bedienen  wir  uns  eines  Verfahrens,  von  welchem  auch  in  andern 
Fällen  mit  Erfolg  Gebrauch  gemacht  werden  kann. 

Wenn  eine  Entwicklung  existirt,  so  hat  sie  die  Form 
arc  sin  x  =  a^x  +  o^ic*  -j-  a^a?  +  •  •  • , 
weil  arc  sin  0  =  0  ist  (33,  1))  und  weiter  gilt  (87) 

y^_,,i  =  H  +  20^^  +  Sogrc«  H ; 

beide  Reihen  haben  denselben  Convergenzbereich;  andererseits 
ist  auf  Grund  von  97  für  ic*  <  1 

yi— «*  2  '24  '24-6  ' 

die  beiden  letzten  Gleichungen  haben  zur  nothwendigen  Folge  (88) 
a,«  =  0,    (n  =  l,  2,...); 

lai  =  l,  3a8  =  {,  5a5=i^,...(2n+l)asn+i=^^^-f^^ 

woraus 

_l         _11  _131  _  13  •(2n--l)     1 

«1  —  1»    ^  — 2'3'     ^5  ""  2T4  •  5 '  ■  *  *  ^»  '•+1  ~  2  ■  4  .  ■  .  (2  n)      2~S+i  ' 

Durch  Einsetzung  dieser  Werte  in  die  supponirte  Reihe  ergibt 
sich  die  Gleichung 

(35)  arc8ma;  =  -  +  -.-  +  — -  +  •••, 
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welche  gleichfalls  Geltung  hat,  so  lange  —  1  <  a;  <  +  1 ;  sie 
gilt  auch  noch  für  x  =  —  1  und  a;  =  +  1 ,  weil  sie  auch  fttr 
diese  Werte  convergirt.    Auch  sie  kann  zur  Berechnung  von 

%   verwendet  werden  (mit  x  =  —  z.  B.   gibt  sie  fär  ~,  mit 

X  =\  für  —  eine  convergente  Reihe),  ist  aber  hierzu  weniger 

geeignet  als  (32). 

99.  Zum  Schlüsse  dieses  Paragraphen  möge  die  Aufgabe^ 
welche  die  Taylor'sche  Formel  für  Functionen  einer  Yariabeln 
löst,  für  Functionen  mehrerer  Variabein  gestellt  und  gelöst 
werden:  Ist  nämlich  f{Xy  y, . . .)  eine  Function  mehrerer  un- 
abhängigen Variabein,  so  soll  f^x-j-h,  y-j-i,...)  in  eine  nach 
positiven  Potenzen  imd  Producten  solcher  Potenzen  von  Ä,  J,.. 
fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden,  falls  eine  solche  Ent- 
wicklung überhaupt  möglich  ist. 

Es  genügt,  die  Untersuchung  für  eine  Function  zweier 
Variabein,  f{Xj  y),  zu  führen,  weil  die  Ausdehnung  auf  mehr 
als  zwei  Variable  aus  dem  Gange  derselben  unmittelbar  sich 
ergibt. 

Der  Wertverbindung  x/y,  von  welcher  ausgegangen  wird 
und  die  dem  Gebiete  P  angehören  muss,  auf  welchem  die  Func- 
tion gegeben  ist,  entspreche  der  Punkt  M,  Fig.  12,  der  Wert- 
verbindung  X  +  h/y  +  k    der 
Punkt  Jfi ;  verfolgt  man  die  Func- 
tion längs  der  Geraden  M(S)f 
welche  M  und   Jf^   verbindet, 
so    verhält    sie   sich   wie   eine 
Function  einer  Variabein.   Sind 
nämlich   9,  ^   die   Richtungs- 
winkel von  M(S)  (46);  8  der 
von  einem   festen  Punkte  Jf^' 

mit  den  Coordinaten  xjy^  gemessene  Abstand  M^Mj  welcher 
positiv  oder  negativ  gezählt  wird,  jenachdem  M^M  die 
Richtung  M^(ß)  oder  die  entgegengesetzte  Richtung  hat; 
Js  =  Jf  Jfj;  so  ist 

{X  =  Xq-{'  s  cos  9  Ä  =  /Is  cos  9 

y  =  yo  +  ^  cos  ^  Ä  =  ^5  cos  ^ 

C  sab  er,  Vorletnngen.    I.  15 


(36) 
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UBd 

(37)    /•(«+*,  y+i)^f(xo+{s+^s)cQSip,  Uo^{s+J8)Qaäi,) 

Jst  nun  F(s)  in  einem  Intervalle,  das  die  Werte  $  und 
s  +  ^5  einschliesst,  stetig,  und  sind  es  auch  seine  Differential- 
quotienten bis  zur  n  —  1-ten  Ordnung,  so  gilt,  wenn  F{s) 
in  dem  geaaminten  Interyalle  auch  noch  den  n^ten  Differen- 
tialquotienten  beaitet,  nach  90,  (6)  imd  (7),  der  Ansatz 


(38) 


Fi,  +  Js)  =  F{s)  +  ^^Js  +  ^^s'  + 


+  1 .  2  .  . .  («  . 


■1)' 

o<e<i. 

F'($)y  jP"(s),...  sind  aber  die  aufeinander  folgenden  totalen 
Differentialquotienten  der  Function  f(Xj  y)  in  der  Richtung  (/S); 
fQr  dieselben  wurden  in  46,  53  in  einer  dort  erklärten  sym- 
bolischen Schreibweise  die  Ausdrücke  gefunden 


-  cos  9  -J cos 


daraus   folgt    nach   Multiplication   mit    ^s,   ^^  y 
unter  Rücksichtnahme  auf  (36) 

(39)  F"{s)Js*={§-^h  +  l^lcyf{x,y) 

i^-»(*)  ^.-^  =  (^  *  +  ^*)'"V(^,  y); 

da  schliesslich  vermöge  (37)  und  (36) 
F(s  +  e^s)  =  f\x^  +  (s  +  e^s) 008  9),  yo  +  («  +  ö^s)  cos *] 
=  /-(^  +  eÄ,  y  +  0*), 
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so  ist 

(40)      F^^Ks  +  eJs)  =  (Aä  +  ^kYfix  +  Qh,  y  +  ei). 

Tragt  man  die  Werte  aus  (37),   (39)  und  (40)  in   (38) 
ein,  so  ei^bt  sich 

+  i.2..'(n-i)fe^  +  h^)"' f^'^'y) 


(41) 


Dies  ist  die  Taylor' sehe  Formel  fQr  die  Function  f{x^  y).  Die 
Bedingungen  ihrer  Giltigkeit  fliessen  aus  denjenigen,  welche 
fcir  den  Ansatz  (38)  gegolten  haben,  und  aus  (39),  (40);  es 
müssen  die  sämmtlichen  partiellen  Differentialquotienten  der 
Function  f{x,y)  von  der  ersten  bis  zur  n — 1-ten  Ordnung  stetig 
sein  in  einem  Intervalle  auf  M^{S),  welches  die  Werte  x  und 
X  ••\-  hy  y  und  y  +  Ä  einschliesst,  und  auch  die  partiellen 
Differentialquotienten  n-ter  Ordnung  müssen  in  diesem  Inter- 
valle vorhanden  sein. 

Gehört  die  Stelle  x  =  0/y  =  0  dem  Gebiete  P  an,  auf 
welchem  die  Function  f(x,  y)  gegeben  ist,  so  kann  sie  zum 
Ausgangspunkte  der  Entwicklung  genommen  werden;  ersetzt 
man  dann  h,  Tc,  um  sie  als  variable  Grossen  zu  kennzeichnen, 
durch  a?,  y,  so  geht  die  Formel  (41)  über  in 

f{x,y)^f((),Q)  +  \(§^x  +  j-^y)m,0) 


(42) 


die  MaclaiMin'sche  Formel  für  f{x,  y). 

Um  keinen   Zweifel  über  die  Bedeutung  der  Glieder  in 
(41)  und  (42)  zu  lassen,  sei  bemerkt,  dass  beispielsweise 

16  ♦ 
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den  Ausdruck 

vorstellt,  die   Differentialquotienten   sämmtlich   an  der  Stelle 
x/y  genommen, 

den  Ausdruck 

av  2  ,  9  ay       ,  av  2 

dx^^  '^  ^  dxdy^^  '^  dy^y  ' 
die   Differentialquotienten   sämmtlich    an   der   Stelle   0/0   ge- 
nommen u.  s.  w. 

Die  Bedingungen  ftir  die  Ausdehnung  der  Formeln  (41) 
und  (42)  zu  unendlichen  Reihen  brauchen  nach  den  Ausfüh- 
rungen in  91  und  93  nicht  besonders  angeführt  zu  werden. 

§  4.   Die  elementaren  Funotionen  einer  oomplexen  Variabein. 

100.  Wir  definiren  eine  camplexe  Variable  0  durch  das 
Aggregat  x  -\-  iy,  in  welchem  x^  y  von  einander  unabhängige 
stetige  reelle  Variable  bedeuten.  Hiemach  kann  eine  complexe 
Variable  auch  reelle  und  rein  imaginäre  Werte  annehmen; 
ersteres  geschieht^  so  oft  y  =  0,  letzteres,  so  oft  a?  =  0  wird; 
den  Wert  0  ninmit  sie  nur  dann  an,  wenn  a?  =  0  und  y  =  0 
ist;  dagegen  wächst  sie  ins  Unendliche,  wenn  auch  nur  eine 
der  Variabein  x^  y  ins  Unendliche  wächst. 

Die  Menge  der  Werte  von  z  ist  durch  die  Menge  der 
Wertverbindungen  von  rr,  y  bestimmt  und  mit  oo*  zu  bezeich- 
nen (8).  Jedem  besonderen  Werte  von  z  kann  ein  bestimmter 
Punkt  der  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  0(XT) 
bezogenen  Ebene  zugeordnet  werden  (6);  derselbe  Wert  von 
z  kann  statt  durch  x,  y  durch  zwei  andere  Variable  r,  % 
wobei 

r  =  \yx^  +  y^\,      cos9  =  y,      sin9  =  -^, 
dargestellt  werden  in  der  Form 

z  =  r  (cos  9  +  i  sin  9) ; 
r,  (p   legen  als  Polarcoordinaten  denselben  Punkt  der  Ebene 
fest  (88,  I). 
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Ist  jedem  Werte  von  0  eines  gewissen  Bereiches  P,  wel- 
cher durch  einen  Theil  der  Ebene  geometrisch  dargestellt  ist, 
ein  und  nur  ein  bestimmter  Wert  einer  anderen  complexen 
Variabein  w  =  u  -\-  iv  zugeordnet,  so  ist  hierdurch  w  als 
einwertige  Function  der  complexen  Variabein  0  definirt;  man 
drückt  dies  durch  einen  der  Ansätze 

oder 

u  -\-  iv  =  f(x  +  iy) 

aus;  dabei  sind  u,  v  reelle  Functionen  der  beiden  unabhängigen 
Variabein  a?,  y. 

Man  kann,  eine  zweite  auf  ein  rechtwinkliges  Goordinaten- 
System  0(JJV)  bezogene  Ebene  zu  Hilfe  nehmend,  auch  jeden 
einzelnen  Wert  von  «;  =  w  +  it;  durch  einen  Punkt  verbild- 
lichen, der  u  zur  Abscisse  und  v  zur  Ordinate  hat.  Solcher- 
gestalt ist  jedem  Punkte  der  Ebene  der  z  aus  dem  Bereiche 
P  ein  bestimmter  Punkt  der  Ebene  der  w  zugeordnet  und  man 
sagt,  die  zweite  Ebene  sei  auf  die  erste  eindeutig  beisogen  oder 
sie  sei  eine  Abbildung  derselben. 

Gehören  zu  jedem  Werte  von  0  mehrere  oder  unbeschrankt 
viele  Werte  von  «;,  so  heisst  w  eine  mehrdeutige,  beziehungs- 
weise unendlich  vieldeutige  Function  von  0. 

Wenn  in  dem  ersten  Falle,  dem  der  eindeutigen  Function, 
zu  jedem  Werte  von  0  aus  P  ein  anderer  Wert  von  w  gehört, 
so  ist  auch  jedem  Werte  von  w  eines  gewissen  Bereiches  Q 
ein  und  nur  ein  bestimmter  Wert  von  0  zugeordnet:  0  ist  also 
auch  eindeutige  Function  von  w 

0  =  g>{wy, 

gehört  hingegen  zu  mehreren  oder  unbeschränkt  vielen  ver- 
schiedenen Werten  von  0  aus  P  je  ein  Wert  von  w,  so  gehören 
zu  einem  Werte  von  w  eines  gewissen  Bereiches  Q  mehrere 
oder  unendlich  viele  Werte  von  ;?;  es  ist  also  0  als  mehr-  oder 
unendlich  vieldeutige  Function  von  w  aufzufassen.  In  beiden 
Fällen  bezeichnet  man  9  als  die  umgekehrte  Fundion  von  f 
(12,  27). 

Im  Folgenden  werden  die  elementaren  Functionen  einer 
complexen  Variabein  einer  kurzen  Erörterung  unterzogen, 
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101.  Es  gelte  als  Grundsatz,  dass  die  Potenz  einer  com- 
plexen  Zahl  begrifflich  ebenso  aa&ufassen  sei  wie  die  Potenz 
einer  reellen  Zahl;  wenn  also  n  eine  natürliche  Zahl  bedeutet, 
so  sei  auch  bei  complexem  g 

jgf«  ==  JET .  jgf . . .  (n-mal),        in*==— ,        jai^  =  1. 
Es  sei  nun 

(1)  z  =  x  '\-  iy  =  r(cos  ^  -\-  i  sin  tp) ; 
dann  ist 

z^  =  r(cos  9  +  i  sin  9)  •  r  (cos  9  +  i  sin  9) 

=  r*[cos*  q)  —  sin*  9)  +  2i  sin  9  cos  9] 

=*  r*(cos  2g)  +  i sin  29?) , 
^9  =  r*(cos  29  +  i  sin  2  9?)  r  (cos  9  +  i  sin  tp) 

=  r^[cos29COS9 — sin  29?  sin  9) +i  (sin  2  9  cos  9  + cos  29  sin  9?)] 

=  r*(cos  89)  +  i  sin  39) ; 
die  Allgemeingiltigkeit  von 

(2)  f^  =  r*(co8  «9>  +  ♦  sin  ntp) 

ergibt  sich  daraus,  dass  die  HinzufOgung  eines  weiteren  Factors 
j8r  =  r(cos9) +tsin9))  für  jer»+^  dasselbe  Bildungsgesetz  liefert. 
Aus  der  Beziehung 

-T-zi — r-^-= — ^  =  ~-  (cos 9 — i sing?)  «*  -—  [cos (—9))  +  i8in(— g?)] 
r  (CO«  9+*  81119)        r  ^       ^  ^^         i-LV-r/i  \     yyj 

ergibt  sich 

f  jgr-"  =  f^"(cos  ( —  ntp)  +  t  sin  ( —  ng?)) 


\        =r~*  (cos  ng)  —  t  sin  ng)) . 

Da  r~*,  cosng),  sinng)  einwertige  Grössen  darstellen,  so 
sind  die  positive  und  die  negative  ganze  Potenz  einer  complexen 
Variabein  eindeutige  Functionen  derselhen. 

Vergleicht  man  die  Formeln  (2),  (3)  mit  den  aus  (1) 
unmittelbar  hervorgehenden 

;er«  =  r*  (cos  9  +  t  sin  9)* ,         ir~*  =  r~*  (cos  g>  +  i  sin  9)"*, 
so  ergibt  sich 
(4)       (cos  g?  +  t  sin  tp)'^  *  =  cos  (  +  ng))  +  %  sin  (+  ng>), 

die   Moiyre'sche   Binomialformelj   zunächst   giltig    für   jedes 
ganze  n. 
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103.  Die  Wur0d  aus  einet  complexeoi  Zahl  werde  be- 
grifflich ebenso  anfge&Bst  wie  die  Wni^el  ans  einer  rddllen 
Zahl;  es  sei  also  auch  bei  complexem  0  und  ganzem  positifen  H 

■|/j^  =  w 
hwr  dann,  wenn 

W  =  e. 

Setzt  man  w  ='U  -\-  iv  =  iZ(cos  <&  +  t  sin  4>),   so   fOhrt 
dies  yermoge  des  vorigen  Artikels  zu  der  Beziehung 
jB"(cosn0  +  isin»<]>)  =  r{cos(p  +  tsin^), 
welcher  nur  auf  die  eine  Weise  genügt  werden  kann,  dass 

nO  =  ^  -}-  2x3r, 

wo  X  jede  positive  wie  negative  ganze  Zahl  einschliesslich  der 
Null  bedeuten  darf.     Hieraus  ergibt  sich 

daher  ist 
(5)    yj  =  >^r(cos9+  isihfp)  =  [  Yr  \  (cos  ^~^        +  i sin  ^"^   — j . 

Der  anscheinend  unendlich  vieldeutige  Ausdruck  auf  der  rechten 
Seite  nimmt  in  Wirklichkeit  nur  w  verschiedene  Werte  an, 
welche  man  erhält,  wenn  man  der  Reihe  nach 

(6)  ■    x  =  0,  1,  2,...(n-l) 

setzt.  Die  Verschiedenheit  der  aus  diesen  Substitutionen  her- 
vorgehenden Werte  folgt  daraus,  dass  die  zi^horigen  Werte 

von  ^^-^ — —  sammtlich  in  dem  Intervalle  (0,  2ä)  liegen  und 

von  einander  verschieden  sind.  Bezeichnet  man  femer  irgend 
eine  Zahl  der  Reihe  (6)  mit  «^  so  kann  jede  ganze  Zahl 
ausserhalb  dieser  Reihe  durch 

pn  +  a 

ausgedrückt  werden,  wobei  p  eine  positive  oder  negative  gatiie 
Zahl  bedeutet;  setzte  man  nun   x  »<  jpn  +  a,  so  wäre 
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und  da  2px  auf  den  Wert  der  trigonometrischen  Functionen 
in  (5)  keinen  Einfluss  hat,  so  liefert  die  Substitution  x^'^np-^a 
dasselbe,  wie  die  Substitution  x  =  a. 

Hieraus  folgt,  dass  die  n-te  Wurzel  aus  einer  complexen 
Variabein  eine  n- deutige  Function  dieser  Variabdn  ist.  Da 
übrigens  die  complexe  Variable  auch  die  reelle  und  die  rein 
inwginäre  Variable  in  sich  begreift,  so  gilt  der  Satz  auch  fQr  diese. 

Setzt  man  in  der  Formel  (5)  r  =  1  und  lässt  auch  f&r 
ein  complexes  0  den  Ansatz 

zurecht  bestehen,  so  ergibt  sich 

(7)  (cos ip  •+■  iam(p)    =  cos -^-—^ f-  t  sm -^— ' 

Gilt  femer  auch  fQr  complexe  z 

wo  unter  —  ein  irreducibler  Bruch  verstanden  werden  solL  so 

P  ^ 

ergibt  sich  durch  Verbindung  von  (4)  und  (5) 
\Ygi=z  )/[r(cos  9>  +  i  sin  9)]? 

(8)  I  =  >/^(cos  qtp  +  i  singy) 


-i^^i( 


»0»'^  + '•'  +  <«■.  ä3L±'"^ 


und  hieraus  für  r  =  1 

JL 

(9)  (cos  9  +  t  sm  ipy  =  cos  ^^--^ 1-  %  sm  ^^   ^ ; 

in  beiden  Formeln  ist  nach  und  nach 

x  =  o,  i,...Cp-i) 

ZU  setzen,  um  alle  Werte  zu  erhalten,  deren  die  rechte  Seite 
fähig  ist. 

Hiemach   gilt  für  jedes  rationale  (positive  wie  negative) 
n  die  Formel 

(10)  (cos  (p  +  i sin 9)*  =  cos n{ip  +  2x3r)  +  i sin n(9  +  2««). 
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108.  Als  analytische  Definition  der  natürlichen  Potenjs 
werde  auch  für  einen  complexen  Exponenten  jene  bestandig 
und  absolut  convergente  Potenzreihe  angenommen^  welche  in 
94,  (17)  unter  Voraussetzung  eines  reellen  Exponenten  gefun- 
den worden  ist;  es  sei  also 

(11)  ^  =  i  +  i.  +  _£!_  +  .... 

Für  einen  anderen  Wert  /  der  Variabein  ist 

Wendet  man  auf  diese  zwei  Reihen  das  in  74  entwickelte 
Multiplicationstheorem  absolut  convergenter  Reihen  an,  so  er- 
gibt sich  fOr  das  allgemeine  Glied  Cn  der  Productreihe  der 
Ausdruck 

^«         ^'l.2.-.n^"l'l.2--.(n  —  1) 

-L_? 1 I I ? 1 

•12     1-2. ..(n—  2)'  ~  1     2  ■  '    n 

_  c  +  ^r  ■ 

1  •  2 • • • n' 
hiemach  ist 

e^.e.  =  l  +  ^  +  (^'  +  ..., 

d.h. 

Die  natürliche  Potenz  erfüllt  also,  wenn  man  ihr  die  Definition 
(11)  zu* Grunde  legt,  das  Gesetz,  welches  die  Arithmetik  für 
Potenzen  gleicher  Basis  und  mit  rationalem  Exponenten  nach- 
weist, auch  für  complexe  Exponenten,  sie  erfüllt  es  also  ganz 
allgemein. 

Daraus  folgt 

vermöge  der  Definition  (11)  ist  aber 

e-y  =  1+  i?^  -  J^  —    *^—  -4- ^^—  4- '-^ . 

^  ^     '      1  12         128  ~  12.3.4    •     1-2. 8. 4. 6  » 

wegen  der  bestandigen  absoluten  Gonvergenz  dieser  Reihe  sind 
nothwendig  auch  die  Reihen 


Digitized  by 


Google 


234  Erster  Theil.    Differential -Rechnung. 

i-j/^  +—yl 

y  y""       I y^ 

1  l-2.3'l-2.3-4-6 

beständig  und  absolut  conyergent;  als  solche  sind  sie  in  95, 
(22)  und  (23)  y  unmittelbar  erkannt  und  cosy,  respectire  siny 
als  ihre  Grenzwerte  erwiesen  worden;  mithin  ist 

(12)  e'y  =  cosy  +  i  siny 
und 

(13)  eF+'v  =  e* (cos  y  +  i  sin  y) . 

Die  erste  dieser  beiden  Formeln  ist  von  Eni  er  gefunden 
worden,  der  auch  ihre  Bedeutung  t^t  die  Analjsis  gewürdigt 
hat.  Formal  gestattet  sie,  das  Moi  vre'dche  Binom  cosgp +t  sititp 
in  Form  einer  natürlichen  Potenz  mit  imaginärem  Exponenten, 
e'y,  darzustellen. 

Für  den  besondem  Wert  y  =  2ä  gibt  Formel  (12) 
e»««  =  1 ; 
daraus  ergibt  sich,  dass  bei  jedem  ganzzahligen  x 

(14)  ^+iy-\-iMrti  ^^  ^-\-ip(^^Ttiy  ,^  e«-hty  ^ 

Die  natürliche  Potenz  e*  ist  demnach  eine  eindeutige  periodische 
Function  von  z  und  2jci  der  Modul  der  Periode  (82).  Ist  z 
rein  imaginär  ===  iy,  so  ist  vermöge  (12)  der  Modul  von  ^^ 
bei  jedem  Werte  von  y  die  Einheit;  ist  z  complex  =3?+  ty, 
so  ist  der  Modul  von  e*  auf  Grund  von  (13)  e*. 

Wegen  der  Periodicität  von  e*  genügt  es,  um  alle  Werte 

der  Function,  deren  sie  fähig  ist,  zu  erhalten,  z  ein  Gebiet 

^^  ^^  zuzuordnen,  das   dem  x  das  IntervuU 

jr  ( — cx), +oo),    dem    y    das    Intervall 

(0,  2n)   zuweist,    also    einen   Streifen 

1^.  der  Ebene,   welcher    von   der   x-kta 

-I und   einer   zu  ihr  parallelen   Gei^den 


±___x   ™  Abstände  2ä  begrenzt  wird,  Fig.  17. 
Zerlegt  man  die  ganze  Ebene  in  Streifen 
dieser  Richtung  und  Breite,  so  wieder- 
holen sich  die  Werte  von  ^,  welche  aus  dem  erstgenannten 
Streifen  entspringen,  in  jedem  anderen  derart,  dass   6*'  =  e*, 
wenn   zz  ^  TY,  j?/  =  2ä  oder  ein  positives   oder  negatives 
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Vielfaclies  hiervon  ist.     Die  Ebene  XOF  ist  daher  unendlich 
vielfach  auf  die  Ebene  UOV  abgebildet  (lOO). 
Verbindet  man  die  Gleichung  (12)  oder 

6*«  =  cos  a?  +  i  sina? 

mit  der  aus  ihr  durch  Zeichenänderung  des  x  hervorgehenden 

er**  =  cos  X  —  i  sin  x 

durch  Addition  und  Subtraction^   so   ergeben  sich   die   eben- 
£eJ1s  von  Euler  aufgestellten  Formeln 


(16) 


COS  X  =  ^;— 


sm  X  = ip 

2t 


104.  unter  dem  fkUürlidwn  LogarUhmus  der  complexen 
Variabein  g^^x+iy  soll  jede  complexe  Variable  w^^^^u-^iv 
verstanden  werden ;  welche  flir  alle  Werte  von  rr,  y  die  Be- 
ziehung 

e^  =  z 

erfallt;  mit  anderen  Worten,  wie  bei  reellen  Variabein  soll  der 
natürliche  Logarithmus  die  ümkehrung  der  natürlichen  Potenz 
sein.  Er  möge  mit  L.0  bezeichnet  werden  zum  Unterschiede 
gegen  den  bisher  allein  betrachteten  reellen  Logarithmus  einer 
reellen  positiven  Variabein  x,  der  mit  l,  x  bezeichnet  worden  ist. 
Aus 

gw  s»  e'*+''*  =  e"(cos t;  +  t  sin  v)  =  a?  +  iy 

folgt  aber  nach  dem  Grundsatze,  dass  zwei  complexe  Grössen 
nur  dann  gleich  sind,  wenn  die  reellen  Bestandtheile  und  die 
Goefficienten  von  i  beiderseits  übereinstimmen,  dass 

e»  cos  t;  a«  a; 

e"  sin' «7  ==  y ; 

daraus  ergibt  sich  für  den  Modul  von  e*",  d.  i.  für  e",  der  Wert 

e»  =  I  "^a^^-f  y^  I ,     woraus    i4  =«*  1. 1  yx^  +  y*  | ; 


femer 


cost;  =  — ,         sini?  =  -^,         tgi?  =  -^; 
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bezeichnet  also  Are  tg-^  jenen  einzigen  Bogen  aus  dem  Inter- 
valle (0,  2x),  dessen  Tangens  den  Wert  ~  hat  und  dessen 

Cosinus,  Sinus  beziehungsweise  mit  x^  y  dem  Zeichen  nach 
übereinstimmen  y  so  ist 

1?  =  Are  tg  -^  +  2«Ä , 

wobei  X  jede  positive  und  negative  ganze  Zahl  mit  Einschluss 
der  Null  bedeuten  kann. 

Nachdem  so  die  Elemente  von  w  durch  jene  von  z  dar- 
gestellt sind,  hat  man 

(16)     L.{x  +  iy)  =  l.\yx^  +  y^\  +  iArctg|-  +  2x%i. 

Der  natürliche  Logarithmus  einer  complexen  Variabein  ist  dem- 
nach eine  unendlich  vieldeutige  Fundion,  und  aus  einem  seiner 
Werte  ergibt  sich  jeder  andere  durch  additive  Hinzufügung  eines 
entsprechenden  Vielfachen  von  2%i. 

Dieses  Verhalten  ist  die  noth  wendige  Folge  der  Perio- 
dicitat  der  natürlichen  Potenz,  aus  welcher  der  natürliche 
Logarithmus  durch  Umkehrung  hervorgeht  (88). 

Weil  die  complexe  Variable  auch  die  reelle  und  die  rein 
imaginäre  umfasst,  so  gilt  der  eben  ausgesprochene  Satz  auch 
für  diese. 

Ist   y  ==  0,   so    ist   Are  tg  —  entweder    =  0   oder    =  ä, 

jenachdem  rc  >  0  oder  o;  <  0;  man  hat  also 

für  a;  >  0        L,x  =  l,x-\-  2x%i 

für  a;<0        L.x  =  l\x\  + {27t +  l)%i. 

Die  erste  dieser  Formeln  zeigt,  dass  sich  unter  den  un- 
endlich vielen  Werten  des  natürlichen  Logarithmus  einer  posi- 
tiven reellen  Zahl  ein  einziger  reeller  Wert  befindet,  ent- 
sprechend X  =  0;  dieser  ist  es,  den  man  mit  l,x  bezeichnet. 
Aus  der  zweiten  Formel  geht  hervor,  dass  die  Werte  des 
Logarithmus  einer  negativen  reellen  Zahl  wie  die  einer  com- 
plexen Zahl  sämmtlich  imaginär  sind. 

Es  mag  noch  die  einfache  Gestalt  der  Formel  (16)   an- 
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geführt  werden,  welche  sich  bei  trigonometrischer  Darstellung 
von  z  ergibt.    Ist  z  =  r(co8^p  +  i  sin  9),  so  hat  man 

L.z  =  Lr  +  ^9  +  2xjci, 

105.  Zur  Definition  der  trigonometrischen  Functionen  Sinus 
und  Cosinus  sollen  bei  complexem  Argument  dieselben  be- 
ständig und  absolut  convergenten  Potenzreihen  genommen  wer* 
den,  welche  sich  in  95,  (22)  und  (23)  bei  reellem  Argument  für 
diese  Functionen  ergeben  haben.  Bezüglich  der  anderen  Func- 
tionen sollen  die  nämlichen  Beziehungen  gelten,  wie  bei  reellem 

Argument,  also  tgz  = u.  s.  w.     Wir  wollen  zeigen,  dass 

dies  auf  das  nämliche  hinauskommt,  wie  wenn  man  die  For- 
meln (15)  als  allgemein  geltende  Definitionen  festgestellt  hätte. 
In  der  That  folgt  aus  (11) 

^~         '      1  12         1-2   3  "•     12. 3-4    '    1-2. 3-4. 6 

^is^l       *'g         ^'     I      ^^'      I         ^' if! 

1  1-2    "^  1-2.3    '     1    2    3    4         1    2-8. 4-6 

und  hieraus  durch  Addition  und  Subtraction 


2% 


^  12     ~  1    23    4 

« zj_    .  z^  _ 

1  i.2.3'1-2.3-4.6 


nimmt  man  also  die  rechtsstehenden  Reihen,  die  mit  jenen 
96,  (23),  (22)  übereinstimmen,  als  Definitionen  für  cos  0  und 
siuj?,  so  ist  auch 

(17) 


Da  die  natürliche  Potenz  periodisch  ist  mit  dem  Modul  2:nri, 
so  dass  e*''+****  =  6«('+**'*>  =  c^',  so  sind  die  Functionen 
cosj?,  WLZ  periodisch  mit  dem  Modul  2  a:,  wie  dies  für  ein 
reelles  Argument  schon  bekannt  war. 

Ist  z  rein  imaginär,  z  =  ix^  so  geben  die  Formeln  (17) 
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(18) 


cosi^r  =?= 


^   +6" 


sintx 


i s 9 


80  dass  der  Cosinus  einer  rein  imaginären  Variabein  reell,  der 
Sinus  rein  imaginär  ist. 

Ist  z  complex  =  x  '\'  iy,  so  hat  man  aus  (17) 
cos  {x  +  iy) 


«" 

2 

~ix 

j6f_ 

(*" 

'+#-")(«*+«- 

-«')-(.'«-«- 

-")(*»- 

r») 

^' 

A^' 

sin  (x  4-  iy) 
••^e-"')(«^+e- 

4 

-'•)(*»-, 

'-') 

4i 

mit  Beachtung  der  Formeln  (15)  und  (18)  gibt  dies 
cos(a:  +  iy)  *=  cosa:  cosiy  —  siüa:  siniy 
sin(a;  +  iy)  =  sina;  cosiy  +  ^^^  siniy, 
Formeln,  welche  YoUig  dem  ftlr  reelle  Bögen  geltenden  Addi- 
tionstheorem entsprechen;  andererseits  ist,  wieder  mit  Benützung 
von  (18), 


cos(a:  +  iy)  =  cosa;  ■ 
sin(a;  +  iy)  «=  sina; 


«smx- 


^+e 


,— y 


t  cosa:- 


^-e-v 


eine  Darstellung,  in  welcher  Cosinus   und  Sinus   einer   com- 

plexen  Yariabeln  wieder  als  eomplexe  Grossen  dargestellt  sind. 

Ikr  Crnnuts  und  der  Sinus  emer  complexm  Variabd»  sind 

demnach  eindeutige  periodische  Functionen  mit  dem  Modul  2  m. 

Wegen  der  Periodicii»t  genügt  es, 
um  den  ganzen  Verlauf  dieser  Func- 
tionen kennen  zu  lernen,  dem  s  als 
Gebiet  einen  Streifen  der  Ebene  zuzu- 
weisen, welcher  von  der  y-Axe  und 
einer  zu  ihr  parallelen  Geraden  im  Ab^- 
^^^  stand«  2ä  begrenzt  ist,  Fig.  18.  Theilt 
man  die  ganze  Ebene  in  Streifen  dieser 
Richtung  und  Breite,  so  wiederholen 
sich  in  jedem  derselben  die  W^rte  aus 


Fig.  18. 


Z' 


^9 
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dem  erstgedachten  Streifen  derart^  dass  cos/»»  eosief^  sin/ 
=  sinjgf,  wenn  0/  \\XX'  und  i2r/=  2ä  oder  einem  Vielfachen 
davon. 

106.  Als  Arcustangens  einer  complexen  Variabein  z=X'{-iy 
werde  jede  complexe  Zahl  w  =  U'^iv  bezeichnet,  die  der  Be- 
dingung 

tg«;  =  Ä 

genügt.  Mit  Benutzung  der  Gleichungen  (17)  führt  dies  zu 
der  Gleichung 


aus  welcher  zunächst 


=  iz 


^'^  +  1 
und  weiter 

^       ~  l-^iz 
folgt,  so  dass  sich  für  w  die  Bestimmung 

ei^bt;   dadurch  ist  die  Lösung  der  Aufgabe  auf  die  Bestim- 
mung des  natürlichen  Logarithmus  einer  complexen  Variabein 
zurückgeführt;  die  in  104  erledigt  worden  ist.    Es  ist 
14-*^ ^  —  y  +  *^ 1  —  a;«  —  y« ag  . 

r=l^  ~  1  +  y  -  *«  ~  «"  +  (1  +  y)'  "*"  i»"  +  (1  +  y)"  *' 

der  Modul  hiervon  die  positive  Quadratwurzel  aus 

(l-,a.t^y«)i  +  4a?«  _  (1  +  a;'  +  y«)'  -^  4y»  _  a?»  +  (1  -  y)\ 

{*•  +  a  +  y)M*     ~     {x^  +  (1  +  y)M'    ~  ^"  +  a  +  y)"' 
daraus  ergibt  sich  auf  Grund  von  104,  (16) 

1  —  %z        2     aj'  +  (1  +  y)*    '               ö  1  — .  a;«  __  y«    i 
und  hiermit 

r  Arctg(a?  +  ty) 

(19)          _  i     ar»  +  (i  +  y)«        1  2a; 


■y 


x;r: 


dah^  ist  unter  Arctg 5 1  jener  Bogen  aus  dem  Intervalle 

2^ 
(0,  2ä)  ZU  verstehen,  dessen  Tangens  ^  _   ,  __   ,  ist  und  dessen 
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Sinus,  Cosinus  im  Vorzeichen  mit  2xy  1  —  x^  —  y*  respective 
übereinstimmen. 

Der  Arcustangens  einer  complexen  Variahein  ist  demnach 
eine  unendlich  vieldeutige  Function;  aus  einem  seiner  Werte 
ergibt  sich  jeder  andere  durch  additive  Hinzufügung  eines  ent- 
sprechenden Vielfachen  von  7t. 

Die  anderen  cyclometrischen  Functionen   fCLhren  ebenfalls 
auf  den  natürlichen  Logarithmus  zurück.     Auch  wenn  w  eine 
complexe  Zahl  ist^  gilt  vermöge  (17)  die  Gleichung 
^iw  =z  G03W  -{-  iainw, 

woraus  w  =  —L.  (cos  w  +  i  sin  «;) ; 

setzt  man  nun  einmal  sin w  ==  0,  ein  zweitesmal  cos w  =  Zy  so 
ergibt  sich  im  ersten  Falle 

Arcsin;2f  =  —L.{yi  —  jer*+  iz)y 
im  zweiten  Falle 

Are  cos  jEf  =  —  L,{z  -f-  i  Vi  —  ^^) , 

die  Wurzel  beidemal  als  zweideutige  Grösse  aufgefasst.  Die 
Ausfahrung  dieser  Formeln  in  den  Variabehi  x,  y  soll  unter- 
bleiben. Nur  einige  Bemerkungen  mögen  noch  angefügt  werden. 
Ist  0  reell  und  dem  Betrage  nach  kleiner  als  1^  so  ist  auch 
yi  —  (s^  reell  und  der  Modul  von  )/l  —  z^  +  iz^  ebenso  wie 
der  von  z  -\'  i  ]/l  —  z^  gleich  1 ;  infolge  dessen  entföllt  ver- 
möge 104,  (16)  der  logarithmische  Theil  imd  es  bleibt  ein 
reeller  Bogen  bestehen.  Wenn  hingegen  z  reell  und  dem  Be- 
trage nach  grösser  ist  als  1,  dann  ist  )/l  —  z^  imaginär  und 
der  Modul  von  yi  —  z^  -f"  *^  gleich  |  z  -f-  V^*  —  1 1 ,  jener 
von  z  -f-  iyi  —  z^  =  z  —  y^*—  1  gleich  |  z  —  yz^ —  1 1 ; 
man  hat  also  auf  Grund  von  104;  (16) 

Are ainz  =  -jl.\z  '\-  ^z^  —  1 1  -f-  -f-  -f-  2x7r 
Are  cos  jar  =  —  ?.  I ;?  —  ^z^  —  1 1  -f-  2x3r . 

Daraus  ergibt  sich  die  für  reelle  z^  welche  absolut  genommen 
kleiner  sind  als  1^  aus  den  Elementen  schon  bekannte  Formel 

Are  sin  j?  +  Are  cos  j»  =  -rr  +  2x3r . 
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§  5.    Die  nnbestimmten  Formen. 

107.  Wenn  eine  Function  f(x)  der  stetigm  Variabein  x 
fOr  ein  Intervall  (a^  ß)  eindeutig  definirt  und  in  diesem  Inter- 
yalle  stetig  ist;  mit  Ausnahme  einer  einzigen  Stelle  x^=^  a, 
welche  innerhalb  {a^  ß)  liegt  oder  mit  einer  der  Grenzen  zu- 
sammenfallt und  an  welcher  die  Definition  ihre  Geltung  ver- 
liert, so  stellt  sich  die  Aufgabe  ein,  das  Verhalten  der  Function 
in  der  Umgebung  dieser  kritischen  Stelle  zu  untersuchen.  Diese 
Aufgabe  erhält  einen  bestimmten  Ausdruck  in  der  Forderung: 
den  Grenzwert  von  f{x)  zu  suchen  für  einen  näher  bezeich- 
neten,  aber  stetigen  Grenzübergang   Umx^^a   (18). 

Die  Fimction  f{x)  erscheint  an  einer  solchen  Stelle  x^^a 
in  einer  sogenannten  unbestimmten  Form  und  nach  dieser  Form 
richtet  sich  das  einzuschlagende  Verfahren.  Welches  diese 
Form  aber  auch  sei,  so  bezeichnet  man  den  Grenzwert  ]imf(x)y 

xsssa 

wenn  ein  solcher  existirt,  als  den  wahren  Wert  der  unbe- 
stimmten Form  und  ergänzt  die  an  der  Stelle  x  =  a  unter- 
brochene Definition  der  Function  dadurch ,  dass  man  diesen 
Grenzwert  als  ihren  Wert  an  dieser  Stelle  festsetzt,  also 

(1)  fia)=']imfix) 

zssa 

annimmt;  dies  geschieht  auch  dann,  wenn  der  gedachte  Grenz- 
wert +  ^^  ^^^^  —  ^^  18*'  Die  Er^nzung  erfolgt  also,  sofern 
der  Grenzwert  ein  endlicher  ist,  nach  dem  Grundsatze,  dass 
die  im  Intervalle  (a,  ß)  mit  Ausschluss  von  a  herrschende 
Stetigkeit  auch  für  rr  :==  a  fortbestehen  bleibt 

Unter  den  unbestimmten  Formen  ist  es  eine,  auf  welche 
die  übrigen  sich  zurückfahren  lassen;  sie  hat  folgende  Ent- 
stehung. 

Es  sei  f(x)  =  ^pr  eine  gebrochene  Function,  deren  Zähler 

und  Nenner  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  stetig  sind  und  an  der 
Stelle  a:  =  a  zugleich  verschwinden;  dann  nimmt  der  Ausdruck 

der  Function  die  Form  —  an. 

0 

Da  g>(x)  und  ^(a;)  für  lima;  =  a  unendlich  klein  werden, 
so  hängt  der  Grenzwert  ihres  Quotienten  von  der  Ordnung 
des  Unendlichkleinwerdens  jeder  einzelnen  ab  (16). 

0 1  u  b  e  r ,  Vorleiongan.  I.  16 
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Hierüber  gibt  mitunter  schon  eine  einfache  algebraische 
Umformung  Auskunft;  sind  z.  B.  m,  n  natürliche  Zahlen^  so  ist 

Zähler  und  Nenner  werden  also  für  lim  x^^  a  von  derselben 
Ordnung  unendlich  klein  wie  x  —  a,  daher  ist 

fja)  ^  maf(.)  ^  (-r; + "-c"/ + •  •  •  -^  T-D  =-«— ^ 

Ist  die  kritische  Stelle  x^=Q  und  sind  9>(^);  '^(x)  in 
Potenzreihen  entwickelbar^  so  können  diese  Reihen  ein  yon  x 
freies  ölied  nicht  enthalten  (84);  es  sei  daher 

^>{x)  =  o^af»  +  a^oiS^^  -f-  öjiC^*  -j_  . . .  «s=  a;^(ao  +  Oja;  -| ) 

für  lim  a;  =  0  werden  jetzt  ^(a:),  ^(a:)  in  Bezug  auf  x  selbst 
unendlich  klein  von  der  w-ten,  beziehungsweise  von  der  n-ten 
Ordnung  und  man  hat  nun  drei  Fälle  zu  unterscheiden: 

a)  für  fw  >  n  ist  lim  —  =  0,  daher 

«==0  Ä* 

/•(0)  =  lim^  =  0; 

b)  für  m  <  n  ist  Hm  —  ==  c»  (bei  geradem  n — m  -f-oo, 
bei  ungeradem  n  links  —  oo,  rechts  +  oo),  also 


m- 

oo; 

c) 

für  w  = 

-  n  endlich  erhält  man 

■^  /•(0)  = 

Zur  Erläuterung  dieses  Verfahrens  mögen 
dienen 

1)  Für  a;  =  0  nimmt 

folgende  Beispiele 

fr^\ 

«  —  Binx 

■ 

die  Form  --  an;  es  ist  aber 
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a:-8iiia:  =  a:-(a;-^^+i.g.t.4.5 ) 


+ 


1-2S         1-2-3-4-5 

daher 

/•(0)  =  lim/-(a;)  =  i-. 

«==0  ^ 

2)  Dieselbe  Erscheinung  tritt  in 

I  \    /  1  —  COS  Ä 

ein;  die  Entwicklungen  von  Zähler  und  Nenner  geben 
ar-arctga;  =  a;-(^-y  +  -g- j  =  ___+... 

folglich  ist 

f(P)  =  ]imf(x)^0. 

3)  Das  gleiche  Verhalten  zeigt 

-,    .  ^  1(1  +  X  +  X^  +  1(1  --  X  +  x^) 

fQr  a;  =  0;  nun  ist,  sobald  x  genügend  klein  geworden, 

6*  +  «"* — 2cosa; 

daher 

/•(0)  =  lim /•(*)  =  !. 

Die  Entwicklung  gibt  zugleich  ein  bequemes  Mittel,  die 
betreffende  Function  für  der  Null  naheliegende  Werte  von  x 
näherungsweise  zu  berechnen;  so  kann  die  Function  des  1.  Bei- 

1  X* 

für  sehr  kleine  Werte  von  x  durch  y  —  j«^ ,  jene  des 

16* 
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2,  Beispiels  durch  -j ^  und  dies  wieder  durch  -j — , 

Y  "~  24 

die   des   3.  Beispiels   durch    j-    und  dies   wieder   durch 

2  -♦-  — 

Y  +  -T-  naherungsweise  ersetzt  werden. 

Zu  einem  allgemeinen  Yer&hren  der  Grenzwertbestim- 
mung von  Quotienten,  deren  Zahler  und  Nenner  für  :r  »»  a 
gleichzeitig  Null  werden,  führt  die  Differentialrechnung.  An- 
genommen, dass  die  Functionen  g>{x),  if(x)  in  einem  beliebigen 
a  und  a  -{-  h  enthaltenden  Intervalle  stetige  Differentialquo- 
tienten besitzen,  so  kann  g>(a  +  ä),  wie  auch  ^(a  +  *)  nach 
der  Taylor'schen  Formel  (90)  entwickelt  werden,  und  wegen 
g)(a)  =  0,  ^(a)  =  0  wird  sein 

,,(a+Ä)=^'(«)A+?;?A'+-  +  ^?^S^>Ä-    (0<e'<l) 

^(a+Ä)  =  *'(«)Ä+^A'+-  +  ^?^±^Ä-     (0<e"<l). 

Wenn  nun  <p\a)  ^  0  imd  ^'(a)  ^  0,  so  werden  9?(a  -f-  Ä), 
tlf(a-^h)  mit  h  zugleich  unendlich  klein  yon  erster  Ordnung, 
und  man  hat 
(2)  f(a)  =  lim  4M^  -  ^^^• 

Ist  dagegen 
q>\a)  =  0  und  auch  weiter  noch  q>'Xa)  =  0,...9<''*^^)(a)  =  0, 

dagegen  g)^^^(a)  ^  0, 
^'(a)  =  0  und  auch  weiter  noch  ^"(«)  =  0,...^<»-i)(a)  =  0, 
dagegen  ^*>(a)  ^  0, 

und  bleiben  die  letzten  Beziehungen  auch  in  dem  Intervalle 

(a,  a  -|-  A)  bestehen,  so  wird 

y(o  +  ^)  ^  1  •  2  •    •  w^"*   y<"*>(a  +  e^^)^ 
^(a  +  Ä)  ~  1 .  2  . . .  TOÄ*  ^^"^  (a  +  e"Ä) ' 

unter  diesen  Voraussetzungen  wird  also  für  limÄ  =  0  ^(a  +  A) 

in  Bezug  auf  h  unendlich  klein  von  der  m-ten,  ^(a  -|-  ä)  von 

der  «-ten  Ordnung;  darnach  ist 
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f(fl) 

wenn  m>nf 

m 

wenn  »»<n, 

m  ■■ 

wenn  w^n. 

(3) 

I 

Das  Yer&hren^  zu  welchem  diese  Betrachtung  fOhrt^  lässt 
sich  folgendermaassen  charakterisiren:  Man  üffereffMkre  Zähler 

und  Nenner  des  Bruches  —^  je  für  sich  wnd  wiederhole  dies 

SO  ofty  bis  man  im  ZäJüer  oder  im  Nenner  m  einem  Bifferev^ 
tialquotienten  Jcommt,  der  für  x=^a  nicht  NvU  ist;  jenachdem 
dies  im  Nermer  euerst  oder  im  Zahler  0uerst  oder   na>ch   m 

WiederhoUmgen  in  beiden  gleichzeitig  eintritt,  ist  Um  -^  für 
limx:=  a  gleich  NuU,  oder  =  oo  oder  =    .}    • 

In  dem  letztgedachten  Falle  nimmt  nicht  allein  ^7-{j  son- 
dern auch  5?i^,  ?_W^ . . .  9 —  (^  £jjj.  /p— :«  die  unbestimmte 

^\x)  rix)      ^^^"^Hx) 

Form  -^  an  und  alle  diese  Quotienten  haben  denselben  Grenz- 

_(»»)  /_\ 
wert     ,  ,   ^t  denn  wendet  man  die  Taylor'sche  Formel  auf 

q)ir)(a  -}-  h)  und  ^('■)(a  +  Ä),  wo  r  <  w,  an,  so  wird  wegen 
y(r)(a)  =  0,  9(^+^)(a)  =  0, . . .  9>(«-»(a)  =0  und  ^('•)(a)  =  0, 
^(r+i)(a)  =  0, . . .  ^(«»-«(a)  =  0 


und 


^"(»+»)-.^;^^^»-' 


lim 


9<''>(a  +  Ä)         y<^>(a) 


so  dass  man  schreiben  kann 

(4)  /^(a)-Um^  =  limÄ=lim^,= 

^^  '^   ^         x-a'V'(«)  «a^(«)         x««^» 
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Bisher  wurde  die  kritische  Stelle  als  im  Endlichen  liegend 
vorausgesetzt.  Wenn  aber  g>{x)y  if{x)  mit  beständig  wachsen- 
dem X,  z.  B.  für  lima?  =  +00,  g^en  Null  convergiren,   so 

nimmt  —^  für  lim  a?  =  -|-  00  die  Form  —  an,  das  durch  (4) 

charakterisirte  Verfahren  der  Grenzwertbestimmung  bleibt  aber 

bestehen.     Setzt  man  nämkch   a?  =  — ,  so  nimmt       .    >    die 

unbestimmte  Form  för  lim  jg?  =  +  0  ^^  ^^d  hierftlr  gilt  der 
Vorgang  der  successiyen  Differentiation;  nun  ist  aber 

x,„(i)__J,,,-(i) 

„.»(±)__i,.*.(i), 

wobei  9>'(— )  den  Wert  von  ^\x)  für  rc  =  — ,  ^'("")  ^®^  Wert 
von  if'ix)  für  a;  =  --  bedeutet;  daher 

7TT  =  — 7TT    ^iJ^d    um  T^pr  =  lim   -ttH  • 

^^^(f)    *'(t)        '-^'^Mt)    -^''"'' 

Das  an  erster  Stelle  unter  Voraussetzung  ganzzahliger 
positiver  m,  n  behandelte  Beispiel 

X  —  a 

kann  jetzt  für  beliebige  rationale  m,  »  erledigt  werden  (a>0); 
es  ist  vermöge  (2) 

Die   drei   späteren  Beispiele   erledigen   sich   nach  der   zuletzt 
entwickelten  Methode  wie  folgt: 

,.     X — sinrc        ,.      1— cos«        ,.      sin«        /cosajX  1 

1"^ — :;:» — =lim — rzf— =  lun-r— =  (-^-)       ^t? 

^^x-arctga:_^^l+£^_((l  +  gV)        _q 
,«0   1  — CO8«  ^,^^   sin«  \    cosg    /^^o  ' 
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^,{1  +  X  +  x^  +  1(1  -  X  +  x^ 
xsO  «*  +  c""* — 2  008  0; 

2x  +  ix*  /2  +  10«»  —  2x*  —  4a:«^ 


—  lim        1  +  ^'  +  ^*        ^1  {l  +  x^  +  xr  I      _i_. 

x»o  c*  —  e~'  +  2 Bin  a?         \     «'  +  «"**  +  2co8 a?    / ««o      '^ 

108.    J&  habe  die  Function  f(x)  wieder  die  Form  eines 

Bruches  ^t^;  6«'  der  stetigen  Annäherung  von  x  an  die  Grenze 

a  mögen  jedoch  Zahler  wie  Nenner  y  jeder  mit  einem  bestimmten 
Vormchen,  ins  Unendlidie  wachsen.  Dann  nimmt  f{x),  tcie 
man  dies  hwrz  ausdrückt,  an  der  Stelle  x=^  a  die  unbesHmmte 
Form  —  an;  der  Grenzwert  dagegen,  welchem  sich  dabei  f(x) 
im  gegebenen  Falle  nähert^  hangt  wieder  von  der  Ordnung 
des  Unendlichwerdens  yon  Zahler  und  Nenner  ab. 

Einen  wichtigen  Fall,  in  welchem  die  Frage  leicht  erledigt 
werden  kann,  bildet  die  Function 

X 

wo  n  >  0  Yorausgesetzt  wird ;  für  lim  a;  =  +  ^^  wachsen 
SShler  und  Nenner,  positiv  bleibend,  ins  Unendliche;  wie  gross 
aber  auch  x  und  m  ist,  es  gilt 


^>i  +  T  +  A  +  ---  +  ri^ 


daher  auch 


^  +  f+i=^+-  + 


e'  ^       'l'l-2'  '12. ..m 

T> n ^ 

ä"  X* 

WO  inmier  m>n  vorausgesetzt  werden  kann,  so  dass  der 
rechtsseitige  Bruch  mit  x  über  jeden  positiven  Betrag  wächst; 
daher  ist 

lim    i!  =  +oo.  (n>0). 

Es  wird  also  die  natürliche  Potenz  e'  (imd  jede  Exponential- 
grösse  a'j  in  welcher  a  >  1)  für  lim  a:  =  +  ^^  unendlich 
gross  von  höherer  Ordnung  als  jede  noch  so  hohe  algebraische 
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Potenz  o;"  mit  positivem  Exponenten.  Daraus  schliesst  man 
umgekehrt^  dass 

Um    ^  =  0.  (n>0). 

Von  dieser  Function  lässt  sich  leicht  schliessen  auf 

für  n  >  0  imd  limrc  =  +  c»;  denn  setzt  man  l,x=^  z^  so 
wird  x=  e*  und  mit  lim a:  =  +  oo  zugleich  lim jj? *=  +  oo;  die 
Function  aber  geht  über  in 

e    ne 

6  n '  6 

infolge  dessen  ist 

lim    L^-  =  i.    Um     ^-0,         (n>0). 

Hiemach  wird  der  natürliche  und  jeder  Logarithmus ,  dessen 
Basis  grösser  ist  als  1,  für  limo;  =  -f^^  unendlich  gross  von 
niedrigerer  Ordnung  als  jede  positive  Potenz. 

Mit  Hilfe  der  DiflFerentialrechnung  wird  die  Grenzwert- 
bestimmung   im  vorliegenden  Falle  ebenso  erledigt^  wie   bei 

der  Form  — .  Zuerst  soll  dies  unter  der  Voraussetzung  ge- 
zeigt werden,  dass  lima;  =  +  ^^o  (oder  — c»),  und  dass  von 
einer  Stelle  X  angefangen  il;(x)  beständig  wächst  und  tlf\x) 

nicht  mehr  Null  wird.    Dann  gilt  der  Satz,  dass,  sofern  ^rrl 

^  {X) 

einen  Grenzwert  A  besitzt,  ^^  gegen  denselben  Grenzwert  con- 
vergirt. 

Sind  nämlich  Xq,  x  (Xq  <  x)  zwei  Werte  der  Variabein, 
welche  dem  Intervalle  (X,  +  oo)  angehören,  so  ist  nach  dem 
verallgemeinerten  Mittelwertsatze  (88) 

y(a;)--y(a;o)_y^(aH).  ^  ^r  ^^r- 

^(x)  -  fp{x,)  —  ^\x,) '  Xo<X,<X, 

daraus  schliesst  man  weiter 

(p{x)  ^  y(a?)  _^  q>\x^) 

ip{x) 
und 
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^  ^  ^(ä)        j       9(^0)* '»'(gl)  ^ 

fp(x) 

Da  nun  -77^  fftr  lima?  =  +  00  den  Grenzwert  J.  hat,  so  kann 
man  x^  so  gross  festsetzen,  dass  ^^H  ▼on  J.  um  einen  be- 
liebig kleinen  Betrag  s  yerschieden,  also  Ä  +  s  gleich  ist; 
nach  Festsetzung  von  x^  kann  man  femer  x  so  gross  an- 
nehmen^ dass  der  Bruch 

1^(g) 


(p{x) 
Yon  der  Einheit  um  einen  beliebig  kleinen  Betrag  sich  unter- 
scheide, also  gleich  1  +  1;  sei;  dann  aber  hat  man 

und  weil  «,  17  dadurch ,  dass  man  Xq  und  x  gross  genug  wählt, 
der  Null  immer  näher  gebracht  werden  können,  so  ist  that- 
sachlich 

(6)  lim    S1=^=  ^   iP^' 

Der  Satz  gilt  auch  dann  noch,  wenn  ^7^  mit  x  ins  Un- 

o  '  rl){x) 

endliche  wachsen  sollte;  denn  da  der  erste  Factor  der  rechten 
Seite  in  (5)  gegen  1  convergirt,  so  ist  mit  lim  —^  =  00 
auch   lim   ^7-^  =  00. 

Der  Fall,  dass  ^—^  die  unbestimmte  Form  —  fOr  lim  x^^a 

'  V(ä)  00 

annimmt,  lasst  sich  auf  den  Yorigen  dadurch  zurückfahren, 
dass  man 

setzt  und  nunmehr  js  der  Grenze  -f"  ^^  (oder  —  00)  zuführt; 
da  aber 

M«+T)--7i-*'(«+T)' 
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wobei   die  Differentiation   rechts   sich  auf  das  x  yertretende 
Aggregat  a  -| bezieht,  so  ist 


ümm^lim     ^""T    =lün^      "\^  =  lixa^>>- 


Die  über  das  Verhalten  yon  ^'(o;)  angestellte  Bedingung 
lautet  jetzt  dahin,  dass  sich  eine  Umgebung  yon  a  wie  in  (5) 
muss  bezeichnen  lassen,  innerhalb  welcher  tlf\x)  nicht  Null 
wird. 

Sollte  ^4-^  bei  dem  yorgeschriebenen  Grenzübergange  wie- 
der die  unbestimmte  Form  —  annehmen,  so  ireht  man  zu 
dem  Verhältnis  der  zweiten  Differentialquotienten  über,  sofern 
auch  tlf'\x)  die  angeführten  Bedingungen  erfüllt  u.  s.  w. 

Beispieie.  1)  Die  yorhin  behandelten  zwei  Fälle  erledigen 
sich  nach  dem  gegenwärtigen  Verfahren  wie  folgt:  Sind 
Py  p  -{-  1  zwei  aufeinander  folgende  natürliche  Zahlen  und 
p^n<jp  +  l,  so  hört  die  Unbestimmtheit  yon 


nach  jp-maliger,  beziehungsweise  nach  p  +  1 -maliger  Wieder 
holung  des  Verfahrens  (6)  auf,  jenachdem  p  =  n  oder  p  <n 
ist;  im  ersten  Falle  ist 


lim 

=  lim 

^P(J»- 

-1).. 

•  1 

=  +oo, 

im  zweiten  Falle 

lim    —  = 

lim 

n(n- 

-!)■■ 

-(n- 

■p)«"- 

-p-i 

= 

lim 

n(n  - 

-!)■■ 

-P)~ 

=  -j-  ^'O- 

Was  femer 

l.x 

(' 

«" 

anlangt,  so  ist  schon  nach 

einmaligem 

i  DifFerentiiren 

(n>0) 
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lim    -^  ==  lim — — ^r  =  lim —  =  0. 

2)  Auf  die  Function 

a:  +  cosx 
X  —  sin  « 

ist  fär  lim  a;  =  +  ^^o  (wie  auch  —  oo)  das  Verfahren  nicht 
anwendbar^  weil  die  Differentialquotienten  von  Zahler  und 
Nenner,  d.  i.  1  —  sina;,  1  —  cosa;  sich  dabei  keiner  bestimm- 
ten Grenze  nahem;  auch  gibt  es  keine  Zahl  X,  über  welche 
hinaus  der  Differentialquotient  des  Nenners,  1  —  cosa:,  nicht 
mehr  Null  würde;  indessen  zeigt  der  blosse  Anblick,  dass 

, .       a:  +  cos  a;        ^ 
um      ^    . —  =  1 . 
x=.oo  ^—  ß"^^ 

3)  Die  Function 

{.  tg  ax 
ligx 

nimmt  für  a>0   bei  dem  Grenzübergange  lima;  =  +0   die 

a '  sec'  ax 


Form  —  an,  und  es  ist 


tgx 


,.       a  sin  2a; /2a  cos  2a:  \         - 

^ ,  iv  sin  2  a a;        \2a  cos  2a«/x»o  ' 


~^_  ,  Qsin  2aa;        \2acos2a«/x»o  '        V 

wobei  bemerkt  wird,  dass  der  Quotient  der  ersten  Differential- 
quotienten, nämlich  -?— r —  für  a?  =  0  die  Form  -^  erlangt. 

100.     Wenn  f(x)  =  g>(x)  tlf(x)   und  bei  einem  bestimmten 
Grenzübergänge  limx  =  a 

limq)(x)  ^=0,        limtlf(x)  =  oo 
ist,  80  nimmt  f(x)  die  ufibestimmie  Form  0  •  cx>  o»,  welche  sich 
auf  eine  der  Formen  -r-;  —  bringen  lässt,  z.  B.  dadurch,  dass 
man  f(x)  in  die  Gestalt 

-^-— ,   beziehungsweise  -^-—^ 
bringt.    Es  treten  dann  die  früheren  Methoden  in  Eraft.. 
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Einen  Fall  dieser  Art  bietet  die  Function 

f{x)  =  af^Q,  xY  (w>0,  n>0) 

dar    fär  lima;==  +  0,   wenn  nur  auch   m,  n  solche  Zahlen 
sind,  dass  nf»,  (i.a;)*  reelle  Bedeutung  haben.     Schreibt  man 

iß 

so  kann  das  Verfahren  von  108  angewandt  werden,  wonach 

^mf(x)  —  Um  ,";  =  —  ;^  Km  af^{l  x)—^ ; 

ist  n  eine  natürliche  Zahl,  so  gibt  die  n- malige  Wiederholung 
dieses  Vorganges  schliesslich 

Um  f{x)  =  (—1)«  ^^-^y--^  lün  a^  =  0, 

und  Uegt  n  zwischen  den  natürUchen  Zahlen  p  und  p-^-l,  so 
ist  nach  |>+  1-maUger  Wiederholung 

Um  /-(a;)  =  (-  l)i>+^ '*^'' "  l)'-{n-p)  ^^  af-{lxY-P-^  =  0, 

weil  a:*"(t a?> ""'*""*  = — ri —   nun   ein   Bruch   ist,   dessen 

Zähler  gegen  Null  abnimmt,  während  der  Nenner  über  jeden 
Betrag  wächst. 

Man  hätte  mit  Berufung  auf  ein  früher  erledigtes  Beispiel 
auch  so  vorgehen  können:  Setzt  man  a?  =  e~*,  woraus 
Z.  a:  =  —  j?,  so  verwandelt  sich  f{x)  in 


und  da  lima: »«  +  0  zur  Folge  hat  ]immz  =»  -j-  c»,  so  ist 
zufolge  des  ersten  Beispiels  in  108 

lim  f(x)  =  tz}L  lim     (ü^  =  0. 
Die  Form  oo-O  tritt  bei  der  Function 

f{x)~x{a:^-l)  (a>0) 

für  Umx  =  -{-  c»  (wie  —  oo)  ein;  schreibt  man 
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f(^) T— 

X 

und  setzt  —  =  jg,  so  hat  man  es  mit  dem  Quotienten 

g*- 1 

e 

für  limjef  =  0  zu  thun,  der  die  Form  -^  annimmt;  daher  ist 
auch  107,  (2) 

110.  Wenn  f(x)  =  q)(x)  —  if(x),  tmd  wenn  bei  einem  be- 
stimmten GreneObergange  lim^^=a  die  beiden  Theüe  (p(x),  ^(a?) 
zugleich  gegen  die  Greme  +  oo  öcfer  gegen  die  Grenze  —  oo 
convergvreny  so  erscheint  f(x)  in  der  unbestimmten  Form  oo  —  cx) . 

Zur  Ermittlung  des  Grenzwertes  yon  f(ai)  lässt  sich  auch 
hier  mitunter  von  Reihenentwicklungen  Gebrauch  machen. 
Handelte  es  sich  z.  B.  um 


f(x)  =  y{a  +  x){b  +  x)  —  y(a  —  x)(b  —  x) 

für  lim  a;  =  oo  —  die  beiden  Quadratwurzeln  positiv  gedacht  — , 
so  bilde  man  mit  Benützung  der  Binomialreihe  (07) 

-'|i+^(^+S)-t(^+S)*+-1 

)/(a-«)(6-«)-x(l-i±-'  +  g)* 

-«U-t(N^-$)-t(^-$)*— •]> 

diese  Entwicklung  wird  zulässig^  sobald  nur  x  so  gross  gewor- 
den ist,  dass  ^^-i — f-  %  und  ^^-i ^  dem  Betrage  nach 

unter  der  Einheit  liegen;  es  ist  dann 
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und  hieraus 

f{oo)  =  hm  f(x)  =  a  +  b. 

XssrOD 

Desgleichen  kann  bei 

f(x)  =  x-a^l.(l-^^), 


das  för  ]imx  =  (X)  die  Form  oo  —  <x>  annimmt*),  von  der 
Beihenentwicklung  Gebrauch  gemacht  werden;  denn  sobald 
x>  l  geworden,  ist 

und 

Wo  dieser  Weg  nicht  eingeschlagen  werden  kann   oder 
beschwerlich  ist,  da  bringe  man  f{x)  in  eine  Oestalt,  die  für 

lim  o;  =  a  die  unbestimmte  Form  -^  annimmt,  indem  man 

setzt  derart,  dass  (Piix)^  i>^(x)  für  lim  :r  =  a  gegen  Null, 
^i{pc)j  ^i{x)  aber  weder  gegen  Null,  noch  gegen  oo  conver- 
giren.     Dann  erlangt 

die  Form  — ,  welche  nach  früher  entwickelten  Methoden  zu  be- 
handeln ist. 

Beispiele,     1)  Es  sei  für 

f{x)  =  2x  tgfl?  —  Ä  seca? 
der  Grenzwert  zu  bestimmen  für  lim  a:  =  -r-  •     Man  findet 

hm  /(fl?)  =  um =  I '—. )      ^  =  —  2 . 

2  8 


*)  Die  folgende  Rechnung  belehrt  selbst  darüber,  dass  der  zweite 
Theil,  der  die  Form  oo  •  0  annimmt,  den  Grenzwert  cx)  hat. 
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2)  Die  Differenz  f(oc)  =  -r-^ =  wird  bei   lim  a;  ==  0 

unbestimmt;  es  ist 

|.      y.^  V  ,.     flc* — ßin'aj ,.  2x  —  sin 2a; 

x^o  ic'  Bin«  X  ™  2a;8in*aj  +  aj*8in2a; 

2  —  2C08  22; 


lim 
lim 


2  sin* Ä  +  4a;  sin  2a;  +  2a;* cos  2a; 
4  sin  2a; 


6  sin  2a;  -|-  12a;  cos  2a?  —  4a;'  sin  2a; 

/ 8  cos  2a; \       1^ 

\24cos2a;— 82a;8in2a;— 8a;'co82a;/«rso      3> 

dreimal  wiederholt  sich  die  Form  y  und   erst  der  Quotient 
aus  den  vierten  Differentialquotienten  fOhrt  zu  dem  Grenzwerte. 
111.    Eine  Function  von  der  Gestalt 

f(x)  =  fp(x)y^(')  (<p{x)>o) 

kann  zu  drei  weiteren  unbestimmten  Formen  Anüass  bieten;  sie 
nimmt  nämlich  ^  wenn  bei  einem  bestimmten  Grenzübergänge 
limo;  s»  a 

lim9j(a;)  =  0  lim^(a;)  =  0 

die  Form  0®;   femer  wenn 

]imq)(x)  =  cx>  lim ^(a?)  «=  0 , 

die  Form  cx)^;  endlich  wenn 

lim9j(ic)  =  l  lim^(a;)  =  c», 

die  Form  V  an.  Geht  man  aber  von  der  Function  selbst  zu 
ihrem  Logarithmus  über: 

so  kommt  man  zu  einem  Ausdrucke,  der  in  aUen  drei  FäUen 
die  bereits  erledigte  unbestimmte  Form  0  oo  annimmt;  hat 
man  seinen  Grenzwert  ermittelt  und  heisst  derselbe  Ä,  so  ist 

lim  f(x)  =  c^. 

Beispiele.     1)  Der  Logarithmus  von  f{x)  =  a;«,  d.  i.  xl.x^ 
hat  für  lim^  »=  -|-  0  zufolge  100  den  Grenzwert  0;  mithin  ist 

lim  a*  =  1 . 
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2)  Für  lima;  =  y  —  0  tritt  bei 

die  Form  cx)^  ein;  der  Logarithmus  hiervon,  in  der  Gestalt 

Itgx 
secrr 

geschrieben,  nimmt  die  Form  —  an,  und  es  ist,  nach  zwei- 
maliger Differentiation  von  Zähler  und  Nenner, 

sec'a? 
lim     ?L^  =  iim^^ 


«  =  --0 


secx  tgx 


,.      seco;        ,.       secjctffo;  ..  1  r. 

lim  1— i —  =  lim  TTT ^     =  lim  -r «^  0 , 

tg*x  2tga:8ec'a;  2sqcx  ' 


daher 

0 


lim     (tga;r"  =  6"-l. 


■T-» 


3)  Für  lim  j?  =  oo  und  ein  beliebiges  aber  bestimmtes  x 
erlangt 

die  Form  1"^;  der  Logarithmus  davon  kann,  sobald  nur  0  dem 
absoluten  Werte  nach  grösser  ist  als  ic,  entwickelt  werden 
wie  folgt 

'^(i+T)-(f-Ä.+-)— £■+■•• 

und  hat  demnach  für  Umis  ^=  oo  den  Grenzwert  X]  infolge 
dessen  ist 

lim(l+i)--^. 

(Vgl.  80,  (J),  (K).) 

4)  Dieselbe  unbestimmte  Form  wie  in  3)  stellt  sich  bei 


f(x)  =  (cos  axj^ 

1er  Logarithmus 
gibt  nach  zweimaliger  Differentiation 


für   Km  X  =  0   ein ;   der  Logarithmus   hat  die  Form  -jr-  und 
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^ .      b  l.  C08  ax 
lim j 

y      — ah  BJnaa; /         — a^hcosax        \        a^b ^ 

2x  cos  ax  \2  cos  ax  —  2ax  sin  ax/x^o  2   ' 

daher  ist 

lim  (cos  ax)"^  =  e     *  . 


C  sab  er,  Torlesungen.    I.  17 
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Fünfter  Abschnitt. 
Maxlma  nnd  Minima  der  Functionen. 

§  1.    Mazima  nnd  Minima  der  Fonotionen  einer  Variabein. 

112.  In  dem  Verlaufe  einer  nicht  einförmigen  oder  nicht 
monotonen  stetigen  Function  (17)  sind  solche  Werte  der  Varia- 
bein von  besonderer  Bedeutung,  bei  welchen  der  Übergang 
vom  Wachsen  ins  Abnehmen  oder  das  umgekehrte  stattfindet, 
mit  anderen  Worten,  bei  welchen  die  Trennung  der  Gontinua 
erfolgt,  welche  die  Function  in  abwechselndem  Sinne  durch- 
läuft. Die  für  solche  Werte  der  Variabein  geltenden  Werte 
der  Function  sind  es,  welche  in  den  Anwendungen  der  Ana- 
lysis  häufig  vorzugsweise  in  Betracht  kommen.  Man  bezeichnet 
sie  als  extreme  Werte  der  Function  oder  als  Extreme  kurzweg; 
ihre  genaue  Charakteristik  und  Unterscheidung  besteht  in  Fol- 
gendem. 

Es  sei  f{x)  eine  in  dem  Intervalle  (a,  ß)  definirte  ein- 
deutige und  stetige  Function  der  Yariabeln  x.  Dieselbe  hat 
an  einer  innerhalb  (a,  ß)  gelegenen  Stelle  x=^  a  einen  grössten 
Wert  oder  ein  Maximum,  wenn  sich  eine  Umgebung  von  a 
feststellen  lässt  derart,  dass  der  an  der  Stelle  a  geltende  Wert 
f(a)  der  Function  grösser  ist  als  jeder  andere  aus  dieser  Um- 
gebung-, die  Function  hat  an  der  mehrerwähnten  Stelle  einen 
kleinsten  Wert  oder  ein  Minimum,  wenn  sich  eine  Umgebung 
von  a  angeben  lässt  derart,  dass  der  Functionswert  f{a)  kleiner 
ist  als  jeder  andere  aus  dieser  Umgebung. 

Es  lässt  sich  also  dieser  Definition  zufolge  ein  positiver 
Betrag  ij  so  bestimmen,  dass  im  Falle  eines  Maximvims 

(1)  /•(a  +  Ä)-/-(a)<0 
und  im  Falle  eines  Minimums 

(2)  f(a  +  h)-f{a)>0 
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für  alle  Werte  von  h,  welche  der  Bedingung 

genügen^  mit  alleiniger  Ausnahme  von  %  s=  0.  Es  ist  selbst- 
verständlich, dass  das  Intervall  (a  —  ly,  a  +  iy),  welches  die 
Umgebung  von  a  ausmacht,  ganz  «in  dem  Intervalle  (a,  ß) 
enthalten  sein  muss. 

Die  zidässige  Grosse  der  Umgebung,  also  der  äusserste 
Wert  von  iy,  wird  davon  abhängen,  wie  häufig  f(x)  in  (a,  ß) 
zwischen  Wachsthum  und  Abnahme  wechselt;  es  darf  aber  fOr 
den  Zweck  der  Untersuchung  i^  unter  diesem  äussersten  Werte 
bleiben  und  beliebig  klein  angenommen  werden. 

Die  Begriffe  des  Maximums  und  Minimums  beziehen  sich 
also  nicht  auf  die  Oesammtheit  der  Werte  der  Function,  son- 
dern immer  nur  auf  die  Werte  einer  beliebig  engen  Umgebung. 
Eine  Function  kann  in  dem  ihr  zugewiesenen  Intervalle  meh- 
rere oder  selbst  unbegrenzt  viele  Extreme  erlangen  und  unter 
ihren  verschiedenen  Maximis  kann  es  ein  grösstes,  ebenso 
unter  ihren  Minimis  ein  kleinstes  geben;  das  erstere  stellt  dann 
den  absolut  grössten,  das  letztere  den  absolut  kleinsten  Wert 
dar,  welchen  die  Function  innerhalb  (a,  ß)  erreicht;  mit  diesen 
Werten  wären  noch  diejenigen  an  den  Grenzen  des  Intervalls, 
nämlich  f(a)  und  f(ß)  zu  vergleichen. 

US.  Der  Übergang  vom  Wachsen  zum  Abnehmen  oder 
umgekehrt  kann  in  verschiedener  Weise  vor  sich  gehen.  Wir 
stellen  den  wichtigsten,  die  Regel  bildenden  Fall  an  die  Spitze 
und  setzen  voraus,  die  Function  f(x)  besitze  an  jeder  Stelle 
innerhalb  (a,  ß)  einen  Differentialquotienten  im  eigentlichen 
Sinne  oder  einen  vollständigen  Differentialquotienten  (20).  Unter 
dieser  Voraussetzung  lässt  sich  der  Satz  erweisen,  dass  an 
einer  SteUe,  an  welcher  die  Function  ein  Extrem  erreicht,  ihr 
Differentialquotient  verschwindet. 

Im  Falle  eines  Maximums  ist  nämlich  vermöge  der  Re- 
lation (1) 

f{a  +  h)^  m 

h 

für  Werte   von  h  aus  dem   Intervalle   ( — ly,  0)   positiv,   für 
Werte  aus  (0,  ri)  negativ,  und  der  eine  Grenzwert  dieses  Quo- 

17* 
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tienten  für  limÄ  = +  0  kann  daher  weder  negativ  noch  positiv 

sein,  es  mnss  also 

(3)  /'(«)  =  0 

sein.    Im  Falle  eines  Minimnma  ist  derselbe  Quotient  vermöge 

(2)  links  von  a  negativ,  rechts  davon  positiv,  sein  als  existirend 

vorausgesetzter  Grenzwert  für  lim  ä  =  +  0  kann  deshalb  weder 

positiv  noch  negativ,  muss  also  nothwendig  gleich  Null  sein. 

Daraus  aber  ist  der  folgende  Schluss  zu  ziehen:  Weim 
die  FuncHon  f(x)  an  jeder  Stelle  zwischen  a  und  ß  einen  eigent- 
lichen Diiferentidlquotienten  besitzt,  so  sind  die  Werte  van  x, 
für  welche  sie  ein  Extrem  erlangen  kann,  unter  den  Wuredn 
der  Gleichung  f{x)  =  0  jEfw  suchen. 

Wäre  a;  =  a  eine  dieser  Wurzeln,  so  bestünde  die  un- 
mittelbarste Entscheidung  der  Frage,  ob  hier  ein  Extrem  und 
welches  von  beiden  stattfindet,  in  der  Untersuchung  des  Vor- 
zeichens von  fia-^-li)  für  entsprechend  kleine,  entgegengesetzt 
bezeichnete  Werte  von  Ä;  ist  nämlich  f{a  -}-  ä)  in  einer  ent- 
sprechend klein  festgestellten  Umgebung  von  a  links  von  a 
positiv,  rechts  davon  negativ,  so  ist  f{x)  in  dieser  Umgebung 
links  von  a  wachsend,  rechts  von  a  abnehmend  und  erlangt 
in  a  selbst  ein  Maximum;  bei  dem  umgekehrten  Verhalten 
ein  Minimum. 

Die  Function  f{x)  =  2a^  —  3fl?^  +  &  beispielsweise  besitzt 
für  alle  Werte  von  x  einen  eigentlichen  Differentialquotienten 

f{x)  =  Qx{x-l), 
und  die  Gleichung  f{x)  ==  0  hat  die  beiden  Wurzeln  x  =  0 
und  2  =  1.    Bedeutet  S  eine  positive  Zahl  <1,  so  ist 
f{—S)=      6*(1  +  (J)>0 
r{8) 6<r(l-<r)<0; 

demnach  hat  die  Function  an  der  Stelle  2: »» 0  ein  Maximum, 
und  dieses  ist  f{Q)  =  6.  Femer  ist  unter  der  gleichen  Vor- 
aussetzung über  S 

f{l  —  d) 6*(1  — d)<0 

r(l  +  6)=       6d(l  +  *)>0, 

an  der  Stelle  x  =  1  tritt  also  ein  Minimum  ein,  und  dasselbe 
ist  /•(!)  =  &  -  1. 
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114.  Die  Entseheidting  kann  einfacher  getroffen  werden^ 
wenn  die  Function  f{x)  an  jeder  Stelle  innerhalb  («,  ß)  auch 
einen  eigentlichen  zweiten  Differentialquotienten  f\x)  besitzt 
und  wenn  dieser  an  der  Stelle  o;  =»  a  nicht  Null  ist.  Es  gilt 
dann  der  Satz:  Wenn  f\a)  <  0,  so  ist  f(a)  ein  Maximumy 
tmd  wenn  f\c^  >0,  so  ist  f(a)  ein  Minimum. 

Ist  nämlich  f'{a)  <  0,  so  muss  es  eine  Umgebung  von  a 
geben  y  in  welcher  auch 

h  ' 

wovon  ja  f'(a)  der  Grenzwert  fUr  lim  ä  =  +  0  ist,  negativ 

ist;  wegen  f(d)  —  0  bleibt  in  dieser  Umgebung  auch 

na  +  h) 
h 

negativ;  daher  ist  f(a  -f-  %)  links  von  a  positiv,  rechts  davon 
negativ,  f(a)  also  in  der  That  ein  Maximum. 

Ist  rXa)  >  0 ,  so  muss  sich  eine  Umgebung  von  a  be- 
grenzen lassen,  in  welcher  auch 

h ' 

oder  das  diesem  gleichkommende 

f(a  +  h) 
h 

positiv  bleibt;  infolge  dessen  ist  fifl-^K)  links  von  a  negativ, 
rechts  davon  positiv,  f{a)  also  thatsachlich  ein  Minimum. 

Wenn  jedoch  f\a)  =  0  ist,  dann  gilt  zunächst  der  fol- 
gende Satz:  Ist  f\a)  =  0  und  f'{a)^0,  so  ist  f(a)  kein 
Extrem;  ist  aber  auch  f'\a)  =  0,  dagegen  f^^(a)  ^0,  so  ist 
f(a)  ein  Extrem  und  entscheidet  das  Vorzeichen  von  f^^(a)  Ober 
die  Art  des  Extrems,  wie  vorhin  f\d)  entschieden  hat 

Wenn  nämlich  f\a)  =  0  und  f\a)  <  0,  so  sind  die  Kri- 
terien dafßr  vorhanden,  dass  f{a)  ein  Maximum  ist;  da  aber 
f(a)  =  0  ist,  so  muss  f{a  +  h)  in  gehöriger  Nahe  und  zu 
beiden  Seiten  von  a  negativ  sein;  folglich  ist  f{a)  kein  Extrem. 

In  gleicher  Weise  schliesst  man  aus  /*'(a)=0  und  f  "(a)  >0, 
dass  f(0)  =  0  ein  Minimum  ist,  dass  also  f{a  +  ä)  in  gehöri- 
ger Nähe  and  beiderseits  von  a  positiv  sein  müsse,  woraus 
folgt,  dass  f{a)  kein  Extrem  ist. 
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Der  zweite  Theil  der  Behauptung  erweist  sich  folgender- 
maassen  als  richtig. 

Aus  f\a)  ==  0  und  f^{a)  <  0  schliesst  man,  dass  f\a)  =  0 
ein  Maximum  sei,  dass  also  eine  Umgebung  yon  a  existire,  in 
welcher  f\a  4~  %)  negativ  bleibt  mit  alleinigem  Ausschluss 
yon  Ä  =  0;  in  dieser  selben  Umgebung  ist  f{a  +  Ä)  abneh- 
mend, und  da  f{a)  =  0,  so  ist  f{a  +  K)  links  von  a  positiv, 
rechts  davon  negativ,  infolge  dessen  f(a)  ein  Maximum. 

In  analoger  Weise  ergibt  sich,  dass  fUr  f^^(a)>0  f{a} 
ein  Minimum  ist. 

116.  Um  zu  einem  allgemeinen  Kriterium  für  das  Vor- 
handensein eines  Extrems  an  einer  Stelle  a;  =  a,  an  welcher 
f(x)  =  0  ist,  zu  gelangen,  machen  wir  die  Voraussetzung, 
dass  die  Function  f(x)  endliche  Differentialquotienten  bis  zur 
Ordnung  n  besitze,  dass  femer  ausser  f(a)  =  0  auch 

r(a)  =  0,  r'(«)  =  0,.../t-«)(a)  =  0, 
während  P^^{a)  ^0  sei;  schliesslich  werde  angenommen,  dass 
ausser  den  Differentialquotienten  bis  zur  n — 1-ten  Ordnung, 
welche  nothwendig  stetige  Functionen  sind  (21),  auch  der  n-te 
Differentialquotient  wenigstens  in  einer  angebbaren  Umgebung 
von  a  stetig  sei. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  lässt  die  Function  die  An- 
wendung der  Taylor*  sehen  Formel  zu,  und  diese  (90,  (6) 
und  (7))  gibt 

f{a  +  h)  =  f{a)+  ^^!^;.+  '^^^%       (0<e<l) 

woraus 

(4)  f{a  +  Ä)  -  f{a)  =  iT^^  p)(a  +  eÄ). 

Vermöge  der  Stetigkeit  von  /^"^(rc)  lässt  sich  eine  hinreichend 
kleine  Umgebung  von  a  feststellen  so,  dass  innerhalb  der- 
selben f^\x)  von  f^^ip)  um  beliebig  wenig  sich  unterscheidet, 
dass  also  /^"^(a  +  öA)  dasselbe  Vorzeichen  hat  wie  f^\a). 

Dann  hat  für  ein  gerades  n  die  Differenz  f(a-^h) — f(a) 
in  dieser  ganzen  Umgebung,  also  zu  beiden  Seiten  von  a  das- 
selbe Vorzeichen  wie  /^"^(a);  f(a)  ist  sonach  ein  Extrem  und 
zwar  ein  Maximum,  wenn  /^*^(ä)<0,  ein  Minimum,  wenn 
/^">(a)>0. 
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Für  ein  ungerades  n  dagegen  ändert  die  Differenz  /(a  +  A) 

—  f(d)  mit  h  zugleich  ilir  Vorzeichen,  infolge  dessen  ist  f(a) 
kein  Extrem. 

Das  Ergebnis  dieser  Betrachtung  kann  in  dem  Satze  zu- 
sammengefasst  werden:  An  einer  Stelle  x^=a,  welche  der  Glei- 
chung f{x)  =  0  genügt,  hat  die  Function  f(x)  ein  Extrem  nur 
dann,  wenn  der  nächste  an  dieser  SteUe  nicht  verschunndende 
DifferenHalguotient  von  f{x)  von  gerader  Ordnung  ist;  ist  er 
negoMvj  so  ist  f(a)  ein  Maximum^  ist  er  positiv,  so  ist  f(a)  ein 
Minimum. 

Die  beiden  in  114  nachgewiesenen  Sätze  sind  specielle 
Falle  dieses  allgemeinen  Satzes. 

Das  gemeinsame  Merkmal  des  Maximums  und  Minimums, 
das  in  der  Gleichung 

r(a)  =  0 

sich  ausspricht,  hat  im  Zusammenhalte  mit  22,  2)  eine  ein- 
fache Bedeutung  in  dem  Falle,  wo  man  die  Werte  von  f(x) 
durch  die  Ordinaten  einer  Curve  in  einem  rechtwinkligen  Coor- 
dinatensystem  darstellt;  es  sagt  aus,  dass  in  einem  Punkte, 
der  einem  Extrem  entspricht,  die  Tangente  an  jene  Curve 
parallel  ist  zur  Abscissenaxe. 

116.    Beispiele.     1)  Die  in  118  behandelte  Function 
f(x)  =  2a^  —  3x'  +  b, 

deren  Differentialquotient  für  a?  =  0  und  a?  =  1  Null  wird, 
erledigt  sich  mit  Hilfe  des  zweiten  Differentialquotienten 

r(^)  =  12a?  — 6, 
indem  f\0)  =  —  6  und  fXl)  =  6  ist ;  daher  bedeutet  f(P)  =  b 
ein  Maximum  und  f(l)  =  6  —  1  ein  Minimum. 
2)  Eine  Function  von  der  Form 

—  m  eine  natürliche  Zahl  ^2  — ,  wo  die  rechte  Seite  ein 
Polynom  oder  eine  convergente  Potenzreihe  ist,  besitzt  an  der 
Stelle  ic  =  0  ein  Extrem,  wenn  m  gerad^  und  zwar  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum,  jenachdem  o^  negativ  oder  positiv  ist; 
das  Extrem  selbst  ist  f{0)  =  0. 

Denn   es   ist  f(0)  =  0,   und  der  erste   f ür  a?  =  0  nicht 
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Terschwindende    Differentialquotient   ist     f^^\x)  =  1  .  2  •  •  - 

wao+2-3'.-(m+l)aiÄ?H ,  daher  /t"»)(0)  =  1.2 "-ma^. 

Von  diesem  Satze  kann  hänfig  Gebrauch  gemaeht  werden. 
So  folgt  aus  demselben  beispielsweise,  dass 

y  =  |^  +  « 

ein  Maximum  oder  Minimum  erreicht  bei  x  =  0,  jenachdem 
p  <  0  oder  j!>>  0;  denn  nach  obigem  gilt  dies  für  y  —  {,  und 
zwar  ist  das  Extrem  dieser  Differenz  0,  daher  jenes  von  y 
gleich  q.    Desgleichen  kann  über  das  Extrem  yon   . 
y  =  «o;*  +  2ßx  +  r 

entschieden  werden;  bringt  man  nämlich  diese  Gleichung  auf 
die  Form 

y-y  +  ^  =  -^(«^  +  ^)S 

SO  ist  unmittelbar  zu  erkennen,  dass  y  —  y  +  —  für  a?  = ^ 

den  maximalen  oder  minimalen  Wert  0  annimmt,  jenachdem 
a  <  0  oder  a  >  O5  dieselbe  Erscheinung  tritt  auch  bei  y  selbst 
ein,  und  zwar  ist  dessen  maximaler,  beziehungsweise  minimaler 

Wert  y  —  ^'     (Scheitel  der  Parabel) 

Auch  bei  der  Function 

f(x)  ac  af»»(a  —  xy , 

in  welcher  m,  n  natürliche  Zahlen  ^2  und  a  eine  positive 
Zahl  bedeuten  sollen,  kann  der  Satz  benützt  werden;  fasst 
man  sie  als  nach  x  geordnetes  Polynom  auf,  so  ist  a'^x^ 
das  niedrigste  GUed,  daher  f{0)  =  0  ein  Minimum,  wenn  m 
gerad  ist;  man  kann  die  Function  aber  auch  in  der  Gestalt 
(a  —  (a  —  x)y^(a  —  xy 

schreiben  und  als  nach  a  —  x  geordnetes  Polynom  ansehen, 
dessen  niedrigstes  Glied  dann  a^{a  —  xy  ist;  infolge  dessen 
ist  f{a)  =  0  ein  Minimum,  wenn  n  gerad  ist.  Ein  Extrem, 
und  zwar  ein  Maximum,  besitzt  die  Function  unbedingt;  denn 

f(x)  =  a;"*-*(a  —  a?)"-*  {ma  —  («w  +  n)x} 

verschwindet  ausser  an  den  beiden  erledigten  Stellen  x  ^^0 
und  a?  =  a  auch  an  der  Stelle 
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ma 

und  weil  bei  dem  Durchgänge  durch  dieselbe  f{x)  von  posi- 
tiven Werten  zu  negativen  Werten  übergeht^  so  ist 

^(sT-J-»---(=T^"*" 

ein  Maximum. 

3)  Es  sind  die  extremen  Werte  der  Function 

f(x)  =  a  cosa;  +  ^  sinrc 
festzustellen. 

Besitzt  eine  periodische  Function  —  und  eine  solche  ist 
f{x)  —  einen  extremen  Wert,  so  besitzt  sie  deren  unendlich 
viele  von  gleicher  Grösse  und  zwar  an  Stellen,  welche  um  je 
eine  Periode  von  einander  abstehen;  deshalb  genügt  es,  die 
Untersuchung  auf  das  Intervall  einer  Periode,  hier  also  auf 
(0,  2jt),  zu  beschränken. 

Es  ist 

f(x)  =  —  a  sina;  +  h  cosa? 

f\x)  =  —  a  cos  a:  —  b  sinx] 

aus  f(x)  =  0  ergibt  sich 

sina; :  cosa;  =  &  :  a, 
woraus 

b  a 

sma?  =  — — =,      cosa:  = ~- 

far  diese  Werte  sina;,  cosa;  nimmt  f\x)  den  Wert 

an;  infolge  dessen  hat  die  Function  an  der  durch 

b  a 

sina?=    ,  co8a;  = 


bestinunten  Stelle  ein  Maximum  von  der  Grösse  }/a^4~^'  ^^<^ 

an  der  durch 

b  a 

sm  a;  = r  #         cos  x  - 


bestimmten  Stelle  ein  Minimum  von  der  Grösse  —  "j/a*  +  ^  • 

4)  Die  Zahl  a  ist  in  zwei  Theile.  zu  zerlegen  derart,  dass 

das  Product  dieser  Theile  den  grösstmöglichen  Wert  annehme. 
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Ist  der  eine  Theil  Xj  so  heisst  a  —  x  der  andere,  und 
so  handelt  es  sich  um  das  Maximum  von 

f{po)  =  x{a  —  x) . 

Aus  f{x)^a  —  2x  =  0  folgt  ^  =  ^y  und  da  f  (a?)  =  —  2 
negativ  ist,  so  ist  thatsächlich 

Kl)-? 

der  grösstmögliche  Wert  des  Productes. 

Auf  diesen  einfachen  Fall  lassen  sich  mancherlei  Probleme 
zurückfOhren;  als  Beleg  dafQr  mögen  die  folgenden  dienen. 

a)  Unter  den  Rechtecken  von  gegebenem  Umfange  2  a 
jenes  von  der  grossten  Fläche  zu  bestimmen. 

Heisst  eine  Seite  des  Rechtecks  rr,  so  ist  a  —  x  die  andere; 
es  soll  also  a{a  —  x)  ein  Maximum  werden.  Das  verlangte 
Rechteck  ist  demnach  das  Quadrat. 

ß)  Unter  den  einem  gegebenen  Kreise  vom  Durchmesser 
a  eingeschriebenen  Rechtecken  dasjenige  von  der  grossten  Fläche 
aufzusuchen. 

Ist  X  die  eine  Seite  des  Rechtecks,  so  ist  das  Quadrat 
der   anderen    a*  —  x^y    x^a^  —  x^    die  Fläche;    ihr   Quadrat 

x^{a^  —  x^)  wird  ein  Maximum  für  x^^^-^,  die  Fläche  selbst 
ist  dann  ebenfalls  ein  Maximum  =  y  und  der  Oestalt  nach 
ein  Quadrat,  weil  x  =  Va^  —  x^  =  -^  • 

y)  Den  Elevationswinkel  bei  dem  schiefen  Wurf  zu  be- 
stimmen, bei  welchem  sich  die  grösste  Wurfweite  einstellt. 
Heisst  c  die  Wurfgeschwindigkeit,  g  die  Beschleunigung 

der  Schwerkraft  und  x  der  Elevationswinkel,  so  ist 

die  Wurfweite;  sie  wird  zu  einem  Maximum,  wenn  sin^rcoso; 
oder  sin^Ä?  cos*a?  =  sin*rr(l — sin^rc)  seinen  grossten  Wert  er- 
langt; dies  aber  geschieht  für  sin*a:  =  Y,  also  für  0?=  — 
oder  bei  einem  Winkel  von  45^. 

S)  Die  Höhenlage  der  Öffiiung  in  der  Seitenwand  eines 
Gewisses  zu  bestimmen,  bei  welcher  die  Ausflussweite  am 
grossten  ist. 
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Bedeutet  h  die  Tiefe  der  horizontalen  Grandebene  und  x 
die  Tiefe  der  Ö&ung  unter  dem  Flüssigkeitsspiegel^  so  ist  die 
Ausflussweite  2")/a;(Ä — x) ;  sie  wird  am  grössten,  wenn  x(h — x) 

ein  Maximum  erreicht,  und  dieses  tritt  fftr  x  =  ^  ^^^- 

5)  Es  sind  zwei  Punkte  Ä,  B  und  eine  Gerade  XX' 
gegeben,  Fig.  19;  man  soll  jene 
Punkte  P  in  XX'  bestimmen, 
für  welche  der  Winkel  ÄPB  — 
als  algebraische  Grösse  aufgefasst 
—  einen  extremen  Wert  erlangt. 

Bezeichnet  0  den  Schnitt- 
punkt der  Geraden  AB  mit  XX', 
so  ist 

e  =  ÄPB  =  XPB  —  XPA, 

setzt  man  OA  =  a,  OB^b,  OP=x,  XOA^a,  fällt  AA' 
und  BB'  senkrecht  zu  XX',  so  findet  sich 

XP^  =  Arctg 

XPB  =  Arctg  ^ 

^  6  cos  a  —  X 


a  cos  a  —  X 
&  sina 


und  daraus 
0 


Arctg 


6  sin  a  .       . 

-—  —  Arctg 


6  cos  a  —  X 


a  cos  a  —  X 


*       .  (a  —  &)  sin  a  •  o; 

=  Are  tg  -T 7 — 7-~ 1 — 5  • 

®  ah  —  (a  +  o)  cos  a  •  o;  +  ^ 

Um  die  Rechnung  zu  vereinfachen,  bezeichne  man  Zähler 
und  Nenner  des  letzten  Bruches  mit  «i,  v,  so  dass  9 
dann  ist 

U'V  —  UV 

de 
dx 


Arctg -^5 


U  V  —  UV 

!♦«  +  »• 


und  es  lautet  somit  die  f&r  einen  extremen  Wert  nothwendige 
Bedingung 

UV  —  UV  =  0, 
d.h. 

(a  —  6)  sin  a  { a6  —  (a  +  6)  cos  a  •  ä?  +  ^* } 
—  (a  —  6)sina-a?{ — (a  +  6)cosa  +  2ir}  =0, 
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oder  nach  Ausführung  der  Rechnung 

a?  —  a6  ==  0, 
woraus 

In  analytischem  Sinne  entspricht  die  eine  Lösung  einem 
Maximum,  die  andere  einem  Minimum  von  0;  um  eine  Unter- 
scheidung trefiFen  zu  können,  ist  eine  Festsetzung  über  6  noth- 
wendig:  9  soll  den  JuMm  Winkel  bedeuten,  durch  welchen 
PA  in  PB  übergeführt  wird,  und  soll  negcMv  oder  posiüv 
sein,  jenachdem  die  Drehung  im  Sinne  des  Uhrzeigers  oder  in 
dem  entgegengesetzten  Sinne  yor  sich  gehi  Unter  solchen 
Umständen  ist  0  positiv,  wenn  in  Fig.  19  P  rechts  von  0 
liegt,  negativ,  wenn  P  links  von  0  liegt;  es  entspricht  dann 
X  =  +y^  öi^  Maximum,  x  =  — "j/oft  ein  Minimum. 

Sind  a,  h  entgegengesetzt  bezeichnet,  liegen  also  J.,  B  zu 
entgegengesetzten  Seiten  von  XX', 
Fig.  20,  so  zeigt  die  Lösung  an,  dass 
es  keinen  grössten  oder  kleinsten 
Wert  von  9  gibt.  Versteht  man 
unter  9  den  Winkel,  durch  welchen 
BA  in  BB  übergeführt  wird  mittels 
einer  Drehung  gegen  den  Sinn  des 
Uhrzeigers*),  so  durchläuft  9,  während  x  das  Intervall  ( — oo, 
+  00)  beschreibt,  beständig  abnehmend  das  Intervall  (2«,  0), 
es  findet  daher  thatsächlich  weder  ein  Maximum  noch  ein 
Minimum  statt. 

Die  Aufgabe  kann  durch  geometrische  Betrachtung  wie 
folgt  gelöst  werden.  Den  Ort  der  Punkte  P,  für  welche  der 
Winkel  J.PJ5,  Fig.  19,  constant  ist,  bildet  ein  Kreisbogen 
über  der  Sehne  AB\  die  beiden  Kreise  des  Ejreisbüschels  mit 
den  Grenzpunkten  AB,  welche  die  Gerade  XX'  berühren,  geben 
in  den  Berührungspunkten  die  Lösungen  der  Aufgabe.  Denn, 
geht  man  von  einem  dieser  Kreise  über  zu  einem  ein  wenig 
grösseren  aus  dem  Büschel,  der  die  Gerade  XX'  schneidety  so 
ruht  in  diesem,  wie  man  sich  durch  eine  einfache  Betrachtung 


*)  Die  Festsetzung  ist  beidemal   so  getroffen,  dass  6  bei  Über- 
schreitung von  a;  =Bs  0  stetig  bleibt. 
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überzeugt,  über  der  Sehne  AB  ein  kleinerer  Winkel  als  in 
dem  berührenden  Kreise. 

Handelte  es  sich  in  Fig.  19  um  jenen  Punkt  in  XX\  aus 
welchem  die  Strecke  AB  unter  dem  grösstm  Winkel  erscheint, 
so  entspräche  dieser  Frage  der  Punkt  ic  =  +  Yaby  rechts 
von   0.  • 

6)  Es  sind  zwei  Punkte  A,  B  nnd  eine  sie  nicht  tren- 
nende Gerade  XX'  gegeben,  Fig.  21.    Man  soU  den  kürzesten 
über    einen   Punkt    von   XX' 
führenden  Weg  von  A  nach  B 
bestimmen. 

Einem  Grundsatze  der  Geo- 
metrie zufolge  wird  der  Weg 
aus  zwei  geradlinigen  Strecken 
sich  zusammensetzen,  so  dass 
es  darauf  ankommt,  den  Punkt 

P  in  XX'  so  zu  bestimmen,  dass  s  =  -4.P+  PB  ein  Mini- 
mum werde. 

Setzt  man  AA'=a,  J?B'=6,  ^'P'=c,  A'P=^x,  so  ist 


8=ya^  +  x^  +  ]/i«  +(c  — a;)% 
und  die  nothwendige  Bedingung  für  ein  Extrem  lautet 

oder  in  den  Linien  der  Figur  ausgedrückt 

AP       PB' 
AP  ~  BP'^ 

daraus  schliesst  man  auf  die  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  AA'P 
und  BB'P  und  hieraus  wieder  auf  die  Gleichheit  der  Winkel 
X'PA  und  XPB.  (Reflexionsgesetz.)  Die  Construction  von 
P  geschieht  in  der  Weise,  dass  B'B^  «»  BB'  gemacht  und  A 
mit  JBi  verbunden  wird. 

Die  directe  Verfolgung  der  Bedingungsgleichung  (a)  führt 
nach  Beseitigung  der  Irrationalitäten  und  der  Nenner  zu  der 
quadratischen  Gleichung 

iß)  0>^  —  a')^*  +  2a^cx  —  a^c^  =  0, 

und  diese  gibt  die  beiden  Wurzeln 
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die  erste  leitet  auf  die  gefundene  Lösung  hin;  denn   aus  der 
hervorgehobenen  Ähnlichkeit  folgt 

jrP:a=^(c— TP):6, 

woraus  A  F  ^=  — .-r-  =  x. . 

a  +  h         ^ 

Die  zweite  Lösung  ist  der  gestellten  Aufgabe  fremd  und  rührt 

daher,  dass  die  Gleichung  (ß)  umfassender  ist  als  (a)  infolge 

der  ausgeführten  Quadrirung;  die  Gleichung  (ß)  schliesst  auch 

die  Bedingung  ftlr  das  Maximum  von  AP  —  BP  oder  von 

Ya^  +  x^  —  Yb^  +  (c  —  xf 
in  sich  und  hierfür  gilt  x^  y  das  den  Schnittpunkt  Q  der  Geraden 
AB  mit  XX'  bestimmt;  in  der  That  ist 
AP—PB<AB, 
daher  AB  der  Maximalwert  der  Differenz  AP —  PJ5,  welcher 
sich  dann  einstellt,  wenn  P  mit  Q  zusammenfallt. 

Man  hätte  auch  von  der  folgenden  Betrachtung  ausgehen 
können.  Der  Ort  der  Punkte  P,  für  welche  AP-\'PB  einen 
bestimmten  constanten  Wert  s  hat,  ist  eine  Ellipse  mit  den 
Brennpunkten  AB  und  der  grossen  Axe  s  (Fig.  21);  die  kleinste 
unter  diesen  (confocalen)  Ellipsen,  welche  mit  der  Geraden 
XX'  Punkte  gemein  hat,  ist  diejenige,  welche  sie  berührt; 
der  Berührungspunkt  bestimmt  die  Lösung  der  Aufgabe  und 
hat  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Ellipsentangente 
eine  solche  Lage,  dass  L  X'PA  =  L  XPB, 

7)  Es  sind  zwei  Punkte 
A^B  und  eine  sie  trennende 
Gerade  XX'  gegeben,  Fig.  22. 
Man  soll  denjenigen  Punkt 
P  in  XX'  bestimmen,   für 
welchen  die  Differenz 
d  =  AP—PB 
ein  Maximum  wird. 
Die   analytische   Behandlung   der  Aufgabe   führt   zu   der 
nämlichen  Gleichung  (ß)  wie  vorhin.    Von  den  beiden  Wurzeln 
entspricht  nun 
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^2  —  a  —  ft 
dem  verlangten  Maximum  und  liefert  den  Punkt  P,  zu  dessen 
Construction  B^B^  =  BB'  zu  machen  und  Ä  mit  Bj  zu  ver- 
binden  ist;   dieser  Punkt   ist   also   durch   die   Gleichheit   der 
Winkel  X'PA  und  X'PB  charakterisirt.    Die  zweite  Lösung 

ac 

welche  auf  den  Schnittpunkt  Q  der  Geraden  AB  mit  XX' 
hinleitet,  ist  der  gestellten  Aufgabe  fremd  und  bestimmt  das 
Minimum  von  J.P  +  PS;  denn  thatsachlich  ist 

ÄP+PBS^S, 
daher  AB  der  kleinste  Wert  von  -4P  +  PB,  welcher  eintritt^ 
wenn  P  mit  Q  zusammenföllt. 

Geometrisch  lost  sich  die  gestellte  Aufgabe  durch  folgende 
Betrachtung.  Der  Ort  der  Punkte  P,  für  welche  die  Differenz 
AP — BP  einen  bestimmten  constanten  Wert  d  hat,  ist  eine 
Hyperbel  mit  den  Brennpunkten  A,  B  und  der  reellen  Axe  d'y 
diejenige  unter  diesen  confocalen  Hyperbeln,  welche  die  Ge- 
rade XX'  berührt,  hat  unter  denen,  die  mit  dieser  Geraden 
reelle  Punkte  gemein  haben,  die  grösste  reelle  Axe;  ihr  Be- 
rührungspunkt bestimmt  also  die  Lösung  der  Aufgabe  und 
liegt  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Hyperbel  so,  dass 
L  X'PA  =  L  X'PB, 

8)  Es  sind  zwei  Punkte  A,  B  und  eine  sie  trennende 
Ebene  MM'  gegeben,  Fig.  23.  Man  soll  den  Weg  von  A  nach 
B  bestimmen,  welchen  ein  Beweg- 
liches in  der  kürzesten  Zeit  zurück- 
legt, wenn  es  sich  von  A  bis  zur 
Ebene  mit  der  Geschwindigkeit  u 
und  von  da  ab  bis  B  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V  bewegt. 

Der  Weg  wird  sich  nothwendig 
aus  zwei  geradlinigen  Strecken  zu- 
sammensetzen und  bestimmt  sein,  sobald  man  den  Punkt  P 
der  Ebene  kennt,  über  •welchen  er  führt.  Von  diesem  lässt 
sich  femer  erweisen,  dass  er  in  die  Verbindungslinie  der  ortho- 
gonalen Projectionen  J.',  B'  von  A,  B  auf  MM'  fallen  wird, 
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dass  der  Weg  selbst  also  in  der  durch  Ä,  B  za  MN  gelegten 
Normalebene  verläuft.  Denn  zu  einem  Wege  wie  ÄQB,  der 
über  einen  Punkt  Q  ausser  A'B'  führt,  lasst  sich  immer  ein 
Weg  finden,  der  in  kürzerer  Zeit  zurückgelegt  wird  als  ÄQB] 
man  braucht  nur  QP  senkrecht  zu  Ä'B'  zu  ziehen  und 
erkennt  sogleich,  dass  ÄP<ÄQ,  BP<BQ^  dass  also  auch 
APB  in  kürzerer  Zeit  zurückgelegt  wird  als  ÄQB, 

Ist  AÄ'^a,  BB'=h,  Ä'B'=c,  A'P=x,  so  ist  die 
für  den  W^  APB  erforderliche  Zeit 

und  ihr  kleinster  Wert  ergibt  sich,  wenn  P  so  gewählt  wird,  dass 
dt  ^_         X c  —  X ^ 

dx  ~  u^a^-^-x^        t?>/6«  +  (c  — ic)*~     ' 

oder  in  den  Linien  der  Figur  ausgedrückt,  dass 

u'  AP~  V  '  BP^^ 

bezeichnet  man  also  die  Winkel  APN  und  BPN\  welche  die 
Wegtheile  mit  dem  Lothe  NN'  zur  Ebene  einschliessen,  mit 
cc,  ßy  so  ist  der  verlangte  Weg  durch  die  Beziehung 

sina u 

sinj?         V 

gekennzeichnet,  womach  das  Sinusverhältnis  der  genannten 
Winkel  gleich  sein  muss  dem  analog  gebildeten  Verhältnis 
der  Geschwindigkeiten.     (Befractionsgesetz.) 

117.  Die  bisher  gepflogenen  Untersuchungen  über  die  Ex- 
treme einer  stetigen  Function  f(x)  waren  an  die  Voraussetzung 
geknüpft,  dass  die  Function  an  jeder  Stelle  innerhalb  des  Inter- 
valls (a,  ß),  für  welches  sie  definirt  ist,  einen  vollständigen 
Differentialquotienten  besitzt.  Aber  auch  bei  anderem  Ver- 
halten der  Function  können  sich  extreme  Werte  einstellen. 

1)  Angenommen,  an  einer  Stelle  a  zwischen  a  und  ß  höre 
die  Ableitung  f{x)  auf  definirt  zu  sein;  dagegen  gebe  es  dort 
einen  bestimmten  rückwärts  genommenen  und  ebenso  einen 
bestimmten  vorwärts  genommenen  Differentialquotienten  (20), 
und  die  beiden  seien  ungleich  bezeichnet;  dann  ist  f(a)  ein 
Maximum  oder  ein  Minimum,  jenachdem  in  der  angegebenen 
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Ordnung  der  beiden  Dilferentialquati«nten  ein  Übergang  yom 
positiren  Eom  negativen  oder  das  umgekehrte  stattfindet. 
Denn  im  ersten  Falle  ist 

Ä ' 

das  für  lim  ä  =  —  0  gegen  eine  positive  Grenze  convergirt, 
f&r  negative  h^  deren  Betrag  über  eine  angebbare  Grenze  nicht 
hinausreicht;  positiv,  folglich  f&r  solche  h 

/•(a  +  Ä)_/-(a)<0; 

derselbe  Quotient^  da  er  fär  lim  A  <»  -f~  ^  g^9^  ^^"^  negative 
Grena»  convergirt,  bleibt  für  positive  h  unter  einem  angeb- 
baren Beirage  negativ,  so  dass  f&r  solche  h 

dadurch  ist  aber  f(a)  als  Maximum  erwiesen  (112,  (1)). 

Ahnlich  gestaltet  sich  der  Beweis  im  zweiten  Falle. 

Der  Übergang  vom  Wachsen  ins  Abnehmen  oder  umge- 
kehrt äussert  sich,  wenn  man  f(x)  durch  die  Ordinaten  einer 
Gurve  darstellt,  im  vorliegenden  Falle  in  solcher  Weise,  dass 
die  Gurve  an  der  Übergangsstelle  zwei  verschiedene  Tangenten 
aufweist  (17,  Fig.  4). 

Als  Beispiel  diene  die  Function 

WO  die  Wurzel  als  positiv  aufgefasst  wird;  diese  Function  be- 
sitzt an  jeder  Stelle  mit  Ausnahme  von  x  =  a  einen  bestimm- 
ten Differentialquotienten 


der  negativ  und  =  —  1  ist  im  Intervalle 
( — (X),  a),  positiv  und  =  +  1  im  Inter- 
valle (a,  +  cx));  an  der  Stelle  a  selbst 
ist  der  rückwärts  genommene  Differenflal- 
quotient  —  1,  der  vorwärts  genommene  + 1, 
daher  ist  f(a)  =  b  ein  Minimum.  —  Die 
Function  f(x)  ist  geometrisch  diu"ch  die 
Ordinaten  der  Sdienkel  des  rechten  Winkds  LMN,  Fig.  24, 
dargestellt,  dessen  Scheitel  die  Goordinaten  (a,  b)  hat  und  dessen 
Schenkel  gegen  die  Axen  gleich  geneigt  sind 

Csaber,  Vorlesuigen.   I.  18 
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2)  Angenommen  femer,  die  Ableitung  f\x)  von  f{x)  sei 
an  einer  Stelle  x  =  a  innerhalb  {a^  ß)  nicht  definirt  und 
werde  bei  Annäherung  an  dieselbe  unendlich  gross  in  der 
Weise,   dass   Um  f(x)  =  +  cx)   und    Hm  f(x)  =  —  oo    oder 

umgekehrt;  dann  ist  f(a)  ein  Extrem  und  zwar  ein  "Maximum, 
wenn  f(x)  sich  in  der  erstgedachten  Weise  verhält,  ein  Mini- 
mum, wenn  es  das  umgekehrte  Verhalten  zeigt. 

Die  Begründung  hiefur  ist  dieselbe  wie  vorhin. 
Der  Übergang  vom  Wachsen  ins  Abnehmen  oder  umge- 
kehrt äussert  sich  bei  geometrischer  Darstellung  jetzt  so,  dass 
die  beiden  bei  x==^  a  zusammenstossenden 
Theüe  der  Curve  eine  zur  y-Axe  paraUele 
Tangente  haben,  Fig.  25. 

Eine  solche  Erscheinung  weist  die  durch- 
aus stetige  Function 

auf,  indem  ihr  DifiPerentialquotient 


an  der  Stelle  x  =^  a  nicht  definirt  bei  unbegrenzter  Annähe- 
rung an  dieselbe  unendlich  wird,  und  zwar  ist  för  lim  x  =  a  —  0 
sein  Grenzwert  —  oo ,  fQr  lim  a?  =  a  -{-  0  aber  -{-  oo ;  daher 
ist  f(a)  ==  b  ein  Minimum  (Fig,  25). 

118.  Es  bleibt  noch  zu  zeigen,  wie  man  die  extremen 
Werte  einer  implicit  gegebenen  Fundion  ermittelt. 

Durch  die  Gleichung 

(5)  F{x,y)  =  0 

sei   y   als   stetige  Function   von   x  definirt.     Ihr  Di£Perential- 

quotient  -^  ergibt  si^h  aus  der  Gleichung 

W  ax  ^  dy  dx        ^^ 

er  muss  —  von  den  in  117  behandelten  Ausnahmeföllen  ab- 
gesehen, welche  jedesmal  eine  besondere  Untersuchung  erfor- 
dern —  für  einen  extremen  Wert  verschwinden,  und  dies  hat 
zur  Folge,  dass  auch 
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wird.  Besitzen  nun  die  Gleichungen  (5)  und  (7)  gemeinsame 
Lösungen^  deren  eine 

a?  =  a        y  =  6 
sein   möge^   so  bezeichnet  x^=  a   eine  Stelle,  an   welcher  y 
einen   grössten   oder  kleinsten  Wert  haben  kann,  und  dieser 
extreme  Wert  selbst  ist  dann  y  =  h.     Darüber  kann  im  Sinne 
von  114  in  vielen  Fallen  schon  durch  den  zweiten  Diflferential- 

quotienten  j^  entschieden  werden;  dieser  aber  ergibt  sich  aUr 

gemein  aus  der  Gleichung 

a«*  ■'"  ^  dxdy  da>'^  dy^  \dxl   "T"  gy  ^a;*  ~  ^ 

welche  durch  nochmalige  Differentiation  der  Gleichung  (6) 
entsteht  (66);  im  vorliegenden  Falle  soll  er  jedoch  an  der 
Stelle  rc  =  a  untersucht  werden,   an  welcher  die  Function  y 

selbst  den  Wert  6  hat  und  an  welcher  ^^  =  0  ist;  für  diese 

dx  ' 

Stelle  gilt  also  die  einfache  Beziehung 

/a^\  /dF\  rd^\      _ 

\dx^  /x=a,  y^b  ^  \dy  Ix^a,  y=6  \dxV x^a  ' 

woraus 

(^)  kdxVx^a  \     dW 

dy  /  «=«i  y* 

Ist  dieser  Wert  nicht  Null,  so  zeigt  sein  Vorzeichen  an,  ob 
y  sss})  ein  Maximum  ist  oder  ein  Minimum. 

Die  Resultate  dieser  Untersuchung  werden  hinfällig,  wenn 

für  rp  =  a,   y  =  6   der  Differentialquotient  k—  verschwindet; 

denn  dann  ist  die  Gleichung  (7)  eine  Folge  von  (6)  auch  dann, 

wenn   —^  nicht  Null  ist.     Dieser  Fall  wird  später  in  anderem 

Zusammenhange  zur  Erledigung  kommen. 

Beispiele.     1)  Es  sind  die  extremen  Werte  von  y  zu  be- 
stimmen, wenn 

F{^7  y)  =  ^^tf^  +  y  —  a;  =  0 . 

18* 
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Verbindet  man  mit  dieser  Gleichimg  die  weitere 

SO  führt  die  Auflösung  beider  zu  dem  Wertepaftr 


ftlr  dftsattbe  erkngt 

0  —  6«y»  den  Wert  2^-1- 

1^  =  8a*y»  4-  1   den  Wert   |, 
folglich  ist  an  der  errechneten  Stelle 

da?«  6   r    9 

negativ  und  aius  diesem  Gfronde  y  ^«  f^i  ^^^  Maximum  toü  y. 

2)  Für  die  in  57^  2)  bereite  behandelte  Function  y,  welche 
durch  die  Gleichung 

F(x,  y)  —  ic»  —  Baxy  +  y»  —  0 

definirt  ist^  die  extremen  Werte  zu  bestimmen. 

Aus  der  gegebenen  und  der  aus  ihr  abgeleiteten  Gleichung 

ergeben  sich  durch  Auflösung  die  Wertepaare 

a?i  — 0,    yi  =  0;  x^  =  a}^,    y,  =  a>/4-, 

für  das  erste  nimmt 

^  =  3y*  —  3ax 

den  Wert  0  an  und  es  tritt  der  erwähnte  Ausnahmefall  ein; 
für  das  zweite  hat  dieser  Differentialquotient  den  Wert  3a*)/2, 
der  zweite -Differentialquotient 

den  Wert  6ay^;  mithin  ist  an  dieser  zweiten  Stelle 
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infolge   dessen    y^  "»  a  Yi  ein  Maximum  oder   ein  Miwimmn 
der  Function  y^  jenachdem  a  >  0  oder  a  <  0  ist. 

§  2.    Maadma  xuid  Minima  der  Ponotionen  melirerer 
iiiMMilbigjti^eii  Viuriabol^ 

218.  Wir  g^en  von  einer  Fruaction  zweier  Vambeln 
B  OK  f{x^  y)  aaS;  welche  auf  dem  Oebiehe  P  eindeutig  uad 
stetig  ist.  Dieselbe  hat  an  einer  innerhalb  P  gegebenen  Stdle 
o;  SB  a,  y  «B  6  ein  Maximum;  beziehungsweise  ein  Minimum^ 
wenn  sich  eine  Umgebung  von  a/ft  feststellen  lässt  denu^^ 
dass  der  Functionswert  f{a^  6)  grosser,  respective  kleiner  ist 
als  jeder  andere  aus  dieser  Umgebung  entnommene  Wert  der 
Function.  Es  muss  sidi  also  eine  poeitire  Zahl  17  fesisteUen 
lassen  derart^  daas  fBr  den  Fall  eine«  Mwimiiiins 

(1)  A(a  +  Ä,  &  +  *)-/-(a,&)<0, 
und  für  den  Fall  eines  Minimums 

(2)  /'(a  +  Ä,  6  +  *)-/-(a,6)>0 

fUr  aUe  Wertyerbindungen  hl'ky  f&r  welche  gleichzeitig 

ausgenommen  die  WertTerbindong  0/0  Ten  %/^. 

Legt  man  die  geometrisehe  Darstellung  des  GMnetes  P  zu 
Grunde,  Fig.  26,  (46),  so  ist  durch  jede  WertY^rbindwg  V^  ^^^ 
durch  den  Punkt  afh  laufende  Richtung  S  bestimmt,  und  yerfolgt 
man  die  Funetion  in  dieser  Biditun^  ^^  ^ 

so  besagen  die  Relationen  (1),  (2), 
sie  sei  deJoiei  an  der  StaUe  afh  ein 
Maximum,  beziehungsweiae  ein  Mini- 
mum; und  dies  muss  der  De^tion 
gemäss  für  jede  durch  afh  gebende 
Richtung  gdten. 

Man    kommt    hi^naeh  zu   dem 
Schlüsse,  dass  die  Function  f,{^^ y)  an  der  Stelle  aß  nur  dann 
eixien  extrei»en  Wert  hia^,  wenn  f(a,V)  bei  Verfolgung  der 
Functionswerte  in  jeder  durch  aß  gehenden  Richtung  ein  Sx^ 
trem  darstellt. 
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Hierzu  ist  vor  allem  nothwendig^  dass  der  totale  Diffe- 
rentialquotient (46,  (7)) 

gebildet  für  die  Stelle  afby  in  jeder  Richtung^  also  für  jede 
Wertverbindung  cos  9,  cos^',  welche  der  noth wendigen  Be- 
dingung cos*  9  +  cos*  ^  =  1  genügt,  gleich  Null  sei,  und  dies 
wieder  findet  nur  dann  statt,  wenn  an  der  SteUe  a/h 

ist. 

Daraus  ergibt  sich  der  Satz:  Diejenigen  Stellen,  an  welchen 
die  Function  f(x,  y)  einen  extremen  Wert  besitzt,  sind  unter  den 

Lösungen  des  GUichungspaoflres  ^  «=  0,  ^  =  0  jw«  suchen. 

Es  sei  nun  a/h  eine  aus  diesen  Gleichungen  herror- 
gegangene  Losung.  Zur  weiteren  Entscheidung  werde  der 
zweite  totale  Differentialquotient  (58,  (4)) 

W     0  =  S ^^^*»^  +  2 ä?fc ^^'9^  ^^^*  +  W '^*'* 

für  die  Stelle  afb  herangezogen;  er  muss,  soll  /"(a,  6)  ein 
Maximum  sein,  für  alle  Richtungen  negativ,  und  soll  /*(a,  V) 
ein  Minimum  sein,  für  alle  Richtungen  positiv  sein.    Nun  ist, 

g-T  ^  0  vorausgesetzt, 

av  dv     (dHV    %    I  o^v  ^v  ,  ,  av  av    8^ 

äi  dT«  =  y)  ^«>  +  2äi  dd-y  ^'^ ^«*  +  d  a#^«'*^ 

und  nach  Ergänzung  der  beiden  ersten  Theile  der  rechten 
Seite  zu  einem  vollständigen  Quadrat 

avdiv 

jetzt  aber  lässt  sich  darüber  entscheiden,  unter  welcher  Voraus- 
setzung die  rechte  Seite,  also  auch  die  linke  Seite,  also  auch 

j-y  in  aMen  Richtungen  ein  und  dasselbe  Vorzeichen  hat.    Die 
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Unreichende  and  nothwendige  Bedingang  hiefÜr  ist  nämlich, 
dass  an  der  Stelle  a/h 

Bei. 

Das8  diese  Bedingung  hinreichend  ist^   erkennt  man  so- 
gleich; denn  besteht  sie,  so  ist  der  Ausdrack  auf  der  rechten 

Seite  Ton  (5)  ftlr  alle  Richtungen  positiv  und  hat  somit  ^ 
beständig  das  nämliche  Vorzeichen  wie  \^%j 

Dass  die  Bedingung  auch  nothwendig  ist,  ergibt  sich  auf 
folgende  Art.     Wäre 

dx^  ay«        \dxdyl  ^^' 

so  Hessen  sich  sowohl  Richtungen  bezeichnen,  für  welche  die 
rechte  Seite  von  (5)  positiv,  als  auch  solche,  für  welche  sie 
negativ  ist;  eine  Richtung  der  ersten  Art  wäre  diejenige, 
welche  durch  cos  ^  =  0  (wozu  cos  9  =  4:  1  gehört)  gekenn- 
zeichnet ist;  und  Richtungen  der  anderen  Art  würden  sich 
beispielsweise  aus 


(7) 

L^«°«9'  +  aLV*''*     ^ 

ergeben. 

Bestünde  endlich 

av  av      8Y      n 

dx'dy*       dxdy       "' 

80  hätte  allerdings  die  rechte  Seite  von  (5)  für  alle  Rich- 
tungen das  positive  Zeichen,  jedoch  mit  Ausnahme  derjenigen, 
die  sich  aus  (7)  ergeben,  weil  für  solche  der  ganze  Ausdruck 

und  somit  j-^  verschwände,  so  dass  für  diese  Richtungen  eine 

Entscheidung  nicht  getroffen  werden  konnte. 

Auf  Grund  dieser  Erörterung  ergibt  sich  also  der  folgende 
Satz:  An  einer  SteUe  a/b^  cm  welcher  die  leiden  ersten  Diffe- 
rentialquotienten j^i  J-  verschwinden,  hat  die  Fmction  f{Xy  y) 

a*/  d^f     i  a*/  \8    n. 

ÄicÄer  einen  extremen  Werty  wenn  dort  g^  j^  —  \dxJy)  ^ 
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ist,  tmd  0war  ist  f(a,  t)  ein  Maximum,  wenn  g-^  negativ,  ein 

Minimum,  wenn  ^  positiv  ist 

Übrigens  kann  die  letstangeftilirte  Unterscheidung  auch 

mit  Hilfe  von  g~  vorgenommen  werden,  weil  die  Bedingung  (6) 

nidait  erfCdlt  sein  kaim,   ohne  duas  ^;  ^  beide  von  Null 

versokieden  und  desselbei  Yoraeiehens  sind. 

Die   durchgef&hrte   Betrachtung  verliert   ihre  Ghimdlage| 

wenn  j-^  für  jede  Richtung  verschwindet,  und  dies  tritt  ver- 
möge (4)  dann  ein,  wenn  für  x^^  a,  y  ^^b 

Es  niuss  dann,  soll  f(a,  b)  ein  extremer  Wert  sein,  auch  ^ 

f&r  alle  Richtungen  verschwinden  (U4),  und  dies  setzt  (58,  (6)) 
voraus,  dass  an  der  Stelle  a/b  auch  alle  partiellen  Differential- 
quotienten dritter  Ordnung  von  f(x,  y)  Null  werden;   ist  dies 

der  Fall,  so  kommt   es  weiter  auf  ~  an.     Das  Vorzeichen 

dieses  Differentialquotienten,  wenn  es  f&r  alle  Richtungen  das- 
selbe  bleibt,   entscheidet    über  Maximum   oder  Minimum  in 

demselben  Sinne  wie  das  Vorzeichen  von  j-^,  sobald  j-t<0 

ist.  In  Betreff  der  Fortsetzung  dieser  Schlüsse  braucht  nur 
auf  116  verwiesen  zu  werden. 

120.  Die  Definitionen  für  das  Maximum  und  Minimum 
einer  Function  «  *»  f{xx ,  arj , . . .  «„)  von  n  (>  2)  unabhängi- 
gen Variabein  sind  jenen  für  eine  Function  zweier  Variabein 
analog;  es  hat  die  Function  an  der  Stelle  xi/xt/ .  .>/xn  ein 
Maximum  beziehungsweise  ein  Minimum,  wenn  sich  eine  posi- 
tive Zahl  12  angeben  lässt  derart,  dass 

(8)  /"(«l  +  Äl,   Xt  +  kt,...Xn'^K)—f{x^,X^,,.,Xn)<0 

und  respective 

(9)  f{Xi+hi,   Xt-^-hi,  .  ,  .  Xn+K)  —  f{Xx,  X2,  .  .  .  Xn)>  0 
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fBr  aU«  WerkrerbinduAgeB  K/'f^h"  /l^n^  fSr  weleke  gleieh- 

\K\<n>  \K\<n>'"\^n\<ri, 

auflgenommen  die  Wertverbindniig  0/0/ •••/O. 

Wenn  man  sich  der  Terminologie^  welche  fOr  zwei  und 
drei  unabhängige  Variable  wirUioh  anschauliche  Bedeutung 
hat^  allgemein  bedient^  (M)^  so  darf  man  sagen^  die  Bedingungen 
(8)  und  (9)  stellen  die  Forderung,  es  sei  f{xtf  x^y  -Xn)  ein 
Maximum,  beziehungsweise  ein  Minimum^  in  welcher  durch 
den  Punkt  Xi/x%/"  -  /Xn  gehenden  Richtung  man  auch  die 
Function  yerfolgen  mag.  Dieser  Forderung  wird  aber  nur  da- 
durch entsprochen,  dass  der  totale  Differentialquotient  (48,  (11)) 

fbr   alle    Richtungen,    abo    ffir    alle    Wortverbindungen    von 
cos 91,  cos9>s, . . .  cos^n,  sofern  sie  nur  der  nothwendigen  Be- 

ÜBgnng  cos'  9i  4-  cos'  9^  4 h  ^^^  9»  °^  1  entsprechen,  den 

Wert  Null  aanimmi    Daraus  folgt  als  nothwendige  Bedingung 
fOr  einen  extremen  Wert  das  Gleiiäiungssystem 

An  einer  Stelle,  welche  aus  diesem  Gleichungssystem  sich 
ergibt,  findet  aber  nur  dann  in  jeder  durch  sie  gehenden 
Richtung  ein  Maximum  oder  Minimum  statt  und  ist  daher 
auch  die  Bedingung  (8)  oder  jene  (9)  erflUlt,  wenn  der  zweite 
totale  Differentialquotient  (68) 

575  =  äV  """^^'^^  +  d^'  ''''®'''^  +  • "  •  +  ä^  ^^^'''« 
+  ^ä^T^  ^*^i  ^^9^«  +  ^  a|^  ^^^9^1  cos  98  H 

für  <iUe  Richtungen  negativ^  beziehungsweise  für  dUe  Rich- 
tungen posiHv  ist 

Man  kann  diesen  Kriterien  auch  den  folgenden  Ausdruck 
geben.    Weil  das  totale  Differential  df  zugleich  yerschwindet 

mit  dem  totalen  Differentialquotienten  ^,  und  weil  das  zweite 
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totale  Differential  ^f  gleiches  Vorzeichen  hat  mit  dem  zweiten 
totalen  Differentialquotienten,  so  gilt  der  Satz:  Die  Function 
fi^u  ^y '  • '  ^n)  Jcann  einen  extremen  Wert  nwr  an  einer  solchen 
Stelle  erlangen^  an  welcher  das  totale  Differential 

df^lLda>,  +  IL^da^  +  ...  +  .ILj^^ 

identisch,  d.  i,  imabhängig  von  den  Werten  dxi,  dx^,  •  •  •  dx^, 
verschwindet;  und  es  hat  die  Function  an  einer  solchen  Stelle 
wirMich  ein  Maadmum  oder  ein  Minimum,  wenn  das  zweite 
totale  Differential 

beständig,  d.  i.  für  alle  Wertverbindungen  dxxjdx%/  -  •  -/  dXn  *), 
negativ,  beziehungsweise  positiv  ist. 

Die  Anwendung  des  zweiten  Theiles  dieses  Satzes  kann 
in  speciellen  Fällen  häufig  entfallen,  wenn  nämlich  aus  der 
Natur  der  Aufgabe  selbst  zu  erkennen  ist,  ob  es  sich  um  ein 
Maximum  oder  um  ein  Minimum  handeln  kann. 

121.  Beispiele.  1)  Es  sind  die  extremen  Werte  der  Function 
f(x,  y)  =  aa;«  +  2bxy  +  cy^  +  2gx  +  2hy  +  lc 

zu  bestimmen. 

Die  beiden  ftlr  einen  extremen  Wert  nothwendigen  Be- 
dingungsgleichungen 

YÄ  =  ^^  +  ^y+^=^ 

\^iy-l>x  +  cy+h  =  0 


•)  Hierbei  dürfen  unter  dx^^  dx^y  .  .  .  da?^  beliebig  grosse  Werte 
gedacht  werden,  weil  das  Vorzeichen  des  Ausdruckes  für  d'/",  auf  das 
allein  es  ankommt,  nicht  geändert  wird,  wenn  man  ihn  mit  dem  Quadrat 
einer  beliebig  grossen  Zahl  q  multiplicirt;  dann  aber  treten  an  die  Stelle  von 

dXi ,  dx^ )  •  •  •  ^^n 
die  Producte 

QdXi,  Qdx^,  .  .  .  Qdx^, 

die  beliebig  gross  sein  können. 
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liefern  nur   dann  ein   bestimmtes  Wertsystem  fftr  rc,  y,  wenn 
die  Determinante 


ac 


—  V^O 


ist,  und  zwar  ist  dieses  Wertsystem 

hh  —  cg  hg  —  ah 

^0  =  ac  -  6"  '      y^~  ac-'h^'' 

demselben  entspricht  aber  nur  dann  ein  extremer  Wert,  wenn 

dx^dy*       \dxdyl  ' 
welches  hier  den  von  x,  y  unabhängigen  Wert 

4(ac  —  6«) 
hat,  positiv  ist,  wenn  also 

ac  — 6«>0; 
und  zwar  ist  fipo^,  y^)  ein  Maximum,  wenn  a,  c  negativ,  und 
ein  Minimum, ' wenn  a,c  positiv  sind;  beachtet  man,  dass  sich 
f(Xy  y)  in  die  Form 

f{^jy)  =  ifl^  +  ^y  +  9)^ 

+  (6^  +  cy  +  Ä)y 
+  9X  +Äy  +  i 
bringen  lasst,  so  ergibt  sich 

In  dem  FaUe   ac  —  l*  <  0   hat  f{Xy  y)  keinen  extremen 
Wert. 

Ist  endlich  ac  —  6*  =  0,  also  -=-  =  —  und  überdies  =  -f-; 
'  b        c  h 

dann  fallen  die  beiden  Bedingungsgleichungen  in  eine  zusammen, 

und  für  Wertverbindungen  x/y^  welche  dieser  einen  Gleichung 

genügen,  wird 

f{x,y)^gx  +  hy  +  k^h(j-x  +  y)+k 

=  h(^x  +  y)  +  k  =  ^(ax  +  by)  +  k 
h        ,    ,        bk  —  hg 

also   constant,   so   dass  an   solchen  Stellen  x/y  die  Function 
keinen  extremen  Wert  hat. 

Setzt  man  0  =  f(x,  y)  und  stellt  z  geometrisch  dar  (44), 
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80  »tcpiieht  dieser  öleiehimg  für  ae  —  V>0  ein  elliptiadies 

Paraboloid,  für  ac  —  6*  <  0  ein  hyperbolisches  Pteaboloidy  fttr 

ac  —  &^  SS  0  eine  der  rry-Sbene  parallele  Cylinderfläche. 

2)  Gegeben  sind  zwei  Gerade  im  Kaome;  aaan  soll  den 

kürzesten  Abstand  derselben  bestimmen. 

Sind 

g  —  Ol       y  —  ^1       g  —  q 

die  Gleichungen  der  beiden  Geraden,  und  bezeichnet  man  den 
mit  x/y/z  gleichzeitig  veränderlichen  gemeinsamen  Wert  der 
ersten  drei  Brüche  mit  u,  den  der  letzten  mit  r,  so  sind 
die  Goordinaten  eines  Punktes  der  ersten  Geraden  als  Func- 
tionen Ton  u,  die  Goordinaten  eines  Punktes  der  zweiten  Ge- 
raden als  FunetioBM  von  9  wie  folgt  dargestellt: 

y  =  Aw  +  &i  V^ßt^  +  h 

ist  d  der  Abstand  der  zwei  durch  u^  v  charakterisirten  Punkte^ 
so  ist 

+  (yi^  —  yt^  +  ^  —  e^)\ 

und  dies  soll  zu  einem  Minimum  werden.  Bezeichnet  man 
die  in  den  Klammem  eingeeehlossenen  Polynome  der  Reihe 
nach  mit  Ä,  JBy  C,  so  schreiben  sich  die  Bedingungen  für 
de3  Miikwujca  wie  folgt: 


femer  ist 


4-?^  =  «^^  +  ÄB  +  y,C-0; 


8    a»'  ^      r  Pi   -r  ^1  > 

8  dv*       ^    *^  n  n-  r» , 
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daher  onabUmgig  ron  u,  « 

Tü^   du*         \dudv) 

-"*[(V+A*+r,')(V+A'+y.*)-(«.«.+AA+yiy.)*] 

also  positiv;  es  ^findet  hiemacli  wirklich  ein  Extrem  statt  und  zwar 

ein  Minimum,  weil   ^  ,  7    ^  ^    als  Quadratsummen  positiv  sind. 

Um  das  Minimum  selbst  zu  ermitteln,  empfiehlt  sich  der 

folgende  Vorgang.  Aus  den  beiden  Bedingungsgleichungen  folgt 

Ä         ^         B         ^         C 

Ar«  — PtVi      Vi«!  — yi«i      «lA  — «ift' 

bezeichnet  man  den  gemeinsamen  Wert  dieser  Brüche  mit  tv, 

so  ist  einerseits 

andererseits  hat  man  zur  Bestimmung  von  w  die  Gleichungen 

^  —  (ßin  —  (^yi>  =  0,    -B  —  (yi«>  —  yt<h>  =  o, 
c  — («lA  — «2/J>  — 0, 

oder  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung  von  Ä^  B,  C 
OiU  —  a^v  —  (fty,  —  ftyju;  -^-a^—a^ 
ßiU  —  ß^v  —  (y^a^  —  Yt^)w  =  6,  —  61 
y^u  —  y^v  —  («1 A  —  €c^ß^)w  —  q,  —  q ; 

hieraus  aber  folgt 


w  = 


«I     «1     Ol— 0| 

A  A  h-i. 

• 

7i  y»   c,  —  «^ 

«1    «1    Pi7%  —  ß%Yi 

yi  n  «ift  — ««A 


(Pi  yt  —  ft  yi)'  +  (yi  «•  ~  y«  «1)* + («1  ft  —  «1  fc)* 

Daher  ist  schliesslich 

(«i  —  «iXft  yi  —  A  yi;  +  (fti  —  ^)(yi  «i  —  yi  «1) 


min  (J  —  + 


+  fa~C,)(«,p,  ~tt,ft) 


—  V(Piy.~fcyi)'+(yi«.-y.«i)"+(«xA-«.A)" 

8)  In  der  Ebene  eines  gegebenen  Dreiecks  den  Punkt  zu 
finden,  dessen  Entfernungen  von  den  Eckpunkten  des  Dreiecks 
die  möglich  kleinste  Sxunme  geben. 
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Fig.  27. 


Ist  ABCy   Fig.  27,   das  Dreieck^  und  bezieht  man  den 
Punkt  M  auf  ein  Polarcoordinatensystem  mit  Ä  als  Pol  und 

AB  als  Polaraxe,  so  dass  ÄM=^r, 
LBÄM^=q)  seine  Coordinaten  sind, 
so  ist  die  Orösse,  um  deren  Mini- 
mum es  sich  handelt, 

S  =  ÄM+BM+CM  = 
r  +  "j/c*  +  ^  —  2cr  cos  q> 


dabei  sind  a,  b,  c  die  den  Ecken 
Äy  By  C  gegenüberliegenden  Seiten  und  A  der  Winkel  an  der 
gleichnamigen  Ecke;  die  Wurzeln  gelten  als  positiv. 


ds 


Die  Bedingungen  des  Minimums  lauten 

r  —  c  cos  (p  ,  r  —  6  cos  (J.  - 


—  1  .L  >   —  V  ^^°  y  , 


•<P) 


er  Biny 


y6*  +  r*— 26r  co8(Jl  —  9) 
6r  Bin(-4.  —  qp) 


=  0 


0; 


a5 

^V  ]/c*  +  r*—  2cr  coag)        ]/&»+  r"  —  2&r  cos(2t—  qp) 

die  zweite  dieser  Gleichungen  wird    durch   r  =  0   befriedigt. 

Schaltet  man  diese  Lösung  zunächst  aus  und  drückt  dann  die 

beiden  Gleichungen  in  den  Linien  der  Figur  aus,   wobei   zu 

beachten  ist,  dass,  sofern  BD  A.  AM  und  GE  A^AM, 

r  —  c  cos  qp  =  AM  —  AB  =  —  JfD, 

0  sin  qp  =  BD , 

r  —  h  üOH{A  —  fp)  =  AM  —  AE  =--  —  ME 

b  8in(A —  q>)  =  CE, 

so  lauten  sie  folgendermaassen: 

1        itfl>       ME 
CM 

CE 


BM 
BD 
BM 


0 


CM-'^> 


oder  bei  trigonometrischer  Deutung  der  YerMltnisse 
cos  BMD  +  cos  CME  =  1 
sin  BMB  —  sin  CME  =  0 ; 

ans  der  zweiten  Gleichung  folgt 

BMD  =  CME 
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und  hiermit  aus  der  ersten 

BMD=GME^60\ 
daher 

5JfC=120^ 

Da  man  ebenso  hätte  von  dem  Eckpunkte  B  oder  C  aus- 
gehen können ;  so  ergibt  sich,  dass  die  Lage  des  Punktes  M^ 
für  welche  8  ein  Minimum  ist^  gekennzeichnet  wird  durch 

BMC  =  CMÄ  =  ÄMB  =  12(y>. 
Einen  Punkt  von  solcher  Beschaffenheit  gibt  es  aber  nur  dann^ 
wenn  jeder  Winkel  des  Dreiecks  kleiner  ist  als  120^;  er  liegt 
dann  im  Innern  des  Dreiecks  und  wird  erhalten  als  Schnitt- 
punkt dreier  Kreisbogen,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  zu 
Sehnen  haben  und  über  diesen  Sehnen  den  Peripheriewinkel 
von  120®  fassen. 

Nun  nehmen  wir  die  oben  bemerkte  Lösung  r  =  0  auf 
und  fragen^  wann  dieser  ein  Minimum  von  8  entspricht  Um 
dies  zu  entscheiden,  entwickeln  wir  8  unter  der  Voraussetzung, 
dass  r  im  Vergleich  zu  6,  c  sehr  klein,  nach  Potenzen  von  r 
und  erhalten 


+^{ l+ä( J)  - T -«(^ - "P) - K(i)  -  2>sU-T)) V") 
=  6  +  c  +  (1  —  cos  9?  —  cos(J.  —  ff))  r 

1     f  sin'y    ■    8in*(Jl  —  V)\^ 

=  fe  +  c  +  (^l  — 2cos-  eos['^—(p)jr 

f  sin*  (p    ^^  sin*  (Ä  —  qp)  |   r* 

6  +  c  ist  aber   derjenige  Wert   von  S,   welcher  r  =  0   ent- 
spricht, und  er  stellt  ein  Minimum  dar,  wenn 

8-{b  +  c)={l-2cos^cos(^-q>)]r 

,     I  sin*  (p    .    sin*  {A  —  9)  1   r*    , 
+  1-3- "I 5 )  2""l 
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für  ein  genügend  kleines  t  bestandig  positiv  Ueibt,  wihretid 
tf>  das  Intervall  (0,  2«)  durchlauft;  r  sei  insbesondere  so  klein 
festgesetzt,  dass  das  Glied  mit  der  ersten  Potenz  die  Suamke 
aller  übrigen  dem  Betrage  nach  übertrifft. 

Ist  ul<120%  4<^^^  *^^  2cosy>l,  so  kann 
duixsb  Wahl  von  9  d^  GoefficiMit  von  r  nach  B^eben  positiv 
wie  negativ  gemacht  werden,  stellt  somit  h  ^  c  keinen  ex- 
tremen Wert  dar. 

Ist  JL  -«  1200,  ajgQ  2C08  Y  "-  1 ;  80  iat  der  Ooefficient 
von  T  im  Allgemeinen  positiv,  verschwindet  jedoch  für  9?  —  y ; 

trotzdem  bleibt  die  Differenz  S — (2»  +  ^)  ^^^  an  dieser  Stelle 
positiv  vermöge  des  nun  maassgebenden  Gliedes  mit  r*,  das 
positiv  ist. 

I^  J.  >  120^  also  2co8  Y  <  1,  so  behalt  der  Co^cieat 
von  r  fElr  alle  Werte  von  9  das  positive  Yorseiehen,  also  audi 
^  —  (ft  +  c). 

In  den  beiden  letzten  Fällen,  und  es  sind  das  gerade  die- 
jenigen, welche  die  erste  Lösung  ausschliesst,  ist  also  A  die 
gesuchte  Lage  des  Punktes  j9f ,  fOr  welche  8  ein  Minimum  ist. 

Dass  bei  diesem  Problem  überhaupt  nur  ein  Minimum 
entstehen  kann,  geht  daraus  hervor,  dass  man  S  zwar  beliebig 
gross,  nicht  aber  beliebig  klein  machen  kann. 

4)  Es  sind  n  Punkte  Mi  (i  =  l,2, ...n)  im  Baume  ge- 
geben und  jedem  derselben  ist  eine  positive  Zahl  m^  zugeord- 
net. Man  soll  jenen  Punkt  S  bestimmen,  ftlr  welchen  die 
Summe  der  mit  den  Zahlen  m^  multiplicirten  Quadrate  der 
Entfernungen  SMi  ein  Minimum  ist. 

Sind  Xi/yi/gi  die  auf  ein  rechtwinkliges  System  bezoge- 
nen Coordinaten  von  -Mi,  x/y/z  die  Coordinaten  eines  belie- 
bigen Punktes  5,  so  ist  5  so  zu  bestimmen,  dass 

n 

T  ^^m,[{x  -  o:,)»  +  {y  -  yd*  +  (*  -  **)*] 

1 

ein  Minimum  werde;  die  Bedingungen  hiefür  lauten 
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II  =  22:mi{x  —  Xi)  =  2[x2:mi  —  JSmiXi]  —  0 
^=22]mi(y  —  y,)  ^2{y2]mi  —  i:w,y,)  =  0 
j^=22]mi(0  —  et)  =2[zi:mi  —  2:miHi\  =0; 

demnach  hat  der  yerlangte  Punkt  die  Goordinaten 
£m^x^  ^'"^iVi  Zm^z. 

Bei  Interpretation  der  Resultate  vom  Standpunkte  der  Dyna- 
mik ist  hiermit  gezeigt,  dass  der  Schwerpunkt  eines  Systems 
materieller  Punkte  derjenige  Punkt  sei,  in  Bezug  auf  welchen 
das  polare  Trägheitsmoment  des  Punktsystems  am  kleinsten  ist. 
Obwohl  hier  von  Tomherein  nur  die  Möglichkeit  eines 
Minimums  einzusehen  ist,  so  mag  doch  die  analytische  Begrün- 
dung dafür  angegeben  werden;  es  ist 

a«T       a»r       a»r  ^^ 


dydz       dzdx       dxdy  ' 

daher 

d^T  =  2i:mi{dx^  +  dy^  +  dz"), 

und  da  dies  eine  wesentlich  positive  Grösse  ist,  so  hat  T  an 
der  gefundenen  Stelle  thatsächlich  ein  Minimum  (120). 

122.  Die  in  UO  und  120  entwickelte  Theorie  hat  zur 
wesentlichen  Voraussetzung  die  Existenz  eigentlicher  partieller 
Differentialquotienten  in  Bezug  auf  die  einzelnen  Yariabeln, 
wenigstens  in  der  Umgebung  der  in  Betracht  gezogenen  Stelle. 
Eine  Function  mehrerer  Variabein  kann  aber  auch  einen  ex- 
tremen Wert  aufweisen  an  einer  Stelle,  für  welche  solche 
Differentialquotienten  nicht  bestehen;  die  Entscheidung  über 
einen  derartigen  Fall  bedarf  immer  einer  besonderen  Unter* 
suchung. 

Es  sei  beispielsweise 


und  die  Quadratwurzel  gelte  als  positive  Grösse.    Die  partiellen 
Differentialquotienten  von  z^  d.  i. 

Ol  ab  er,  Yorleaungen.   I.  19 
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de        X  —  a de        y  —  b 

dx  ""y(a;  — a)"  +  (y  — 6)*'  ^y  **  V(aJ  -  a)«  +  (y  -  6)« 

verlieren  ihre  Bedeutung  an  der  Stelle  x^^a,  y^^^.  Setzt 
man  aber  a;  =  a  +  Ä,  y=s6  +  Ä  und  bezeichnet  die  durch 
diesen  Punkt  und  afb  bestimmte  Richtung  mit  S^  mit  9,  ^ 
ihre  Richtungswinkel^  so  ist  der  totale  Differentialquotient 
von  z  an  der  Stelle  a  +  h/h  +  h 

de h  COR  <p -{- k  coB  jp 

d8~        Vä«  +  ft*       ' 

derselbe  ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  h,  k  zugleich  es  ändern^ 
d.  h.  wenn  man  auf  S  von  eii^r  Seite  des  Punktes  a/b  auf 
die  andere  übergeht.  Deshalb  gehört  zu  a/b  ein  extremer 
Wert  und  derselbe  ist 

als  der  kleinste  unter  allen  Werten  von  0  ist  er  ein  Minimom. 

§  3.    Maxima  und  Minima  von  Fonotionen  melurerer 
abhängiger  Vaviabeln. 

128.  Wenn  von  den  extremen  Werten  einer  Function 
f{x,  y,  0)  dreier  Variabein  in  dem  bisher  besprochenen  Sinne 
die  Rede  ist,  so  kommen  dabei  alle  Werte  der  Function  in 
Betracht,  welche  sie  in  dem  Gebiete  72,  fQr  das  sie  gegeben 
ist,  annimmt. 

Fasst  man  jedoch  nur  solche  Werte  der  Function  /(a;,  y,  z) 
ins  Auge,  welche  zu  Verbindungen  x/y/z  gehören,  die  der 
Bedingung 

genügeleisten,  und  stellt  die  Frage  nach  den  extremen  unter 
diesen  Werten,  so  handelt  es  sich  um  ein  von  dem  vorher- 
gehenden verschiedenes  Problem. 

Im  ersten  Falle  galten  die  Variabein  Xj  y^  z  als  unab- 
hängig, und  ihr  Gebiet  war  der  ganze  Raum  B.  In  dem 
neuen  Falle  sind  die  Variabein  abhängig  von  einander,  indem 
durch  die  Bedingungsgleichung  q>{Xj  y,  z)  =  0  etwa  z  als 
Function  von  x  darstellbar  ist;  ihr  Gebiet  ist  eine  den  Raum 
22  durchsetzende  Fläche  (44).    Man  bezeichnet  extreme  Werfte 
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d<er  etff^n  Art  aib  eibsehnie  Extreme,  extreme  Werte  der  aweiteft 
Art  ttls  fdoHve  d>^r  ieetinffte  Externe. 

Würde  neben  der  oben  aufgestellten  BediMgting  den«  Wert- 
verbindungen xjyjZj  för  welche  f{x^  y,  z)  in  Betracht  gezogen 
wird^  auch  noch  die  weitere 

auferlegt,  so  wäre  die  Beschrankung  weitergehend  als  vorhin; 
jetzt  konnten  mittels  ^{x^  y^  e)  =  0  und  tl;(x,  y^  z)^=0  etwa 
yy  z  als  Functionen  von  x  dargestellt  werden^  und  das  Gebiet 
der  Yariabeln  wäre  eine  den  Raum  R  durchsetzende  Gurve  (44). 

Weiteren  Bedingungen  aber  dürfen  die  Variabein  Xy  y^  z 
nicht  unterworfen  werden. 

Die  Bestimmung  relativer  Extreme  werde  nun  an  einer 
stetigem  Function  f{xy  y,  z^  u)  von  vier  Yariabeln  erklärt,  die 
zwei  Bedingungsgleichungen 

\H^,y,0yu)^o 

unterworfen  sind. 

Der  eine  Weg  bestünde  darin,  dass  man  mit  Hilfe  der 
Gleichungen  (1)  zwei  der  Variabein,  z.  B.  z,  w,  durch  die  beiden 
andern,  x^  y,  ausdrückt  und  diese  Ausdrücke  in  f(Xy  y,  z,  u) 
eintragt;  dadurch  geht  f  in  eine  Function  der  unabhängigen 
Variabein  a;,  y  über,  die  nunmehr  nach  früheren  Methoden 
auf  ihre  absoluten  Extreme  zu  untersuchen  ist. 

Handelte  es  sich  allgemein  um  eine  Function  von  n  Va- 
riabein, die  r  (<  n)  Bedingungsgleichungen  unterworfen  sind, 
so  würde  durch  den  angedeuteten  Eliminationsprocess  die  Auf- 
gabe auf  die  Bestimmung  der  absoluten  Extreme  einer  Func- 
tion von  n  —  r  unabhängrigen  Variabein  zurückgeführt. 

Die  Elimination  ist  indessen  nicht  immer  ausführbar  und 
ergribt  in  anderen  Fällen  eine  unbequeme  Rechnung. 

Es  empfiehlt  sich  daher  das  folgende  Verfahren.  Man 
denke  sich  die  Elimination  von  z,u  in  fix^y^  z,  u)  vollzogen; 
dann  wird  auch  das  totale  Differential 

(2)  df^lidx  +  l^^dy  +  ^ds>  +  l^du 


19* 
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blos  Function  von  dXy  dy  sein;  um  ihm  diese  Darstellung  zu 
geben,  benütze  man  die  aus  den  Bedingungsgleichungen  (1) 
gezogene  Folgerung  (48) 


(8) 


Mit  Hilfe  der  Gleichungen  (3)  lassen  sich  in  der  That  dz^  du 
aus  (2)  eliminiren;  die  Elimination  kann  in  der  Weise  voll- 
zogen  werden,  dass  man  die  Gleichungen  (3)  mit  unbestimm- 
ten MidtipliccUoren  l,  ^  multiplicirt,  zu  (2)  addirt,   wodurch 

-"-- (1^  + '  sl  +  "  H)''- +  (I  + 'U +" 'f)  "» 

erhalten  wird,  und  nun  nachträglich  X,  (i,  ao  bestimmt,  dass 

du    ^       du    ^    ^ou 
wird;  mit  diesen  Werten  von  A,  ft  ist  dann  thatsächlich 

An  einer  Stelle  aber,  an  welcher  f  als  Function  der  un- 
abhängigen Variabein  x,  y  au%efasst  einen  extremen  Wert 
hat,  verschwindet  das  totale  Differential  unabhängig  von  den 
Werten  von  dXj  dy  (l20);  an  einer  solchen  Stelle  ist  also 


(6) 


ex    ^       dx    *    ^  ex 
dy    '       cy    •    ^  dy 


Damit  hiemach  die  Function  f(x,  y,  z^  u)  unter  Einhaltung 
der  Bedingungen  (1)  einen  extremen  Wert  erlange,  müssen 
die  Werte  von  x,  y^  z,  u  und  die  Werte  der  Multiplicatoren 
A,  fi  so  gewählt  werden,  dass 
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(p(x,  y,  «,  m)  =  0 
^{x,  y,  e,u)  =  0 

cx    ^       ex    *    ^  dx 

^ou    *       du    *    ^  du 

sei;  in  der  That  sind  diese  6  (allgemein  r  +  »)  Gleichungen 
zur  Bestimmung  der  genannten  6  (beziehungsweise  n  +  r) 
Gh'össen  gerade  ausreichend. 

Die  vier  letzten  Gleichungen  des  Systems  (7)  wären  aber 
die  nothwendigen  Bedingungen  für  die  absoluten  Extreme  der 
Function 

f(x,  y,  z,  u)  +  Xq){x,  y,  0,  u)  +  (it(x,  y,  0,  u), 

wenn  man  jli,  A  als  constante  Zahlen  voraussetzte.  Man  kann 
mithin  den  Satz  aussprechen:  Die  Bedingungen  dafür ,  dass  die 
Function  f  unter  Einhaltung  der  Gleichungen  9?  =  0 ,  V'  =  0 
ztvischen  ihren  Argumenten  einen  extremen  Wert  erlange  ^  sind 
die  nämlichen  wie  die  Bedingungen  für  absolut  extreme  Werte 
der  mit  den  Constanten  k,  (i  gebüdeten  Function  /*+  Ay  +  ftV'- 

Wenn  auch  die  Werte  der  Multiplicatoren  k,  ft  kein 
Interesse  darbieten^  so  empfiehlt  sich  ihre  Mitbestimmung  doch 
in  vielen  Fällen  um  der  Symmetrie  der  Rechnung  willen. 

Ob  an  einer  aus  den  Gleichungen  (7)  hervorgehenden 
Stelle  x/y/zju  die  Function  f  wirklich  einen  grössten  oder 
kleinsten  Wert  erreicht,  ist  in  angewandten  Fällen  zumieist 
aus  der  Natur  der  Aufgabe  zu  erkennen;  sollte  ein  Zweifel 
hierüber  bestehen,  so  müsste  das  zweite  Differential  d^f  zur 
Entscheidung  herangezogen  werden,  aber  wieder  in  der  Art, 
dass  auch  den  Bedingungsgleichungen  Rechnung  getragen  wird. 
Zu  diesem  Zwecke  hätte  man  die  betreffende  Wertverbindung 
x/y/z/u  in  die  Gleichungen  (3)  einzuführen,  sodann  dz,  du 
durch  dx  und  dy  auszudrücken  und  diese  Werte  nebst  x/y/z/u 
in  d^f  einzutragen;  fallt  d^f  verschieden  von  Null  aus  und  ist 
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sein  Vorzeichen  imabhäagig  tool  dx^  dy,  so  ist  durch  dieses 
Vorzeichen  die  Frage  in  bekannter  Weise  gelöst. 

124.  Beispiele.  1)  Den  kürzesten  Abstand  eines  gegebenen 
Punktes  von  einer  gegebenen  Ebene  zu  bestimmen. 

Der  Punkt  sei  durch  seine  Coordinaten  xjyje^  und  die 
Ebene  durch  die  Gleichung 

4a?  +  By  +  Cxr  +  D  =  0 
gegeben.    Als  diejenige  Function^  deren  Minimum  zu  bestimmen 
ist^  kann 

S^^{x-x,y  +  {y-y,)^  +  {ts-z,)^ 

gewählt  werden;   die  durch  Xy  y,  0  za  erfüllende   Bedingung 

lautet 

Äx-j-By+  Cz  +  D  =  0', 

demniaeh  kownt  es  auf  das  absolute  Minimum  der  Function 

an;   die  Bedingungen  für  dieses  lauten 
X  —  a?o  —  AÄ  ««*  0 
y  —  y^  —  lB^Q 

Verbindet  man  sie  mit  der  Bedingungsgleichung,  so  erfpht 
eich  zur  Bestimmung  ¥on  A 

k(A*  +  &  +  C^)  +  Ax^  +  By^  +  C;?^  +  D  _  0, 

woraus 

Ax^+By^JrCz,  +  D 
^^  ^«  +  j5»  +  O« 

Setzt  man  diesen  Wert  in  die  obigen  drei  Gleichungen  ein, 
so  ergibt  sieh  die  Stelle  x/y/g,  welcher  das  Minimum  ent- 
spricht, also  der  Fusspunkt  des  Fon  xjyjz^  auf  die  Ebene 
gefällten  Lothes: 

_        A{By,+  Gfs,4rD)  ^^ B{Cß,-\- Ax,  + D) 

^ ä«'+  B^  +  (P     '        y~  A«  +  B*  +  (7«     ' 

^ C^Ax,+  By,  +  B) 

Hier  war  aber  die  Frage  nach  der  kürzesten  Entfernung 
selbst  geatelU;  um  diese  zu  finden,  setze  man  in  dem  Aus- 
druck für  S^  an  Stelle  von  x  —  x^j  y  —  Vo;  ^  —  ^o  ^^  *^8 
den  obigen  Gleichungen  fliessenden  Werte;  dadurch  eif^bt  sich 
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min*«  — AV*  +  -B*+C^^ 
und  nach  Eintragung  des  Wertes  ftr  X 

wobei  der  Wurael  jenes  Zeichen  beizulegen  ist,  welches  den 
ganzen  Ausdruck  positiv  macht. 

Die  analytische  Begründung  dafür,  dass  der  gefundene 
Wert  ein  Miniinnm  ist,  ergibt  sich  aus  der  Betrachtung  des 
zweiten  Differentials  von  i\  welches 

und  nach  Berücksichtigung  der  Bedingungsgleiohung 

lautet  und  wesentlich  positiv  ist. 

2)  Aus  einer  rechteckigen  Tafel  von  gegebenem  Inhalt  a^, 
aber  von  zu  wählender  Form,  sind  an  den  vier  Ecken  gljeiche 
quadratfSrmige  Ausschnitte  zu  machen  derart, 
dass  nach  Aufbiegen  des  Restes  längs  der 
punktirten  Linien,  Fig.  28,  ein  par^lelepi- 
pediBcher  Hohlraum  von  grösstmöglichem 
Volum  entsteht. 

Bezeichnet    man    die    Seitenlängen    der 
Tafel  mit  y,  z,  die  Seite  eines  Ausschnitts  mit  rr,  so  ist  das 
Yolum  des  Parallelepipeds 

V  =  x(f/  —  2x){0  —  2x) ; 
dasselbe  soll  unter  Einhaltung  der  Bedingung 

ein  Maximum  werden;  nach  Entwicklung  des  Ausdrucks  f&r  v 
unter  Rücksichtnahme  auf  diese  Bedingung  kommt  die  Auf- 
gabe zurück  auf  die  Bestimmung  des  Maximums  von 

t;  _  4ar»  —  2x^{!f  +  e)  +  o?x, 
wenn  als  Bedingung 

y»  —  a*  =  0 
hinzutritt. 

Die  Bedingungen  für  ein  absolutes  Extrem  der  FunMtoci 
4a?»  —  2a:«(y  +  0)  +  a?x  +  k{jiz  —  a*) 
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lauten : 

12a:«  —  4x(y  +  ss)  +  a^  =  0 

—  2x'  +  X0  =  O 

-2a:«  +  Ay  =  0; 

ans  den  beiden  letzten  und  yermöge  der  Bedingungsgleichung 
ergibt  sich 

y  =  0  =  a, 

womit  entschieden  ist^  dass  die  Tafel  quadratformig  zu  wählen 
sei;  und  die  erste  Gleichung  verwandelt  sich  hiermit  in 

12(x^  —  8ax  +  a^^0, 
woraus  sich  fftr  x  die  beiden  Werte 

a  a 

^i=-ß'         ^«  —  T 
ergeben. 

Was  den  zweiten  Wert,  —  ^  anlangt,  so  bildet  er  die  obere 
Grenze  der  mit  der  Natur  der  Aufgabe  überhaupt  vertraglichen 
Werte  von  x,  —  denn  das  zulässige  Intervall  von  x  ist  (O,  -|-j 
—  und  schon  aus  diesem  Grunde  entfällt  die  Frage,  ob  der 
ihm  entsprechende  Wert  von  v  ein  extremer  ist;  a?j  =  -r-  ^^ 
bedeutet  ein  Zerschneiden  der  Tafel  in  vier  gleiche  Quadrate. 

Der  erste  Wert,  -r-,  gibt  den  grössten  Wert  von  t?, 

max  t;  =  —  a^ 

Es  geht  dies  wohl  aus  der  Aufgabe  selbst  hervor,  weil  v 
nicht  beliebig  gross  gemacht  werden  kann,  lässt  sich  aber  auch 
analytisch  begründen;  die  zweiten  Differentialquotienten  von  v 
sind  nämlich 

ä^«  =24:r-4(y  +  ^),        g^.   =0,  ^    =0, 

dyde~     '  dzdx^       *^^       dxdy~       ^^' 

daher  das  zweite  totale  Differential  an  der  Stelle 


^  =  T'        y  =  ^' 


a 
X  = 

gleich 

—  4a  dx^ ^  adßdx -adxdy\ 
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dasselbe  nimmt  jedoch,   wenn  man   die   aus  der  Bedingungs- 
gleichung  yz  —  a*  =  0  hervorgehende  Beziehung 

0dy  +  ydz  =  0 

berücksichtigt,  welche  sich  fftr  y  =  ;?  =  a  auf  dy  -\'  dz  ^=  0 
reducirt,  den  Ausdruck  an 

—  4tadx^ 
und  ist  somit  eine  wesentlich  negative  Grösse. 

3)  Es  sind  die  extremen  Werte  der  Durchmesser  der  auf 
ihren  Mittelpunkt  als  Ursprung  eines  rechtwinkligen  Goordi- 
natensystems  bezogenen  Gentralfläche  zweiter  Ordnung 

Ax"  +  Ay  +  ^'V  +  2Byz  +  2B'zx  +  2B"xy  +  F=0 

zu  bestimmen. 

Bezeichnet  man  den  zu  dem  Punkte  x/y/z  der  Fläche 
gehörigen  Halbmesser  mit  r,  mit  a,  &,  c  die  Cosinusse  seiner 
Richtungswinkel,  so  ist 

x  =  ar,        y  =  J}r,        Z'^cr] 

durch  diese  Transformation  ergibt  sich  aus  der  Gleichung  der 
Fläche  die  folgende: 

—  ^  =  Aa^  +  AV  +  ^  V  +  2B}>c  +  2B'ca  +  2B"al ; 

F 
mit  r  zugleich  wird  auch ^  ein   extremer  Wert;   infolge 

dessen  kommt  es  auf  die  extremen  Werte  von 
/•(a,  6,  c)  =  Aa^  +  A'h^  +  ^  V  +  2Bhc  +  2B'ca  +  2B"ab 
an  unter  Einhaltung  der  Bedingungsgleichung 
a«  +  6«  +  c«  =  1 . 
Bildet  man  mittels  des  Multiplicators  — A  die  Function 
^(a,&,c)-A(a«  +  J»  +  c«-l), 
so  gelten  ftlr  ein  absolutes  Extrem  derselben  die  Bedingungen 

{A  —  X)a+      B"h      +       B'c      =0 
(«)  B"a  +  {A'—k)h-\-       Bc       =0 

J5'o+       Bh       +(4"— A)c  =  0; 
die  Goexistenz  dieser  Gleichung  erfordert,  dass 
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Ä  —  l      B"  B' 

(ß)  B"      A'—X       B        —0 

B'  B         A"—  A 

Bei.  Durch  diese  cubische  Oldichung  iet  der  Maltii^caix>r  X 
bestimmt;  jedem  seiner  drei  Werte  mitspricht  yermoge  der 
Gleichungen  (a)  und  der  Bedingangsgleichung  a*  +  6*  +  c*=  1 
ein  Wertsystem  a,  b,  c,  und  diese  Wertsysteme  fOhren  zu  den 
extremen  Werten  von  r*. 

Diese  selbst  lassen  sich  in  folgender  Weise  bestimmoi. 
Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (a)  der  Reihe  nach  mit 
a,  bj  c,  so  gibt  ihre  Summe 

/•(a,6,c)-A(a«  +  &»  +  c«)  =  0, 
woraus  mit  Bflcksicht  auf  die  Bedingungsgleichviiig 

folgt;  dies  in  (ß)  eingetragen  fOhrt  zu  der  Gleichung 
F 


(y) 


Ä  +  t.       B"  B' 

B"       Ä'+  5        B 
B'  B        A"+  5 


0, 


(Axenbestimmung 


welche  die  extremen  Werte  yon  r*   gibt, 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung.) 
Für  die  specielle  Flache 

^'  +  y'  +  ^'  +  2y^  +  2rry  -  1  =  0 
lautet  die  Gleichung  (ß) 

(1— A)»  — 2(1  — A)  =0 
und  gibt  die  Wurzdb 

setzt  man  -^  an  Stelle  von  A,  so  ergeben  sich   die  extremen 
Werte 

r,  =  l,         r,  =  y-l  +  V2,        r3=y- 1-1/2, 

wovon   der  dritte  imaginär  ist.     Die  den  Werten  von  A  ent- 
sprechenden Gleichungssysteme  (a)  sind 


Digitized  by 


Google 


Fünfter  Abschnitt.    Maxima  und  Minima  der  Functionen.      299 


6  =  0         — oys'+fc  — 0              «y^-f6  — 0 

o  +  c  =  0        a  — 6y2  +  c  =  0        «+&y2  +  c=0 

6_c>^=0                  6  +  cy2  — 0 

und  geben  in  Verbindung  mit  a*+6*  +  c*="l  die  (zu  einander 
senkrechten)  Axenrichtungen 

6i  =  0 

1 

«.-7 

1 

_       1              _  1 
die  vorgelegte  Flache  ist  hiemadi  ein 

einschaliges  Hyperboloid 

mit  den  reellen  Halbaxen  r^  =  1,  r^=y —  1  +)/2  ;  die 
imaginäre  Axe  hat  die  Richtungseosinusse  ct^yb^^c^. 

4)  Es  sind  n  Punkte  Mi  (i'^l,  2,...n)  im  Baume  ge- 
gegeben ^  und  jedem  derselben  ist  eine  positive  Zahl  m,*  zu- 
geordnet. Man  soll  diejenigen  Ebenen  bestimmen,  für  welche 
die  Summe  der  mit  den  Zahlen  m,*  multiplicirten  Quadrate  der 
Abstände  der  Punkte  Mi  extreme  Werte  annimmt. 

Legt  man  ein  rechtwinkliges  Goordinatensystem  zu  Orunde, 
bezeichnet  mit  Xijyijzi  die  Goordinaten  yon  Mi  und  schreibt 
die  Oleichung  der  Ebene  in  der  Hesse 'sehen  Normalform 

in  welcher  a,  6,  c  die  Richtungscosinusse  des  Lothes  zur  Ebene 
bedeuten,  so  dass 

(/J)  a«  +  &«  +  c«  =  1 

ist,  so  Ycriangt  die  Aufgabe,  die  Parameter  a,  b,  c,  p  der 
Ebene  seien  so  zu  bestimmen,  dass 

T  ^^mi{Xia  +  ytb  -f  ZiC  —  pf 

einen  extremen  Wert  anninmit,  unter  Berücksichtigung  der 
Bedingungsgleichung  (ß). 

Für  die  absoluten  Extreme  der  Function 

T_;i(a«  +  6«  +  c*  — 1) 
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bestehen  die  folgenden  Bedingungen*) 

Zmx{xa  -^  yh  -\-  zc  — p)  —  ;,a  =  0 
Umy{xa  -^  yb  -\-  zc  — p)  —  A6  =  0 
Smz(xa  -^  yh  -\-  zc — p)  —  Ac  =  0 
Sm{xa  +  y6  +  jerc  — p)  =0, 

welche  mit  Zuhilfenahme  der  Abkürzungen 

Zmx^  =  A  Umy^  =  Ä'  Zmz^  =  Ä" 

Umyz  =  B  Smzx  =  B'  Umxy  =  B" 

auch  in  folgender  Anordnung  geschrieben  werden  können: 

{Ä  —  X)a-\-      B"h      +       B'c       —pl]mx  =  0 
B"a  +  (J.'— A)6+       Bc        —pUmy^O 
B'a+       Bb       +{Ä''—k)c—p£mz^O 
aSmx -\-    bUmy    +     cUmz     — pLm    =0; 

bringt  man  die  letzte  dieser  Gleichungen  mit  (a)  in  Verbin- 
dung^ so  entsteht 

woraus  hervorgeht ,  dass  die  gesuchten  Ebenen  durch  den 
Punkt  mit  den  Goordinaten 

£mx  £my  £mz 

£tn  £m  £in 

d.  h.  durch  den  Schwerpunkt  des  Systems  der  materiellen 
Punkte  Mi  mit  den  Massen  m»-  hindurchgehen  (121,  4)).  Trans- 
formirt  man  das  Goordinatensystem  nach  diesem  Punkte  als 
neuen  Ursprung,  so  wird  p  =  0  und  verschwinden  die 
Summen  Umx,  £my,  2Jmz]  heissen  A^,  A^^  A^\  B^^B^^B^' 
die  neuen  Werte  von  -4,  J.', .  . .,  so  gehen  die  Gleichungen  (y) 
über  in 

{A^  —  k)a+      B^'h     +      B^c       =0 
{y,)  B^'a  +  {A;-k)h+      B,c        -0 

JB/a+       B^l      +(-4/— A)c— 0. 


*)  Der  SammationBbuclistabe  %  bei  m,  x^  y,  z  soll  von  hier  ab 
unterdrückt  werden. 
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Von  da  ab  fallt  die  Aufgabe  überein  mit  der  vorigen,  d.  i. 
mit  der  Axenbestimmung  einer  Flache  zweiter  Ordnung^  deren 
Gleichung 

M'+Ä,'ri'+Ä,'V+2B,rii  +  2B,'U  +  ^B'^U  +  F-  0 

lautet;  sie  hat  also  wie  diese  drei  Lösungen.  (Gentralellipsoid^ 
Schwerpunktshauptaxen.) 
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Sechster  Abschnitt. 

AnwendQBg  der  Differential-Rechnang  auf  die  ÜBtersaehnng 
von  Carven  nnd  Fliehen. 

A.  Ebene  Cnrven. 

§  1.    Die  Tangente  und  die  Normale. 

125.  Die  Lage  eines  Punktes  M  in  der  Ebene  ist  durch 
zwei  Zahlen  bestimmt^  im  rechtwinkligen  Goordinatensystem^ 
das  wir  zunächst  zu  Ghninde  legen,  durch  die  Absdsse  x  und 
die  Ordinate  y.  Sind  x,  y  variabel  und  als  eindeutige  stetige 
Functionen  einer  Hilfcvariabeln  oder  eines  Parameters  u  ge- 
geben: 

(1)  x  =  x{u),       y^y(u), 

so  beschreibt,  während  u  das  Intervall,  für  welches  diese  Func- 
tionen definirt  sind,  durchläuft,  der  Punkt  M  eine  Curve  in 
der  Ebene  des  Goordinatensystems,  eine  ebene  Owrve  oder  eine 
FUmcwrve.  Die  Oleichungen  (1)  heissen  die  parametrischen 
Gleichungen  der  Gurve. 

Es  kann  indessen  auch  unmittelbar  y  als  eindeutige  stetige 
Function  von  x  gegeben  sein: 

(2)  y^f{x), 

und  dann  beschreibt  M  eine  Gurve,  indem  x  stetig  das  Inter- 
vall durchläuft,  auf  welchem  f  gegeben  ist. 

Der  Zusammenhang  zwischen  den  variabeln  Goordinaten 
kann  aber  auch  durch  eine  Gleichung  von  der  Gestalt 

(3)  F{x,y)^0 

bestimmt  sein,  vermöge  deren  sowohl  y  als  Function  von  x 
wie  auch  umgekehrt  x  als  Function  von  y  aufgefasst  werden 
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kftmi;  lialt  man  «d  dem  ersteren  fest,  so  kann  y  eine  eindeu- 
tige oder  auch  mehrdeutige  Function  yorstellen;  in  letzterem 
Falle  entspricht  jedem  Zweige  der  Function  (56)  auch  ein 
Zweig  der  Curve. 

Die  Untersuchung  des  Laufes  einer  ebenen  Gurre  kommt 
also  vom  Standpunkte  der  Analysis  zurück  auf  die  Betrach- 
tung der  Änderung  einer  Function  einer  stetigen  Variabein, 
die  explicite  oder  implicite  gegeben  ist,  oder  auf  die  Betrach- 
tung der  gleichzeitigen  Änderungen  zweier  solchen  Functionen. 

Die  parametrische  Darstellung  (1)  ist  fElr  allgemeine  Unter- 
suchungen die  geeignetste.  Sie  kann  aus  den  beiden  anderen 
Darstellungsformen  gewonnen  werden,  indem  man  x  einer  passend 
gewählten  Function  einer  Hilfsvariabeln  u  gleichsetzt,  diese  in 
(2),  respective  (3)  an  Stelle  von  x  einführt,  wodurch  auch  y, 
explicite  oder  implicite,  als  Function  von  u  gegeben  ist. 

Umgekehrt  ergibt  sich  aus  der  parametrischen  Darstellung 
(1)  eine  der  beiden  anderen  Darstellungsformen,  indem  man 
zwischen  den  beiden  Gleichungen  (1)  u  eliminirt. 

Hat  man  aus  der  Gleichung  oder  den  Gleichungen  der 
Curve  eine  Anzahl  zusammengehöriger  Werte  x/y  bestimmt, 
so  ist  damit  eine  Anzahl  von  Punkten  der  Curve  gegeben,  die 
jedoch,  wenn  sie  nicht  nahe  genug  an  einander  liegen,  eine 
sichere  Vorstellung  von  dem  Verlaufe  derselben  nicht  zu  bieten 
vermögen. 

Genaueren  Aufschluss  darüber  vermittelt  der  Differential- 
quotient von  y  in  Bezug  auf  x,  welcher  die  Bichtung  der 
Tangente  an  die  Curve  in  jedem  ihrer  Punkte  anzugeben 
gestattet.  Sein  Vorzeichen  lässt  erkennen,  ob  die  Curve  bei 
wachsendem  x  steigt  oder  fällt,  und  seine  absolute  Grösse 
zeigt  an,  wie  rasch  dieses  Steigen  oder  Fallen  an  der  betreffen- 
den Stelle  vor  sich  geht  (22,  85). 

Zudem  ist  die  Tangente  diejenige  unter  den  Geraden, 
welche  durch  den  betreffenden  Punkt  der  Curve  gehen,  der 
sich  die  Curve  in  der  Umgebung  des  Punktes  am  engsten  an- 
schliesst.  Um  dies  zu  zeigen,  nehmen  wir  auf  der  Curve  einen 
Punkt  M(x/y)  an  und  legen  durch  denselben  eine  Gerade; 
ihre  Gleichung  sei 
(4)  Ä{i-x)-\-B(7i-y)='0; 
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von  dieser  Geraden  hat  ein  anderer  an  M  sehr  nahe  liegender 
Pnnkt  M^{x  +  ^x/y  +  Jy)  der  Curve  den  Abstand 
^ AJx  +  Bdy 

die  Wurzel  im  Nenner  mit  dem  entsprechenden  Zeichen  ge- 
nommen. Sind  nun  x,  y  solche  Functionen  eines  Parameters 
u,  dass  sie  sich  von  der  Stelle  x/y  ans  nach  der  Taylor- 
sehen  Formel  entwickeln  lassen,  so  ist  (91,  (11)) 

^x  =  dx  +  Y^'\ 

^y  =  rfy  +  ^2  +  --' 

und  hiermit  wird 

Adx  +  Bdy  +  -i-  {Ad^x  +  Bd^y)  +  •  •  - 

yA*+B* 

Im  Allgemeinen  ist  also  d  von  der  Ordnung  der  Grösse  dUy 
welche  die  Änderungen  Jx^  Ay  von  ar,  y  herbeigeföhrt  hat 
und  die  wir  als  die  erste  Ordnung  festsetzen  wollen.  Nur 
dann  ist  6  von  höherer  Ordnung,  wenn 

Adx-\-Bdy  =  Q 
oder 

A\B  =  dy  i  —  dx\ 

die  diesem  Verhältnisse  entsprechende  Gerade  (4),  d.  i. 
(5)  (6  -  x)dy  -  (i?  -  y)dx  =  0, 

ist  also  unter  allen  diejenige,  welcher  die  Curve  in  der  Um- 
gebung von  M  am  nächsten  kommt;  es  ist  dies  aber  die  Tan- 
gente, weil  ihr  Richtungscoefficient  ^—  der  Differentialquotient 
von  y  in  Bezug  auf  x  ist. 

Ist  die  Curve  durch  das  Gleichungspaar  (1)  bestimmt,  so  ist 
dx  =  x\u)  dUj        dy  =  y\u)  du 
und  es  lautet  die  Gleichung  der  Tangente  im  Punkte  x/y 

war  die  Curve  durch  (2)  dargestellt,  so  hat  man 

dy  =  f{x)dx 
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und  als  G-l^chung  der  Tangente 

(7)  ri-y=^rix){^-x)', 

für  eine  durch  (3)  gegebene  Cnrve  endlich  ist  vermöge 


das  Verhältnis 


,        ,  dF    dF 

dx:  dy  =  —  k—  :  ö— 

^  cy     ox 


und  somit 

(8)  (g_^)|^+(,_y)||=0 

F' 
die  Gleichung  der  Tangente,  —  ^?  ihr  Kichtungscoeffieient. 

y 

Nimmt  der  Richtungscoeffioient  -^  ^^^  Tangente  für  einen 

Punkt  der  Curve  den  Wert  Null  an,  so  ist  die  Tangeiste  dort- 
selbst  der  Abscissenaxe  paralleil.  unter  diesen  Punkten  befinden 
sich  auch  diejenigen,  für  welche  y  ednen  extremen  Wert  er- 
reicht (115). 

Hört  der  Richftungscoefficient  in  einem  Punkte  der  Ourve 
auf  definirt  eu  sein,  convergirt  er  aber  bei  Annäherung  an 
diesen  Punkt  (von  einer  oder  von  beiden  Seiten)  gegen  oo, 
so  ist  die  Tangente  in  diesem  Punkte  parallel  der  Ordinatenaxe. 
Unter  diesen  Punkten  befinden  sich  auch  solche,  in  welchen  x 
einen  extremeu  Wert  annimmt. 

Während  -^  in  den  Fällen,  welchen  die  Gleichungen  (6) 

und  (7)  entsprechen,  nur  von  einer  Variabein  abhängt,  sind  in 
dem  zu  (8)  gehörigen  Falle  zu  seiner  Bestimmung  beide  Coor- 
dinaten  des  Punktes  der  Curve  erforderlich;  er  wird  unbe- 
stimmt für  solche  Punkte,  für  welche  F'x  und  Fy  zugleich 
verschwinden. 

126.  Beispiele,  1)  Ein  Kreis  vom  Halb- 
messer a  rollt  auf  einer  Geraden  XX',  Fig.  29; 
es  ist  die  von  einem  Punkte  M  seines  Um- 
fangs  beschriebene  Curve  analytisch  zu  be- 
stimmen. —  Diese  Curve  wird  als  gemeine 
Oycloide  bezeichnet. 

Czuber,  Vorlesungen  I. 
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Die  Oerade  XX'  werde  als  Abscissenaxe  und  als  Ursprung 
derjenige  Punkt  0  gewählt,  in  welchem  sie  bei  einem  Rollen 
des  Kreises  nach  links  zum  erstenmale  von  ihm  berührt  wird, 

80  dass 

Oä  =  arc  MÄ. 

Nimmt  man  als  Parameter  den  zu  dem  Bogen  MA  gehörigen 
Centriwinkel  MCA  =  m  —  den  Rollwinkel  — ,  so  drücken  sich 
die  Coordinaten a;  =  0P=  0^  —  Jfö,  y  =  PM=AC—QC 
durch  diesen  wie  folgt  aus: 

ir  =  a(M  — sinu) 
y  =  a(l  —  cosw). 

Da  x'  (u)  =  a  (1  —  cosm)  =  2a  sin*  y  positiv,  so  ist  x  mit 

u  bestandig  wachsend;  dagegen  wechselt  y'(u)  =  asinu  an 
den  Stellen  u^^^kXy  wenn  k  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  sein 
Vorzeichen,  indem  es  an  den  Stellen  u »»  2k' n  vom  negativen 
zum  positiven,  an  den  Stellen  u  =  (2Ä?"+  l)x  vom  positiven 
zum  negativen  übergeht;  an  den  erstgedachten  Stellen  wird 
also  y  ein  Minimum  (=  0),  an  den  letztgedachten  Stellen  ein 
Maximum  (=  2  a),  Vermöge  der  Periodicität  der  Functionen 
sinu,  cosu  besteht  die  ganze  Gurve  aus  unbeschränkt  vielen 
gleichen  Ästen,  deren  einer  erhalten  wird,  wenn  man  u  das 
Intervall  (0,  2n)  durchlaufen  lässt. 

Die  Oleichung  der  Tangente  im  Punkte  M  ist 

sinu     .f.  . 

v  —  y  = s-(^"~^) 

28iii'  — 


oder  aber 


ij  — y  =  cotgy(g  — a;); 
mithin   ist   MB  die  Tangente   selbst,   weil  MBA  =  ~  imd 


tg  QMB  =  eotg  MBA  =  cotg  y  ist. 

Eliminirt  man  u  zwischen  den  Gleichungen  (9),  was  leicht 
zu  bewerkstelligen  ist,  indem  man  u  aus  der  zweiten  ausdrückt 
und  in  die  erste  einsetzt,  so  ergibt  sich  als  neue  Gleichung 
der  Curve 

X  ^=  a  Arc  cos  ^^^^  —  y^ay  —  y*; 
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yermSge  dieser  •Gleichung  ist  die  Gycloide  eine  iranscendente 
Ourve  (18,  II). 

2)  In  einem  Büschel  von  Kreisen, 
welche  die  Gerade  XX',  Fig.  30,  in 
einem  Punkte  0  berühren,  werden 
die  durch  einen  festen  Punkt  Ä  die- 
ser Geraden  gehenden  Durchmesser 
gezogen;  der  Ort  der  Endpunkte  die- 
ser Durchmesser  ist  analytisch  dar- 
zustellen. —  Die  so  erzeugte  Curve 
heisst  Strophoide. 

Wählt  man  XX'  zur  Abscissen- 
axe   und    0  zum   Ursprung,   so   hat 

jener  Ejreis  des  Büschels,  dessen  Mittelpunkt  C  die  Ordinate 
OC^^c  besitzt,  die  Gleichung 

^  +  y'  =  2cy; 
heisst  a  die  Abscisse  von  A,  so  kommt  dem  durch  A  laufen- 
den Durchmesser  dieses  Kreises  die  Gleichung 

zu;  werden  beide  Gleichungen  als  simultan  betrachtet,  so  be- 
deuten a;,  y  die  Coordinaten  sowohl  von  M  wie  von  N,  und  es 
ei^bt  sich  die  Ortscurve  dieser  Punkte  durch  Elimination  des 
von  Kreis  zu  Kreis  veranderlichen  c  zwischen  diesen  Glei- 
chungen. Ihre  Gleichung  ist 
(10)  {x'  +  yr^x  —  a{a^  —  y^)  =  0. 

Es  ist  dies  eine  algebraische  Gleichung  dritten  Grades  (18,  I), 
und  man  nennt  demgemäss  die  Curve  eine  aigebraische  Ourve 
dritter  Ordnung,  sowie  man  allgemein  eine  Linie,  deren  Glei- 
chung in  X,  y  sich  auf  die  Form  einer  algebraischen  Gleichimg 
t^ten  Grades  bringen  lässt,  als  algebraische  Curve  n-ter  Ordnung 
bezeichnet. 

Die  Auflösung  nach  y  gibt 


y 


+-n 


—  X 


+  x 


und  bestimmt  zwei  zur  Abscissenaxe  symmetrische  Zweige  der 
Curve,  welche  als  positiver  und  negativer  Zweig  unterschieden 
werden   mögen.     Da  y   nur  so  lange   reell  ist,   als  o;  in  dem 

20* 
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IntenraU  ( —  a,  a)   verbleibt^   so  liegt   4ie  Cnrve   YolLstandig 

zwischen  den  beiden  Geraden  x  =  —  a  und  a:  =  o ;  heix^^  —  a 

verliert  der  Ausdruck  für  y  seiae  Bedeatujüg^  för  lin  a:  =  — a  +  0 

aber  wird  lim  y  =  +  00.     An  der  andren  Grenze  des  Intar- 

valls  ^   X  '^  a,   treffen  die  beiden  Zweige  zuBazaman^  da  hier 

y  =^  0  ist;   sie  treffen  aber  auch  in  der  Mitte  des  IstervaHs, 

an  der  Stelle  x  =  0,  zusammen,  da  auch  hier  y  »*  0  irt. 

Aus 

dy ,  a'  —  ax  —  x^ 

dx  (a  4-  x)y{a  -\-  x){a  —  x) 

folgt,  dass  an  der  Stelle 

*  =  +  |-(v^-i) 

die  Tangente  an  jeden  der  beiden  Zweige  parallel  ist  zur  Ab- 
scissenaxe  —  die  andere  Stelle  —  y(y§^+l),    an   welcher 

^  verschwindet,  fällt  ausserhalb  des  Intervalles  ( —  a,  a)  —  • 
dx  '  V         7     /        ) 

•bei   dem  posMdveni  Zwefige  wird  an  dieser   Stelle  y  zu  einem 

Maximum,  bei  dem  negativen  zu  einem  Minimum,  Weil  bei  dem 

ersteren  die  Werte  von  -^  in  dem  Intervalle  ( —  a,  a)  das  Wert- 
gebiet (+  cx),  0,  —  00) ,  bei  dem  zweiten  das  Wertgebiet 
( —  00,  0,  +  00)  durchlaufen;  daraus  gebt  zugleich  hervor,  dass 
an  der  Stelle  a/0,  wo  die  beiden  Zweige  zusammentreffen,  sie 
eine  zur  Ordinatenaxe  parallele  Taz^ente  haben. 

An  der  Stelle  a:  =  0  hat  ^  fUr  den  positiven  Ast  den 
Wert  + 1,  för  den  negativen  Ast  den  Wert  —  1,  so  dass  die  beiden 
Aste  der  Curve  sich  hier  unter  einem  rechten  Winkel  durch- 
schneiden; man  nennt  einen  solchen  Punkt  der  Curve  einen 
Knotenpunkt 

Um  die  Curve  durch  einen  Parameter  darzustellen,  setze  man 
y  =  ux\ 
mit  dieser  Substitution  geht  (10)  über  in 

x^  (1  +  tt»)  —  ax\\  —  w«)  =  0; 
neben  der  zweifach  zählenden  Lösung  o;  =  0  folgt  hieraus 


(11) 


a;  =  a 


y  =a 


ti  (1   —  M«) 
1  +«»      ' 
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Es  erscheinen  s^nit  Xj  y  als  rationale  Fanctionen  des  Para- 
metevs  U]  eine  tigehnimka  Gurre^  iv^ekke  eine  aoloh*  Dar- 
stellung gestattet^  nennt  man  eine  Unicmrstißmve^j  sie  wird  in 
einem  Zuge  beschrieben ,  wenn  man  den  Parameter  das  Oebiet 
der  reellen  Zahlen  durchlaufen  lässt.  Im  vorliegenden  Falle 
ist  der  Verlauf  folgender^  wenn  a  >  0  ist. 

Geht  u  durch  ( —  oo,  —  1),  so  beginnt  x/y  mit  —  «/+  c» 
und  endet  mit  0/0^  e9  wird  BO  beschrieben;  geht  u  weiter 
durch  ( —  1,  0),  so  beginnt  x/y  mit  0/0  und  endet  mit  o/O, 
und  weil  dabei  y  negativ  bleibt,  so  wird  OBÄ  beschrieben;  geht  u 
weiter  durch  (0,  +  1),  so  beginnt  x/y  mit  a/0  und  sehKesst 
mit  0/0,  und  weil  dabei  y  positiv  bleibt,  so  wird  AMO  be^ 
schrieben;  geht  endlich  u  durch  (+  1,  -(-  oo),  so  beginnt  x/y 
mit  0/0  und  schliesst  mit  —  a/ —  op,  es  wird  OE  beschrieben. 
Jedem  Punkte  der  Curve  entspricht  nur  ein  und  jedem  ei» 
anderer  Wert  des  Parameters,  nur  dem  Punkte  0  entsprechen 
deren  zwei,  nämlich  —  1,  +  1;  demgemäss  ergibt  sich  in  jedem 
Punkte  der  Curve  nur  eine  Tangente,  im  Punkte  0  aber  sind 
deren  zwei,  u.  z.  folgt  aus 


x\u)^  —  a- 


4tt 


y»  =  a 


der  BichtungscoefBcient  der  Tangente 


y'W 


1  —  4M»  —  U* 


Flg,  51. 


welcher  fttr  w  =  —  1  den  Wert  —  1,   für  m  «=  1   den  Wert 
J^  1  ammnmt  in  Üb«reb>tiinmuBg  nit  dim  Mih.rm  Rwmltabi. 

Man  erkennt  aus  der  angewandten  BobstäuisLcm,  dass  der 
u  entsprechende  Punkt  der  Curve  ihr  Sehnittpiinkt  mit  der 
Geraden  y  =  wa;  ist. 

3)  Aus  dem  Endpunkte  0  das  Durch- 
messers OA  eines  gegebenen  Kreises, 
Fig.  31,  wird  nach  der  Tangente  JBC  im 
anderen  Endpunkte  A  der  Strahl  OE  ge- 
zogen, welcher  den  Kreis  in  D  schneidet; 
man  mache  OM  «=  DE  und  bestimme 
den  Ort  des  Punktes  M  uialjtiacli.  —  Die 
betreffende  Corve  heiast  Cmoiiie  des 
Diokles. 
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Wird  0  zum  Ursprung,  OÄ  zur  Abscissenaxe  des  Coor- 
diuatensystems  gewählt,  der  Halbmesser  des  Kreises  mit  a 
bezeichnet,  so  folgt  aus  der  Almlichkeit  der  Dreiecke  OFM, 
OAE 

ÄE^^2ai 

X  ' 

aus  der  Ähnlichkeit  der  Dreiecke  OPM^  ADE 
AD  =    ,    y        2a: 

wendet  man  also  auf  das  rechtwinklige  Dreieck  ADE^  in  wel- 
chem die  dritte  Seite  DE  =^  0M=^  V^  +  y*  ^^y  den  Pytha- 
goreischen Satz  an,  so  entsteht  nach  entsprechender  Umformung 
die  Gleichung  der  Curve: 

(12)  \x^  +  y^)x  =  2ay\ 

Man  hat  es  also  wieder  mit  einer  algebraischen  Gurve  dritter 
Ordnung  zu  thun.     Die  Auflosung 


y-±'\Q. 


zeigt,  dass  x  auf  das  Intervall  (0,  2a)  beschränkt  ist  und  dass 
fflr  lim  a;  =SB  2  a  —  0  sich  lim  y  =  -4-  oo  ergibt.  Die  beiden 
Äste,  welche  im  Punkte  0/0  zusammentreffen,  haben  hier  OX 
zur  gemeinsamen  Tangente,  weil 


dy ,    4a  —  ^"i/     ^ 

dx        —  2  a  —  a;  Y  2  a  —  , 


fOr  a;  =  0  nur  den  einen  Wert  0  annimmt;  einen  Curvenpunkt 
von  dieser  Art  bezeichnet  man  als  Spitze. 
Mittels  der  Substitution 

y  ^=^ux 
ergibt  sich  wie  im  vorigen  Beispiele  die  parametrische  Dar- 
stellung 

2a«' 

X 


2au" 


(13)  ^_ 

so  dass  auch  die  Gissoide  eine  Unicursaleurve  ist.  Sie  wird  in 
dem  Sinne  QOB  beschrieben,  während  u  das  Intervall  (—  oo 
+  cx))  durchläuft. 
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4)  Die  durch  die  Gleichung 
(14)  a^  —  3axy  +  f  =  0      (a>0) 

gekennzeichnete  Curve  ist  auf  ihren  Verlauf  zu  untersuchen.  — 
Die  Curve  führt  den  Namen  Cartesisches  Blatt, 

Die  durch  Gleichung  (14)  definirte  Function  y  ist  schon 
zweimal  Gegenstand  der  Untersuchung  gewesen.  In  67,  2)  ist 
gezeigt  worden,  dass  sie,  sofern  nur  die  reellen  Werte  ins  Auge 
gefasst  werden,  eindeutig  sei  in  den  Intervallen  ( — oo,  0)  und 
(a}/4,  +  cx>),  wuhrend  sie  dreiwertig  ist  im  Intervall  (0,a)/4) 
von  X,  In  118,  2)  wiederum  hat  sich  ergeben,  dass  sie  für 
X  =  a.}/2  ein  Maximum  wird  im  Betrage  y  =  a  y  4.  Beachtet 
man  femer,  dass  die  Gleichung  (14)  keine  Änderung  erfährt 
bei  Yertauschung  von  x  mit  y,  so  folgt,  dass  x  die  nämliche 
Function  von  y  ist  wie  y  Function  von  a;;   demnach  ist  auch 

X  einwertig  in  den  Intervallen  ( —  c»,  0)  und  (a  y  4,  +  oo),  und 
dreiwertig  in  dem  Intervalle  (0,  aYX)  von  y,  un4  erlangt  femer 

X  an  der  Stelle  y  =  ay2  den  Maximalwert  x  =«  ay^4.   Über- 
haupt  folgt  aus  dem  letzten  Umstände  Symmetrie  der  Curve 
in  Bezug  auf  die  Halbimngslinie  des  Winkels  XOY,  Fig.  32. 
Mit  Hilfe  der  Substitution  y  =  ua:  gibt  die  Gleichung  (14) 
Sau 


X- 


l  +  tt» 
Sau* 


(15)  

Jedem  Werte  von  u  entspricht 
ein  anderes  Wertepaar  x/y]  eine 
Ausnahme  jedoch  machen  die  bei-  ^~ 
den  Werte  ?i  =  0  und  u  =  <x> , 
welchen  beiden  das  nämliche  Werte- 
paar 0/0  zugeordnet  ist;  in  Folge 
dessen  geht  die  Curve  zweimal  durch  den  Ursprung;  um  die 
Richtungen,  in  welchen  der  Durchgang  erfolgt,  festzustellen, 
bilde  man 

und  daraus 

dy       u(2  —  u*) 


dx 


1  —  2u« 
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für  M  =  0  nimmt  dies  den  Weirt  0  uBid  für  Um  u  »*  oo  den 
Orenzwert  oo  an,  so  dass  das  eioemal  die  Abscissenaxe,  das 
zweitemal  die  OrdiHatenaze  berührt  wird. 

Die   Cnrve  wird  in   dem  Sinne  DOCJBOÄ  beschrieben^ 
wenn  der  Parameter  u  nach  einander  die  Intervalle 

(-1,-m),      (+«,0),      (0,-1) 

durchlauft,  und  zwar  entspricht  dem  ersten  IntervaHe  D  0,  dem 
zweiten  OCBO,  dem  dritten  OA, 

5)  Aus  einem  Vwak^x^/y^  an  eine  gegeben«  Curve/'(a:,  j/)=«=0 
die  Tangenten  zu  führen. 

D«r  Berükrungspunkt  x/y  einer  jedan  solchen  Tangente 
haA  den  Gleichungen 

f{x,y)^0, 
{x^  —  x)f^  +  (yo  —  V)fi  =  0 

zu  genügen,  deren  erste  ausdrückt,  dass  er  der  Curve  angehört^ 
deren  zweite  aussagt,  dass  die  T&ngente  in  ihm  durch  Xf^/% 
geht.  Die  gemeinsamen  Lösung^a  beider  Gleichungen  be- 
stimmen die  Berührungspunkte  der  gesuchten  Tangenten. 

Ist  die  Curve  algebraisch  von  n-ter  Ordnung,   so  ordne 
mau  sie  nach  den  GHedem  gleicher  Dimension  derart,  dass 

fip,  y)  =  Vn{x,  y)  +  9n-.i(^,  y)  H h  9o(a^,  y)  =  o, 

wobei  9r(^,  y)  eine  homogene  Function  r-ten  Grades  darstellt. 
Alsdann  ist 

fv  =  v>n{y)  +  9«-i(y)  H h  9i'(y) 

und  sind  die  abgeleiteten  Functionen  je  um  einen  Grad  niedriger 
als  die  ursprünglichen. 

Die  Gliedergruppe  höchster  Dimension  in   xfx  +  yfy   ist 

und  dies  konunt  vermöge  des  Eni  er 'sehen  Satzes  über  homo- 
gene Functionen  (55)  gleich 

wofür  vermöge  der  Curvengleichung 

—  n[q)n-.i(x,  y)  +  9n-,(a:,  y)  H 1-  (Pq(x,  y)] 
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gesekst  werden  kann.     Hiemack  iert,  wenn 

eine  algebraische  Gurve  n-ter  Ordnung  bedeutet^  die  Gleichung 

(xo  —  x)f;,  +  (j^o  —  y)fy  =  0 

in  Bezog  auf  Xj  y  von  der  n —  1-ten  Ordnung^  stellt  also 
f&r  sieh  betraehtet  eine  algebraische  Curv^e  i»  —  1-ter  Ordnung 
dar^  deren  Schnittpunkte  mit  der  gegebenen  die  BerüknuigB- 
punkte  der  aus  xjy^  aa  diese  gezogenen  Tangenten  bedeuten. 
Nach  dem  Satze  von  B^zout  aber  gibt  eine  Curve  w-ter  mit 
einer  Curve  n  —  1-ter  Ordnung  n(n —  1)  Schnittpunkte;  dem- 
nach gehen  aas  einem  Punkte  an  eine  Ourve  n-ter  Ordnung  im 
Allgemeinen  n(n  —  1)  Tangenten.  Diese  Zahl  wird  die  Classe 
der  Gurve  genannt^  so  dass  eine  Gurve  n-ter  Ordnung  im 
Allgemeinen  von  der  n(n —  l)-ten  Glasse  ist. 

6)  Es  sind  zwei  Curven  durch  ihre  Gleichungen 

(16)  ^(x,y)  =  0         i^(x,y)^0 

gegeben;  es  ist  die  Bedingung  aufeusuchen,  unter  welcher  beide 
in  einem  ihrer  gemeinsamen  Punkte  auch  eine  gemeinsame 
Tangente  besitzen  oder  einander  berühren, 

Ist  x/y  ein  gemeinsamer  Punkt,  so  hat  die  Tangente  an 

die  erste  Gurve  dortselbst  den  Richtungscoefficienten ?; 

die  Tangente  an  die  zweite  Gurve  den  Richtungscoefficienten 

—  —? ;  der  gestellten  Aufgabe  gemäss  muss  —  =  ^ ,  oder 

(17)  9**y  —  9y*i  =  0 

sein;  durch  Elimination  von  x,  y  zwischen  den  Gleichungen 
(16)  und  (17)  ergibt  sich  die  verlangte  Bedingung. 

So  findet  man  beispielsweise  als  Bedingung  dafdr,   dass 

die  Parabel 

y*  —  2px  =»  0 
und  die  Ellipse 

(^  -  «)'  .  y!  _  1 

einander  berühren,  die  Gleichung 

5»         T 


2p« g'p'        - 
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SO  dass^  wenn  a,  p^  b   gegeben  sind,   sich   als  Mittelpunld»- 
abscisse  der  Ellipse  ergibt 

«  =  2^ 

7)  Es  sind  zwei  Curven  durch  ihre  Gleichungen  (16)  ge- 
geben; es  ist  die  Bedingung  aufzusuchen^  unter  welcher  sie  sich 
in  einem  ihrer  gemeinsamen  Punkte  unier  rechtem  Winkd 
schneiden. 

Die  Tangenten  in  dem  gemeinsamen  Punkte   x/y^   deren 


Richtungscoefficienten   — 


^; 


sindy  sollen  zu  einander 


(«»^0) 


m'  fjf' 

senkrecht  stehen ,   daher  muss  — ^  •  — ?  +  1  =  0  oder 

(18)  9;^;    +    9y^y    =    0 

sein.     Durch  Elimination  von  x^  y  zwischen  den  Gleichungen 
(16)  und  (18)  ergibt  sich  die  verlangte  Bedingung. 
Soll  hiemach  der  Kegelschnitt 

a^^x^  +  2a^^xy  +  a^y^  +  a^  =  0 

von  der  Geraden 

Äx  +  By  =  0 

unter  rechtem  Winkel  geschnitten  werden,  so  muss 
(a^^x  +  (hiV)^  +  («1»^  +  a^y)B  =  0 

sein;  bringt  man  die  drei  Gleichungen  behufs  Elimination  von 
Xy  y  auf  die  Form 

(a^^x  +  ai^y)x  +  {a^^^x  +  a^^y)y  +  033  =  0 
Äx  -{-  By  =0 

(a,iÄ  +  a^^B)x  +  ((hiÄ'^a„B)y  =0, 

so  ergibt  sich  als  nothwendige  Bedingung  fQr  ihre  Goexistenz 

Ä  B  0     =0, 

und  hieraus  die  von  x,  y  unabhängige  Bedingungsgleichung 
Ä  B 

aj^^Ä  +  a^^B    a^^A-i-a^B 


-0, 
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oder 

c^Ä^  —  (a,,  -  a^)AB  —  a^B^  ^  0, 

durch  welche  die  Axenrichtongen  des  Kegelschnitts  bestimmt  sind. 

127.  Der  Ort  der  Fussponkte  der  von  einem  festen  Punkte 
auf  die  Tangenten  einer  gegebenen  Curve  gefällten  Lothe  wird 
die  Fitöspunktcu/rve  der  gegebenen  Curve  in  Bezug  auf  den 
festen  Punkt  als  Pol  genannt. 

Man  kann  den  Pol  immer  durch  Verschiebung  des  Coor- 
dinatensjstems  zum  Ursprung  machen;  von  dieser  Voraus- 
setzung möge  im  Folgenden  auch  Gebrauch  gemacht  werden. 

Es  sei 

(19)  fi^,y)  =  o 

die  Gleichung  der  gegebenen  Curve;  die  Tangente  im  Punkte 
cc/y  hat  die  Gleichung 

(20)  ,_y  =  ^y(g_^), 

das  vom  Ursprünge  0  auf  sie  gefällte  Loth  die  Gleichung 
(^*)  V jyh 

dx 
sein  Fusspunkt  hat  hiemach  die  Goordinaten 


(21) 


1J    =    — 


dx       ^ 


Der  Ort  der  Fusspunkte    ergibt  sich  durch  Elimination   von 
Xj  y  zwischen  den  Gleichungen  (19)  und  (21). 

Eliminirt  man  zwischen  (20)  und  (20*)  den  DiiSerential- 
quotienten^  so  ergibt  sich  eine  Beziehung  zwischen  den  Goor- 
dinaten des  Berührungspunktes  M  der  Tangente  (Fig.  33)  und 
jenen  des  Fusspunktes  P^  nämlich 

(|-a;)|  +  (,-y)i,  =  0 
oder 
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welche  die  Thatsache  ausdrückt  ^  dass  der  über  OM  sAb  Durch- 
messer beschriebene   Kreis   durdi   P  geht;    differeutiirt  man 
diese  Gleichung;  so  ergibt  sich 

Flg.  88. 


2ldi  +  2f,df, 

—  xdi 

—  yM 

—  idx- 

Hdy  = 

=  0 

und  dies  reducirt  sich  wegen  (20*)  auf 

2|<*|  +  2i,rfij  — 

xdl- 

yrfi?-0, 

woraus 

dv                 *         2 

hiemach  steht  die  Tangente  der  Fusspunktcuanre  in  P  iiormal 
zu  dem  Halbmesser  PQ  des  gedachten  Kreises  ^  fallt  also  mit 
der  Tangente  an  den  Kreis  zusammen. 

Beispiele.  1)  Es  ist  die  Fusspunktcurve  der  Parabel  in 
Bezug  auf  ihren  Scheitel  als  Pol  zu  bestimmen. 

Schreibt  man  die  Gleichung  der  Parabel  in  der  Form 

so  dass  — a  die  halbe  Abscisse  des  Brennpunktes  bedeutet,  so 
lauten  die  Gleichungen  (21),  wenn  man  sie  unter  Rücksicht- 
nahme auf  die  Gleichung  der  Curve  um£Drmt; 

2oy« 

_  y' 

^~  2(y*+  Uay 

zum  Zwecke  der  noch  erübrigenden  Elimination  von  y  bilde  man 

hierauf 

{V  +  V^i  =  ^(^«  +  16««)«' 
und  erkennt  nun  sogleich ,  dass 

die  verlangte  Fusspunktcurve  ist  also  die  Cissoide  (126,  3)). 
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2)   Die   Fusspunktcurve    der    gleichseitigen   Hyperbel   in 
Bezug  tiuf  ihren  Mittelpunkt  als  Pol  zu  ermitteln  (Fig.  34). 

Die  gleidhseitige  Hyperbel 
auf  ihre  Axen  bezc^en  hat  die 
Gleichung 


die    Gleichungen    (21)   lauten 
gegenwärtig  ^^3^ 

s  = 


v  = 


«•  +  y' 
a'y    ■ 


behufe  ElimiBatioii  von  x,  y  bilde  0mn,  immer  unter  Rück- 
sichtnahme auf  die  gegebene  Gleichung, 


««  +  y« 


(«•  -1-  yy 


und  sieht  nun^  dass 

(22)  (g»  +  ^y_a»(S»-i,»)  =  0. 

Diese  algebraische  Curve  vierter  Ordnung  fahrt  den  Kamen 

Lemniscate  (des  Bernoulli). 

Um  ihre  Form  zu*  erkennen,  führen  wir  den  Parameter  u 
mittels  der  Substitution 

ein  und  erhalten  die  parametrischen  Gleichungen 


|=  +  a 


yr 


,       «Vi  —  «> 


.womach,  da  die  Zeichen  einander  entsprechen,  2xl  jedem  Werte 
von  u  aus  dem  Intervalle  ( —  1,  + 1)  ^wei  in  Bezug  auf  den  Ur- 
sprung symmeiarisch  liegende  Punkte  gehören;  da  femer  zu 
entgegengesetzt  gleichen  Werten  von  u  gleiche  Werte  von  g, 
aber  entgegengesetzt  gleiche  von  ri  gehören,  so  ist  die  Cnrve 
symmetrisch  in  Bezug  auf  die  Axen.  Eine  Ausnahme  machen 
die  Grenzwerte  — 1,  +1  des  Intervalls,  indem  denselben  der 
einzige  Punkt  0/0  entspricht;  die  Curve  geht  zweimal  durch 
den  Ursprung. 
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Bildet  man 

6  (w)  =  +  a ^ 7===,      rf(u)  =  +  a y 

so  ergibt  sich  daraus^  dass  |  extreme  Werte  erlangt  f&r 

w  =  0*) 

und  zwar  sind  es  die  Werte  S  =  +  ^>  welchen  iy  ■=  0  ent- 
spricht; und  dass  rj  extreme  Werte  annimmt  för 

und  zwar  sind  es  die  Werte   rj  =  +  -rV^^ ,  welchen 

entsprechen;  diese  vier  Punkte  liegen  auf  dem  Kreise  |*+iy*=y . 
Ferner  zeigt 

d^  —  4»  — i*(t*«-3)' 
dass  die   Curve  im  Ursprünge  zwei  Tangenten  hat;    denn  zu 
M  =  —  1   gehört  der  Wert  —  1   und  zu  w  =  -f-  1  der  Wert 

+  1  von  ^;  der  Ursprung  ist  also  ein  Knotenpunkt. 

128.  Die  Gerade,  welche  durch  einen  Punkt  M  der  Curve 
senkrecht  zu  der  Tangente  daselbst  gezogen  wird,  nennt  man 
die  Normale  der  Curve  im  Punkte  M. 

Die  allgemeine  Form  ihrer  Gleichung  ergibt  sich  unmittel- 
bar aus  der  Gleichung  125,  (5)  der  Tangente  und  lautet 
(23)  (I  -  x)dx  +  (ly  -  y)dy  =  0. 

Die  specielle  Form  richtet  sich  wie  bei  der  Tangente  nach  der 
Art,  wie  die  Curve  analytisch  gegeben  ist,  und  es  entsprechen 
den  Gleichungen  125,  (6),  (7),  (8)  der  Tangente  der  Reihe 
nach  die  folgenden  Gleichungen  der  Normale 

'{l-x)x\u)  +  {ri-y)y\u)  =  0 


(24) 


£  —  a; ri  —  y 

F  F'     ' 


*)  Die   anderen  Stellen,  an  welchen  £'(ti)  verschwindet,  nftmHch 
±  yS ,  fallen  ausserhalb  (—  1 ,  +  1). 
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Beispiele.  1)  Die  Gleichung  der  Nonnale  für  einen  Punkt 
der  Cycloide  aufzustellen  und  ihren  Abschnitt  auf  der  Ab- 
scissenaxe  zu  bestimmen. 

Aus    den    Gleichungen    der    Cycloide 
(126,  D) 

X  =  a{u  —  sinw) 

y  =  a(l  —  cosw) 
folgt    wegen    x\u)  =  a(l  —  coste)  =  y, 
y\u)  ^  a  sin  M  =  ati  —  x  die  Gleichung  der 
Normale 

(6  —  %  +  (^  —  y)(«w  -  i»)  =  0 

und  hieraus  ergibt  sich  der  zu  iy  ^  0  gehörige  Wert  von  |, 
nämlich 

Die  Normale  geht  hiemach  durch  den  augenblicklichen  Be- 
rührungspunkt des  rollenden  Kreises  mit  der  Grundlinie,  Fig.  35, 
wie  dies  aus  der  126,  1)  gefundenen  Tangentenconstruction 
unmittelbar  hätte  gefolgert  werden  können. 

2)  Durch  den  Punkt  Xq/Pq  zu  einer  gegebenen  Curve 
f(Xy  y)  =  0  die  Normalen  zu  führen. 

Der  Fusspunkt  x/y  jeder  solchen  Normale  hat  den  Glei- 
chungen 

(xo  —  x)fy  —  {y^  —  y)f^  =  0 
zu  genügen.    Ihre  gemeinsamen  Lösungen  bestinmien  also  die 
verlangten  Normalen^ 

Ist  die  gegebene  Curve  algebraisch  von  der  Ordnung  », 
so  ist  fixj  y)  eine  ganze  Function  n-ten  Grades;  jfj,  fy 
sind  ebensolche  Functionen  n  —  1-ten  Grades  und  die  höchst- 
dimensionirte  Gliedergruppe  in  der  zweiten  Gleichung,  —  rr /y+  yfiy 
wieder  vom  n-ten  Grade;  die  Fusspunkte  der  durch  xjy^^ 
gehenden  Normalen  ergeben  sich  also  als  Schnittpunkte  zweier 
Curven  n-ter  Ordnung,  ihre  Anzahl  ist  daher  im  Allgemeinen  n^ 
Demnach  gehen  avs  einem  Funkte  ssu  einer  Curve  n-ter  Ord- 
nung im  Allgemeinen  n*  Normalen. 

Die  gegebene  Curve  sei  die  Ellipse 

o»  ^  5*        ^ ' 
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dftim  laatet  die  zweite  Oleichung,  wenn  <?  =*=  a*  —  6*  gesetzt 
wird, 

c^xy  +  Vy^x  —  c?x^y  —  0, 

und  stellt  eine  Hyperbel  dar,  die  durch  den  Ursprang  des 
Coordinatensystems  wie  auch  durch  den  gegebenen  Punkt 
^o/Vo  m^^\  bringt  man  die  Gleichung  in  die  Form 

dann  erkennt  man  weiter,  dass  die  Hyperbel  gleichseitig  ist 
mit  den  Asymptoten 

aus  diesen  Elementen  ist  es  leicht,  die  Hyperbel  zu  construiren, 
ihre  Schnittpunkte  mit  der  Ellipse  sind  die  Fusspunkte  der 
JN^ormalen  zu  dieser. 

129.  Wenn  man  in  einem  Punkte  Jf  einer  Gurve  die 
Tangente  und  die  Normale  construirt  und  beide  mit  der  Ab- 
scissenaze  zum  Schnitte  bringt,  so  wird  die  Strecke  zwischen 
M  und  dem  betreffenden  Schnittpunkte  als  länge  der  Tan- 
gente, beziehungsweise  Länge  der  Normale  bezeichnet.  Die 
Projectionen  dieser  Strecken  auf  der  Abscissenaxe  nennt  man 
Subtangente  und  Subnormale. 

Hiemach  ist  in  Fig.  36 

Pig.  86.  ^ 

TM  =  T  die  Länge  der  Tangente, 

NM^  N  die  Länge  der  Normale, 

TP  =  t  die  Subtangente, 

PN=n  die  Subnormale; 

die  beiden  ersten  Strecken   sind  absolute 
Grössen,   die   beiden   letzten   erhalten  je 
nach  der  Lage  der  Punkte  T,  N  gegen  P  versclnedene  Vor- 
zeichen. 

Bezeichnet  man  den  Winkel  XTM  mit  a,  so  ist  tg-«  •«'  ^ 
(22,  2)),  und  aus  dem  Dreieck  TPM  folgt 

(25)  ^— ^i 

dx 
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AUS  dem  Dreieck  PNM,  wo  Winkel  PMN^=^  a, 

(26)  n»y§f; 

mit  Hilfe  des  Pythagoreischen  Lehrsatzes  ergibt  sich  dann 


\dx  y  dx 


{<^-w^m'->y^w. 


(28) 


Bei  der  in  der  Figur  dargestellten  Lage  der  Punkte  T,  N 
gegen  P  fallen  t,  n  beide  positiv^  bei  der  entgegengesetzten 
Lage  beide  negativ  aus. 

Beispiele.  1)  Als  Parabel  im  allgemeinen  Sinne  bezeich- 
net man  jede  Curve^  deren  Gleichung  die  Form 

besitzt;  m  heisst  die  Ordnung  der  Parabel^  gleichgiltig  ob  es 
eine  positive  oder  negative^  rationale  oder  irrationale  24ahl  ist. 
Es  ist  die  Subtangente  für  den  Punkt  x/y  dieser  Gurve  zu 
bestimmen. 

Weil  :j^  =»  maof^-^  =  ^    so  ist 
dx  X  ' 

m 
die   Subtangente   also   der    m-te   Theil   der   Abscisse.     Diese 
Eigenschaft  ermöglicht  bei  rationalem  m  eine  einfache  Tan- 
genten- und  Normalenconstruction. 

So  ist  für  die  gewöhnliche  Parabel  entweder  m  »s  2  oder 
m  ^  Y,  jenachdem  die  Ordinaten-  oder  Abscissenaxe  die  Axe 
der  Gurve  bildet,  und  dementsprechend  ist 

X 

<»=Y,    respective    t^^2x. 

2)  Die  durch  die  Gleichung 

(29)  y=.ae^ 

dargestellte  transcendente  Gurve  ftthrt  den  Namen  logarifh- 
mische  Linie,  weil  die  durch  a  gemessenen  Abscissen  die  natür- 
lichen Logarithmen  der  durch  a  gemessenen  Ordinaten  sind. 
Es  soll  f&r  diese  Gurve  die  Subtangente  bestimmt  werden. 

Cxabor,  VorlMongoo.   I.  21 
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Weü 


dx 


=  -^ ,  so  ist 


die  Sübtangente  also  constant. 

Gonstrtiiii  man  ans  den  beiden  logarithmischen  Linien 


=  ae 


eine  neue  Gurre,  indem  man  je  aus  den  zu  einer  Abscisse  ge- 
hörigen Ordinalen  das  arithmetische  Mittel  bildet  und  als 
Ordinate  der  neuen  Curve  betrachtet,  so  hat  diese  die  Gleichung 


(30) 


y_«(e-  +  e    '); 


sie  fahrt  den  Namen  Kettmlinie. 

Ist  a  positiv,   so   ist  auch  y  in  allen  drei  Gleichungen 
bestandig  positiv,  und  weil  fOr  die  erste  der  logarithmischen 

Linien    ^  —  i^  >  0,    f»r    die 
dx         a  ' 

zweite  ^^  =  —  —  <  0,  so  ist  die 
dx  a         ' 

erste  mit  wachsendem  x  fort  stei- 

gendy  die  zweite  fort  fallend,  und 

beide  haben  den   einzigen  Punkt 

0/a   gemeinsam,   durch    welchen 

auch  die  Eettenlinie  geht^  Fig.  37. 

Für  die  Länge  der  Normale 

der  Eettenlinie  ergibt  sich,  weil 

g_i.(,i_rJ)md 


ist,  der  Ausdruck 


a 


womach  N  als  vierte  stetige  Proportionale  zu  dem  constanten 
a  und  zu  y  construirt  werden  kann. 

IM.    Wenn  es  sich  um  die  Fesliegung   eines   einzelnen 
Punkte«  im  Pdarcoordinatensysteme  handelt,  so  genligt  es,  den 


Digitized  by 


Google 


Sechster  Abschnitt.   Anwendimg  der  iHflereBÜftK  Aei^mong  n.  s.  w.    333 

Radiusvector  r  als  eine  absolute  Qtosse  zn  betrachten  und  die 
Amplitude  9  auf  das  Intervall  (0^  2;c)  zu  beschranken^  weil  es 
bei  solcher  Festsetzung  möglich  ist^  jeden  Punkt  der  Ebene 
durch  ein  einziges  Wertepaar  r/f?  zu  charakterisiren. 

Will  man  jedoch  den  ganzen  Inhalt  einer  Gleichung  Zwischen 
Y  und  9)  erschöpfen^  dann  ist  es  in  yielen  Fällen  erforderlich, 
beiden  Variablen  das  Intervall  ( — <x>,  -|-<^)  anzuweisen.  Be- 
züglich der  Amplitude  hat  dids  die  Bedeutung;  dass"  der  aus 
dem  Pole  gezogene  veränderliche  Strahl  einer  unbeschrankten 
Drehung  sowohl  in  einem  als  positiv  ^angenommenen  wie  auch 
im  entgegengesetzten  Sinne  fähig  sei;  als  positiver  Drehungs- 
siAtt  soll  der  dem  Drehungssiime  des  Uhi^eigei^  efitgegengesidfEto 
gelten.  Ein  negativer  Wert  von  r  hingegen  ist  so  zu  deuten,^ 
dass  er  nicht  auf  dem  durch  9  bestimmten^  sondern  auf  dem 
ihm  entgegengesetzten  Strahle  abdTutragen  sei. 

Die  Beschrankung  von  9  auf  das  Intervall  (0,  2«)  ist 
nur  dann  zulässig,  wenn  die  Gleichung  9  in  keiner  andern 
Wdse  deiln  als  Argument  trigonometriacher  Functionen  enthält. 

Die  Richtung  der  Tangente  an  eine  Curve  im  Punkte  M. 
derselben,  Fig.  38,  wird  im  Polarsystem  OX  durch  den  Winkel 
0   bestimmt,   durch   welchen   die   Yar- 
längerung  MI»  des  Leitstrahls  bei  f^^ 
tiver  Drehung   in   die   Tangente    über- 
gefOhrt  wird. 

Es  seien  r/^  die  Coordinaten  des 
Punktes  Jf,  r+z:///9>+z/9>  die  Coor- 
dinaten eines  zweiten  Punkte  M^  der 
gegebenen  Curve.  Der  Winkel  0  ist 
der  Grenzwert,  weldiem  der  Winkel 
L  MS  =  ^  sich  nähert,  wenn  M^  auf 
der  Oorve  gegen  den  Punkt  M  convergirt.  Tftm  folgt  aus  dem 
Dreieck  OMM^,  in  wdchem  die  Winkel  bei  M,  M^  be- 
ziehungsweise Ä  —  'sr  und  TS  —  ^^  sind,  dass 

r  «iii(o  —  ^v) , 

r  +  dr  sin  ffl        ' 

daraus  ergibt  sich,  wenn  man  beiderseits  den  2iähler  vom 
Nenner  subtrahirt, 

21* 
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r  8m(iD  —  J(p) 

dr         flin  0>  —  Bin  (C3  —  Jqi) 
sin  (o  —  J(p) 

2sin^coß(o-^) 


und  weiter 


dq> 
2         sin((0  —  J(p) 


^9 

indem  nun  M^  unaufhörlich  dem  Punkte  M  sich  nähert,  con- 
vergirt  ^y  gegen  den  Grenzwert  Null,  iBf  wie  schon  bemerkt 

gegen  den  Grenzwert  0,  ^  gegen  den  DiflEerentialquotienten 

.—  SS  r   des  Radiusyectors  in  Bezug  auf  die  Amplitude,  und 

die  Gleichung  selbst  lautet  dann  (16,  2)) 

(31)  tge-f. 

Hieraus  ergeben  sich  für  sind  und  cos 6  die  Ausdrücke 
(32)  sin  e  =    ,    ^  cos  0  =-    ,    ^       ; 

in  welchen  die  Wurzel  mit  ihrem  positiven  Werte  zu  nehmen  ist, 
Ist  für  einen  Punkt  der  Curve  r  —  0,  so  zeigen  die  Glei- 
chungen (32),  dass  dann  6  =  y ,  die  Tangente  also  senkrecht 

ist  zum  Leitstrahl;  unter  diesen  Pimkten  befinden  sich  auch 
diejenigen,  in  welchen  r  einen  extremen  Wert  hat. 

Ist  r  fUr  einen  Punkt  nicht  definirt,  der  Grenzwert  yon 
r'  aber  bei  Annäherung  an  diesen  Punkt  cx>,  so  zeigt  die 
Gleichung  (31),  dass  6  <«  0;  die  Tangente  fallt  also  dann  mit 
dem  Leitstrahle  zusammen. 

181.  Beispiele.  1)  Ein  Punkt  M  bewegt  sich  gleichförmig 
auf  der  unbegrenzten  Geraden  L'OLy  Fig.  39,  in  dem  durch 
die  Ordnung  dieser  Buchstaben  angezeigten  Sinne,  während  die 
Gerade  selbst  sich  um  den  festen  Punkt  0  gleichförmig  im 
positiven  Sinne  dreht;  es  ist  die  Gleichung  der  von  M  be- 
schriebenen Curve  aufzustellen.  —  Die  Curve  führt  den  Namen 
Archimedische  Spirale. 

Wählt  man  den  Punkt  0  als  Pol  imd  diejenige  Lage  des 
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Strahls  OL,  welche  er  in  dem  Augenblicke  annimmt^  da  der 
bewegliche  Punkt  durch  0  geht,  als  Polaraxe  —  es  sei  dies 


OX 


so   sind  die  künf- 


Fig.  89. 


tigen  Richtungen  von  OL 
durch  positive  Werte  von  9, 
die  vorangegangenen  durch 
negative  Werte  von  9  ge- 
kennzeichnet;  ebenso  ist  r 
von  da  an  positiv ,  wahrend 
es  vordem  als  negativ  zu  gel- 
ten hatte.  Wegen  der  öleich- 
formigkeit  beider  Bewegun- 
gen ist  das  Verhältnis  der 
von  dem  bezeichneten  Augen- 
blicke an  gezahlten  Wege 
constant,  d.  h. 
r 

und  somit 

(33)  r  =  aq>:, 

dabei  bedeutet  a  den  zum  Winkel  vom  Bogenmaass  1  (57?29577...) 
gehörigen  Radiusvector. 

Die  Curve  geht  durch  den  Pol  und  beschreibt  von  da 
aus  nach  beiden  Seiten  unendlich  viele,  bestandig  sich  erwei- 
ternde Windungen,  welche  g^en  die  zur  Polaraxe  senkrechte 
Gerade  OY  symmetrisch  angeordnet  sind.  Die  auf  einem  belie- 
bigen Strahl  von  dem  emen  Laufe  der  Curve  ausgeschnittenen 
Punkte,  wie  Jlf,  Jtf^, . . .  und  Jf,  M'y . . .,  sind  äquidistant  und 
haben  den  gegenseitigen  Abstand  2na. 

Aus  (33)  ergibt  sich  r'^^  a  und  infolge  dessen  ist 

tge  =  9; 

auf  dem  positiven  Laufe  OMM^  ...  Ist  also  der  Winkel  9 
bestandig  spitz,  beginnt  mit  dem  Werte  0    und  nähert  sich 

mit  wachsendem  9  dem  Grenzwerte  y* 

2)  Für  die  durch  die  Gleichung 

(34)  r9  =  a  (a>0) 


Digitized  by 


Google      — 


S36 


Elster  SWL    Difforantiftl-Baduumg. 


4arg8fitellto  Guire  ^e  Bicbii^ig  der  Tangente  mi  imteiviKvbesL 
—  W€^eii  der  Aj^alogie  ikrer  Qleichiuig  mit  jener  der  HypeyrlieJi, 
bezogen  auf  ihre  Asymptoten  als  CoordinfitenAxen^  wird  diese 
Curve  hyperbolisdhe  Spirale  genannt 

Zu  positiven  Werten  Yon  q>  gehor^Ni  positive,  zu  n^gt^F^ 
negative  Werte  von  r,  infolge  dessen 
ist  die  Curve  sysuneti^ach  zu  der  in 
Pole  zur  Polarwe  errichteten  Sank- 
rechten. Mit  gegen  Null  convergi- 
rendem  9  wächst  r  ins  Unendliehey 
mit  beständig  wachsendem  9  niinmt 
r  gegen  die  Grennß  Null  ab;  die  Curve 
umgibt  demnach  den  Pol  in  zwei 
Schaaren  vou  ^nb^grenzt  vielen  immer 
enger  werdenden  Windungen,  Fig.  40. 

Weil  r  = r ,  so  hat  man 

tge  =  — 9; 

daraus  folgt,  dass  fUr  die  Windungen,  welche  dem  Intervalie 
(0,  +  ^  von  fp  entsprechen,  9  ei^  stumpfer  Winkel  ist,  der 

sich  mit  ^A^hfi^endem  9  der  Gren^&e  y  n^rt. 

3)  Die  Richtung  der  Tangente  bei  der  durch  die  (Gleichung 
(85)  r  =  ac^v 

dargestellten  Curve  zu  verfolgen.  —  Diese  Curve,  weil  die  Ampli- 
tuden ihrer  Punkte  proportional  sind  den  Logarithmen  der 
durch  a  gemessenen  Bfidienvectoren,  ßihrt  den  Namen  logarithr 
mische  Spirale, 

Wir  setzen  a  als  positiv  voraus,  dann  ist  auch  r  bestandig 
positiv.  Von  den  Pt^rametem  a,  m  ist  nur  der  letztere  be- 
stimmend för  die  Gestalt  der  Curve;  denn  zwei  Curven,  wie 
(35)  und 

die  sich  nur  in  dem  eisten  Parameter  von  einander  unter- 
scheiden, lassen  sich  durch  Drehung  der  einen  um  den  Pol 
in  einander  überfEQiren;  dreht  man  nämlich  die  zweite  Curve 
um  den  Winkel  a,  so  hat  sie  in  der  neuen  Lage  die.  Gleichung 
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nni  nun  ISast  sidi  «  üzunor  so  besttnuneo,  itiaB 

sei^  dass  also  die  zweite  Curve  nach  der  Drehung  mit  der 
ersten  ziusammenfalle;  man  braucht  nur 

1  ,  a 

zu  nehmen. 

Indem  ^  positiv  bleibend  wächst^  nimmt  bei  positivem  m 
auch  T  bestiLndig  zu;  und  indem  9  negativ  bleibend  dem  ab- 
soluten Werte  nach  bestandig  wächst^  convergirt  r  gegen  die 
Grenze  Null;  die  Curve  umgibt  den  Pol  in  unzahlig  vielen 
Windungen^  welche  im  positiven  Drehungs- 
sinne des  Leitstrahls  verfolgt  beständig 
«ich  erweitem,  Fig.  41.  umgekehrt  liegen 
die  Verhältnisse  bei  negativem  m. 

Aus  (35)    folgt  r  —  wac^f  =^»r, 
infolge  dessen  ist 

tge  =  -^; 

somit  6  *=»  arctg  —  constant.  Die  logarühmische  Spirale  schneidet 

demnach  dUe  Badienvectoren  unter  einem  und  demselben  Winkel, 
Für  lim  m  =  0  wird  der  Winkel  ein  Rechter;  die  Spirale 
nähert  sich  also  mit  gegen  Null  abnehmendem  m  einem  Kreise 
vom  Halbmesser  a  als  Grenzfigur. 

182.  Wenn  man  die  Tangente  und  die  Normale  in  einem 
Punkte  M  einer  Curve  bis  zum  Schnitt  mit  der  Geraden  ver- 
längert^ welche  man  durch  0  senkrecht  zum  Leitstrahl  OJIf  gezogen 
hat;  so  wird  die  zwischen  M  und  dem  betreffenden  Schnitt- 
punkte enthaltene  Strecke  ais  L&nge  der  Tangente,  beziehungs^ 
weise  Länge  der  Normale  bezeichnet;  die  orthogonalen  Pro- 
jectionen  dieser  Strecken  auf  der  Senkrechten  zum  Leitstrahl 
heissen  Sf/lbUmgenk  und  SnlbncrmeAe.    Hiernach  irt^  Fig.  42^ 

TM  =  T  die  Länge  der  Tangente 
NM  OB  N  die  Lä«^  dar  NocwAle 
TO^t   die  Subtangente 
ON^=^n  die  Subnormale; 
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die  beiden  ersten   Strecken  sind  absolute  Grossen;   das  Vor- 
zeichen der  beiden  letzten  hängt  von  der  Richtung  der  Tan- 
gente im  Punkte  M  ab;   bei  der 

via   Ai 

durch  die  Figui*  dargestellten  Lage 
der  Punkte  T,  ^sind  beide  positiv^ 
bei  entgegengesetzter  Anordnung 
negativ. 

Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck 
OTM  folgt  t^rtgB,  ako 

(36)  ^  =  ^; 

aus  dem  OTM  ähnlichen  Dreieck 

OMN  ergibt  sich  n  «=■  ^^,  also 

(37)  n^r'-, 

durch    Anwendxmg    des    Pythagoreischen    Satzes    erhält    man 
schliesslich 


(38)                  T-l/r»+r;  =  I,yr»  +  r^ 

(39)                  N  =  yr«  +  r'*. 

Beispiele.     1)  Bei  der  archimedischen  Spirale 

r  ^=^a(p 

ist 

die  Subnormale  also  constant;  der  Ort  des  Punktes  N,  Fig.  42^ 
ist  demnach  bei  dieser  Gurve  der  um  den  Pol  mit  dem  Halb- 
messer a  beschriebene  Ejreis. 

2)  Bei  der  hyperbolischen  Spirale 

rg)  ==i  a 
ist 

t a, 

die  Subtangente  also  constant;   hier  ist  demnach 
Punktes  T  der  um   den  Pol  mit  dem  Radius  a 
Kreis. 

3)  Bei  der  logarithmischen  Spirale 

der  Ort  de» 
beschriebene 

ist 
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alle  vier  Strecken  sind  also  dem  Badiusyector  proportional. 
Der  Punkt  T  hat  bei  dieser  Gnrve  die  Goordinaten 

eliminirt  man  mit  Hilfe  dieser  Gleichungen  r^  tp  aus  der  Glei* 
chung  der  Curve,  so  entsteht 

m 
als  Gleichung  des  Ortes  von  T. 

Der  Punkt  N  hat  die  Goordinaten 

hiermit  ergibt  sich  auf  gleichem  Wege 

als  Gleichung  des  Ortes  von  N. 

Sowohl  der  Ort  von  T  wie  der  von  N  ist  hiemach  eine 
der  zu  Grunde  liegenden  congruente  logarithmische  Spirale 
(181,  3)). 

§  2.    Asymptoten. 

188.  Wenn  die  Gleichung  einer  Gurve  auch  beliebig  grosse 
reelle  Werte  der  einen  oder  der  andern  Variabeln  x^  y  oder 
beider  Variabeln  zugleich  zulässt,  so  si^  man,  die  Gurve  be- 
sitze wiendlich  ferne  Punkte  oder  sie  erstrecke  sich  ins  Unend- 
liehe. 

Ist  einem  unendlichen  Zweig  der  Curve  eine  Gerade  der- 
art zugeordnet,  dass  der  Abstand  eines  den  Gurvenzweig  stetig 
durchlaufenden  Punktes  von  dieser  Geraden  gegen  den  Grenz- 
wert Null  convergirt,  so  nennt  man  die  Gerade  eine  Asymptote 
der  Gurve. 

In  dem  Falle,  wo  die  Asymptote  nicht  parallel  ist  der 
Ordinatenaxe,  kann  die  Definition  eine  Abänderung  erfahren 
und  dadurch  für  die  analytische  Untersuchung  bequemer  ge- 
macht werden.    Ist  nämlich  AB  Asymptote  der  Gurve  JfC, 
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Fig.  43,  80  conyergirt  mit  4em  Abstände  MC^y  indem  M  gegen 
C  hin  sich  immer  weiter  fortbewegt,  auch  die  Strecke  M'R 
auf  der  Or<dinate  Fon  M  gegen  Null;  demi 

das  Verhältniss  —^  beider  Strecken  ist  be- 

B&idig  dasselbe  und  gl^ch  dem  Cosinus  des 
Winkels^  den  die  Asymptote  mit  der  Ab- 
scissenaxe  bildet.  Hiemach  kann  die  Asymp- 
tote als  eine  Gerade  erklärt  werden,  deren 
Ordinate  mit  der  zur  nämlichen  Abscisse 
gehörigen  Ordinate  der  Gurre  eine  Differenz  bestimmt^  die 
mit  beständig  wachsender  Abscisse  gegen  die  Orenze  Null  oon- 
vergirt. 

Was  nun  eine  zur  Ordinatenaxe  parallele 
Asymptote  anlangt,  wie  AB  \u  Fig.  44,  deren 
Gleichung  o;  =  a  sei,  so  ist  eine  solche  da- 
-q  durch  gekennzeichnet,  dass  die  Abscisse  x  des 
Punktes  M  gegen  die  Grenze  a  conyergirt, 
wenn  seine  Ordinate  beständig  wächst^  oder 
auch,  dass  die  Ordinate  j^den  Betrag  über- 
steigt, wenn  x  der  Grenze  a  sich  nähert. 

184.  Die  AufsiAchang  zwr  Ordinatenaxe  paralleler  J^s^p- 
toten  gestaltet  sich  besonders  einfach  in  dem  Falle,  wenn  die 
Curvengleichung  in  der  expliciteu  Form 

gegeben  ist  oder  dargestelU  werden  kann.  Man  hat  jene  W«rto 
Ton  X  aufzusuchen,  iUr  welche  f{x)  aufhört  definirt  zu  sein, 
und  zu  prtLfen,  wie  «ch  fix)  bei  einem  Grensübergange  Um^^v^a 
verhält,  wenn  a  einen  solchen  Wert  darstellt;  wird  f{x)  daboi 
unendlich,  ^o  \ak  x^^§t  eine  Asymptote  der  CurFe.  Über  die 
Lage  des  unendlichen  Astes  zur  Asymptote  gibt  das  YoEsseicbw 
Ton  y  und  die  Art  des  Grenzübergangee  lim  x=^u  AufMdaduss- 
Beispiele  dieser  Art  bieten  die  in  19^,  2)  uod  ;3)  i>sli»ii- 
delten  Gurven.  Die  Gleichung  der  Strophoide  in  exidiciter 
Form 


+-n. 


zeigt,   dass  y  loi  der  Stelle  ^  «=  —  a  nidit  definirt  ist,   dass 
^»her  bei  lim  x '=^  —  a  -{-O  die  Ordinate  des  positiven  Zweiges 
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—  oo,  die  des  negativen  Zweiges  -{- cx>  wird;  folglich  ist  jdi^ 
Gerade  a;  -=  —  a  {FG  in  Fig.  30)  Asymptote  für  beide  Zweige, 
welche  reohts  von  ilir  und  za  beiden  fiei^n  der  Absciaseoaxe 
sich  erstrecken.    Die  'Gleiehnng  der  Giseoidß 


y  +  '^Vr^^  («>o) 


lässt  in  gleicher  Weise  die  Gerade  x  =  2a  {CB  in  Fig.  31) 
als  Asymptote  erkennen,  Yon  welcher  links  die  beiden  Äste  zu 
beiden  Seiten  der  Abseissenaze  sich  ^^treck^i. 
Die  transeend^ate  Curve,  deren  öleichung 
y  =  igx 

ist,  besitzt  unendlich  viele  zur  Ordinatenaxe  parallele  Asymp- 
totep,  welche  in  der  Gleichung 

zusanmiengefasst  werden  können,  wenn  darin  h  jede  ganze  ZaU 
bedeuten  kann;  und  weil  fttr  lim  x  —  (2h  +  1)  ^  —  0    . 

lim  tga;  =*  4-^1 

dag^en  ftir  limo?  —  (2ft  +  1)  ^  -f  0 

limtga;  =  —  oo, 

so  liegen  die  unendlichen  Zweige  zu  beiden  Seiten  einer  Asymp- 
tote auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Abscissenaxe. 

Es  handle  sich  nun  um  eine  Gurve,  deren  Gleichung  in 
der  unentwickelten  Form  f(x^  y)  ts  0  gegeben  ist,  und  zwar 
sei  es  eine  algebraische  Gurve  n-ter  Ordnung,  deren  Gleichung 
nach  fallenden  Pote^izen  von  y  geordnet  folgenderooiassen  lautet: 

(1)  Uo{x)y^  +  ui(a;)3r-'  +  •  • '  +  <*«(«)  ^0; 

t4o(^),  Ui(x),' ' '  t^{x)  Bind  dabei  rationale  ganze  Functionen 
von  X,  die  erste  höchst«ifl  vom  Grade  n  —  w,  die  zweite  höch- 
stens vom  Ghtide  n  —  w  +  1,  •  •  •,  die  letzte  höchstens  vom 
Grade  n,  jedoch  so,  dass  Hundestens  eine  von  ihnen  den  höchst- 
möglicheiiL  Grad  wirkUpIi  erreich 

Dividirt  man  die  Gleichxmg  (1)  durch  die  höchste  Potenz 
von  y,  so  entsteht 
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(2)  ,^(a5)  +  «,(a:)i-  +  ...  +  «„(a;)-L_0; 

soll  nun  för  lim  rr  »»  a,  wobei  a  einen  endlichen  reellen  Wert 
bedeutet,  y  ins  unendliche  wachsen,  so  moss,  da  bei  diesem 
Grenzübergange  alle  Glieder  der  letzten  Gleichung  vom  zweiten 
angeÜEuigen  verschwinden,  auch 

(3)  «o(«)  =  0 
sein. 

Die  Abscissen  der  zur  Ordinaienaxe  pardüden  Asymptoten 
der  Curve  (1)  sind  also  tmter  jenen  Werten  von  x  zu  suchen, 
für  welche  der  Coeffkient  der  höchsten  Potenz  von  y  verschwindeL 

Ob  einer  reellen  Wurzel  a  der  Gleichung  u^  (x)  =  0  wirk- 
lich eine  Asymptote  entspricht,  und  wenn  dies  der  Fall,  wie 
die  unendlichen  Zweige  der  Curve  gegen  dieselbe  angeordnet 
sind,  das  erfordert  jedesmal  eine  besondere  Untersuchung. 
Lässt  sich  (2)  in  Bezug  auf  x  auflösen,  also  ak  Function  von 

—  darstellen,   so   prüfe   man,   ob   bei  einem  Grenzübergange 

lim  —  ==  0,  und  bei  welchem,  sich  x  dem  Werthe  a  nähert; 
ist  eine  solche  Auflosung  nicht  möglich,  dann  suche  man  fest- 
zustellen, ob  für  Werte  von  x,  welche  nahe  an  a  liegen,  die 

Gleichung  (2)  reelle  nahe  an  Null  liegende  Werte  ftlr  —  lie- 
fert und  welches  Vorzeichen  diese  besitzen. 

Beispide.     1)  Für  die  durch  die  Gleichung 
(a:»  —  l)y*  +  2a:»y  +  a:»  —  1  =  0 
definirte  Curve  vierter  Ordnung  hat  man 

ar«  —  1  =  0 

zu  setzen  und  erhält  die  beiden  reellen  Lösungen  —  1,  -|-  1. 
Als  Function  von  —  dargestellt  ist 


x  =  -\ 


man  erkenntnun,  dasssowohlbei  dem  Grenzübergange  lim-»^ — 0, 


y 


wie  bei  lim  —  =  +  0  der  obere  Wert  von  x  der  Grenze  -(-  1, 


y 
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der  untere  der  Grenze  —  1    sich  nähert,   und   zwar  ist   für 

negative  Werte  von  — -  der  absolute  Wert  von  x  kleiner   als 

1*),  fttr  kleine,  positive  —  aber  grösser  als  1.    Daraus  ergibt 

sich,  dafis  zu  beiden  Seiten  der  Asymptote  a;  =  1  unendliche 
Gurvenzweige  liegen,  links  unterhalb,  rechts  oberhalb  der  Ab- 
scissenaxe ;  und  dass  bei  der  Asymptote 
0?  as  —  1  ähnliche  Verhältnisse  platz- 
greifen, nur  mit  verkehrter  Anordnung 
der  Zweige  in  Bezug  auf  die  Abscissen- 
axe,  Fig.  45.  Es  stimmt  dies  auch  da- 
mit überein,  dass  die  Gurve  symmetrisch 
ist  bezüglich  der  Ordinatenaxe,  weU  ihre 
Gleichung  nur  gerade  Potenzen  von  x 
enthält. 

2)  Bei  der  Gurve  vierter  Ordnung,  deren  Gleichung 

(x  —  lyy^  —  2xy  +  x+l  =  0 

lautet,  ergibt  sich  folgendes.     Zunächst  liefert 

(x  -  1)2  =  0 

die  doppelt  zählende  reelle  Wurzel  -|-  1;  aus  der  Gleichung 

erhält  man  fElr  x  den  Ausdruck 


J 

Fig. 

45. 

r 

\ 

^     -/ 

Ö 

*t 

( 

[\ 

sowohl  der  obere  als  auch  der  untere  Wert  convergirt  fElr 
lim  -- =  0  gegen  1,  aber  tmr  bei  dem  Grenzübergange 
lim  —  =  +  0;  denn  bei  dem  Grenzübergange  lim  —  =  —  0 

y         ^  y 

wird,  wenn  —  genügend  klein  geworden,  x  imaginär.  Da  der 
obere  Wert  sich  der  (Jrenze  1   durch  Abnehmen,   der  untere 


1/1  4-a«  1  4-  a* 

*)  Für  a>0  ist  ^,    ;        <  1,    weü  das   Quadrat  ,    ,    T    . — = 

kleiner  ist  als  1. 
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durch   Ztm^unen  nähert  *),   so  liegen  za  beidm  Seürn    der 
Asymptote  x^^^l   unendliche   Gurvenzweige,  beide  ober   der 
Abscissenaxe. 
3)  Es  sei 

x'y^  —  a/'x  +  b^^O 

die  gegebene  Cnrve;  die  Gleichung  a;*  =  0  gibt  die  doppelt 
zählende  Wnrzel  Null;  die  Ordinatenaxe  ist  jedoch  keineswegs 
Asymptote  der  Cure;  denn  die  Auflosung 


zeigt  ^  dass  y  reelle  Werte  annimmt   erst  donn^  wenn  s^^-rs, 


a" 


dass  also  in  der  unmittelbaren  Nahe  der  Ordinatenaxe  reelle 
Punkte  der  Gurve  nicht  vorhanden  sind;  dasselbe  bestätigt  die 
Auflösung 

indem  sie  erkennen  lässt,  dass  zu  sehr  kleinen  (dem  Betrage 
nach  unter  —j-  liegenden  j  Werten  von  —  imaginäre  Werte  von 
X  gehören. 

186.  Um  das  Verfahren  der  Bestimmung  von  mr  Ordmatenr 
axe  geneigten  Asymptoten  festzustellen,  gehen  wir  von  der  An- 
nahme aus,  ein  unendlicher  Ast  der  gegebenen  Gurve 

(4)  y  =  fix) 

besitze  eine  solche  Asymptote,  deren  Gleichung  lauten  möge 

(5)  T^ccx  +  ß, 

Der  in  188  entwickelten  Definition  zufolge  ist  dann  y  —  7  eine 
mit  beständig  wachsendem  x  gegen  Null  convergirende  Grösse; 
bezeichnet  man  sie  mit  S,  so  ist  y  =»  F  -|-  äj  also  lässt  sich 
die  Ordinate  der  Gurve  in  der  Form 


•)  Denn  die  Wurzel  1/ 5 =+  7-^  ist  in  Bezug  auf  — 

^  r    y       y"      y*^4y*  *  y 

von  der  Ordnung  — - , — ^   von  der  Ordnung  1 ,  daher  erstere  für 

genügend  kleine  Werthe  von  —  dem  Betrage  nach  grösser. 


Digitized  by 


Google 


I 


Sechster  Abschnitt.   AAwendüng  der  Diflferential -Rechnung  u.  s.  w.    3S5 

(6)  y:^aa!  +  ß+d 
darstellen. 

ÜtQ  eine  Bestimmung  für  a  zu  erhalten^  bilde  man 

X  X 

und  beachte ;  dass  mit  beständig  wachsendem  x  der  Bruch 
^  gegen  Null  abnimmt,  weil  ß  endlich  und  d  selbst  gegen 
Null  conyergirend  ist;  mithin  hat  man  zur  Bestimmung  von  a 
den  Ansatz 

(7)  "%^¥' 

ysaoo 

Ist  a  gefundetk,  so  bilde  man  mit  dessen  Hilfe  aus  (6) 
ß  =  y  —  ax  —  dy 

und  weil  ä  mit  wachsendem  x  gegen  Null  convergirt,   so  ist 

(8)  ß  =  lim  (y  —  ax). 

Demnach  hestimnU,  wenn  die  Curve  oder  der  tmendliche 
Zweig  derselben  in  der  expUdten  Form  (4)  gegeben  ist^  der  Grene- 

wert  des  Quotienten  ^  den  Richiungscoefficienien  a,  der  Oreng- 
wert  der  Differenz  y  —  ax  den  Abschnitt  ß  der  Asymptote  auf 
der  Ordinaienaxey  beide  Gremwerte  für  lim  x  =  oo  gebildet. 

Die  Ausdrücke  —  und  y  —  ax  haben  eine  einfache  geo- 
metrische   Bedeutung.     Der   erste   stellt   den   Richtungscoeffi- 
cienten  des  Strahles  OM^  Fig.  46  dar,  welcher  den  Ursprung 
mit  dem  Punkte  M  der  Curve  verbindet, 
und  die  Gleichung  (7)  sagt  aus,  dass  dieser 
Strahl  parallel  wird  der  Asymptote  ABy 
wenn  der  Punkt  M  auf  der  Curve  ohne 
Ende  sich  fortbewegt;  aus  diesem  Grande 
sagt  man,  der  Strahl  OB  ||  AB  gehe  durch 
den  unendlich  fernen  Punkt  des  Curven- 
astes  MC. 

Die  Differenz  y  —  ax  bedeutet  die  von  dem  Strahl  OD 
aus  gemessene  Ordinate  SM  des  Punktes  M,  und  die  Glei- 
chung (8)   drückt  aus,   dass   diese   Ordinate  bei  unaufhörlich 
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fortschreitender  Bewegung  von  M  auf  der  Gurre   dem  Axen- 
abschnitte  OÄ  der  Asymptote  als  Grenze  sich  nähert. 

Besitzt  die  Gleichung  der  Gurre  bereits  die  Form  (6);  an 
welcher  als  wesentlich  die  Gonrergenz  Yon  S  gegen  Null  f&r 
lim^Bscx)  hervorzuheben  ist,  oder  lasst  sich  ihr  diese  Form 
durch  einen  BechnungsYorgang  ertheilen^  so  liest  man  un- 
mittelbar 

T^ax  +  ß 

als  Gleichung  der  Asymptote  ab. 

Von  den  Formeln  (7)  und  (8)  kann  auch  dann  Gebrauch 
gemacht  werden^  wenn  x,y  bIb  Functionen  eines  Parameters  u 
gegeben  sind-,  ist  u=^Uq  ein  Wert  Ton  u  derart^  dass  x^  y 
unendlich  werden^  wenn  u  der  Grenze  u^  sich  nähert^  so  be- 
sitzt der  betreffende  unendliche  Gurvenzweig  eine  Asymptote, 
wenn  y^^>^ 

ein  bestimmter  Wert  und  ebenso 

lim(y(w)  — aa;(u))  =  /J 

ein  bestinmiter  endlicher  Wert  ist. 

Beispide.     1)  Die  transcendente  Gurve 

(9)  y^a  +  lx  +  '-^ 

hat  die  Gerade  F=  a  +  6a;  zur  Asymptote;   denn  die  Diffe- 

renz  y  —  F  =  #  = convergirt  fElr  lim  a?  «=  oo  gegen  die 

Grenze  Null. 

2)  Ist  y  als  rationale  gebrochene  Function  von  x  gegeben, 
die  Gurvengleichung  also  von  der  Gestalt 

m 


y 


F{x) 


wobei  f(x),  F(x)  rationale  ganze  Functionen  sind  ohne  ge- 
meinsamen algebraischen  Theiler,  so  lasst  sich  die  Frage  nach 
den  Asymptoten  folgendermaassen  erledigen. 

An   aUen   redien  Nullstellen   des  Nenners  F(x)   hat   die 
Gurve  eine  der  Ordinatenaxe  parallele  Asymptote;  ist  nämlich 
a  eine  jj- fache  Nullstelle  von  F(x),  so  ist 
F{x)  ^  (x  —  ay  Fi^(x) 
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und  F^  (x)  eine  ganze  Function,  die  ftlr  a?=a  nicht  verschwindet; 

wird  für  \imx  =  a  unendlich;  dabei  wechselt  y  sein  Vor- 
zeichen bei  dem  Übergange  von  a  —  0  zu  a  +  0  oder  nicht, 
jenachdem  p  eine  ungerade  oder  gerade  Zahl  ist.  Ist  also  a 
eine  p-fache  reelle  Nullstelle  des  Nenners,  so  ist  a:  =  a  Asymp- 
tote an  zwei  unendliche  Aste,  die  zu  verschiedenen  Seiten  der 
Abscissenaxe  oder  auf  derselben  Seite  liegen,  jenachdem  p 
gerad  oder  ungerad  ist. 

Es  bleibt  nun  noch  das  Verhalten  von  y  für  lim  x^==oo 
zu  untersuchen.     Dabei  sind  folgende  Fälle  zu  unterscheiden. 

Ist  die  Function  j^  echt  gebrochen,  so  ist 

lim  y  =  0, 

demnach  die  Abscissenaxe  eine  Asymptote  der  Curve;  über  die 
Anordnung  der  Curve  entscheidet  das  Vorzeichen  von  y  für 
sehr  grosse  negative  und  sehr  grosse  positive  Werte  von  x. 
Die  Function  sei  femer  unecht  gebrochen,  jedoch  so,  dass 
Zähler  und  Nenner  von  gleichem  Grade  sind;  dann  gibt  die 
Ausführung  der  Division 

y     ^^F{xy 

f  (x) 
wo  -—-^  echt  gebrochen  ist  und  daher  für  lim  o?  =  oo  gegen 

Null  convergirt;  demnach  hat  die  Curve  die  zur  Abscissenaxe 
parallele  Asymptote 

Die  Function  sei  unecht  gebrochen  und  der  Gh*ad  des 
Zählers  um  1  höher  als  der  des  Nenners;  die  ausgeführte 
Division  liefert  dann 

und 

T=^ax  +  ß 

ist  Asymptote  der  Curve. 

Ist  endlich  die  Function  unecht  gebrochen,  der  Zähler  von 
einem  um  m  Einheiten  höheren  Grade  als  der  Nenner,  so  gibt 
die  Division 

Oinber,  Vorlefungen.  I.  22 
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und  weil  lim  ^^^  =  0,  so  convergirt  der  Unterschied  y —  Y 

zwischen  der  Ordinate  der  gegebenen  Cmre  und  der  Ordinate 
Y  der  Parabel  m-ter  Ordnung  (129,  1)) 

Y=A^or  +  A^x^-^  H +  A^ 

gegen  die  Gh-enze  Null;  man  bezeichnet  dann  diese  Parabel  ak 
Tcrumnilinige  Asymptote  oder  als  asymptotische  Curve  der  ge- 
gebenen. , 

Zur   Erläuterung   mögen    die   folgenden   speciellen   Falle 
dienen.     Die  Curve 

X 


y 


x^—l 


hat  die  Asymptoten  a:  =  —  1,  a;=l,  y  =  0,  Fig.  47. 
Die  Curve 


y  = 


1 


X«—  1 


hat  die  Geraden  a;  =  —  1,  x  =  \y  y  =  \  zu  Asymptoten,  Fig. 48. 


Fig 

.  48. 

J 

y 

t 

K^ 

Y^ 

1^ 

^                    -1 

( 

r 

\ 

1                      -^ 

Die  Curve 


x^      ^^       X 

y  —  ^^nri—^-Tx^—ri 


besitzt    die   Asymptoten    x  =  —  1,    x  =1^    y  =  x,    Fig.  49 
(S.  339). 

Die  Curve 

_  X^  _  ^2  +  ^  +  2  +  -^ 
^  X  —  1  '  '  '     X —  1 

hat  ausser  der  Asymptote  x  ^^  1    die   asymptotische  Parabel 
zweiter  Ordnung 
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mit  dem  Scheitel r- 


-j-  (U6,  2)),  Fig.  50. 


Flg.  60. 

l\ 

yji 

\\          ^ 

/ 

\    1 

V 

t'        ^ 

•y 

-io 

\ 

1       -^ 

r 

1 

3)  Die  Gleichung 


»-i^n^i 


charakterisirt  eine  zur  Abscissenaxe  symmetrische  Curve  dritter 
Ordnung,  und  da  y  nur  reell  ist  in  den  Intervallen  ( —  oo,  1) 
und  (2,  +  oo)  von  x^  so  fehlen  in  dem  Intervalle  (1,  2)  reelle 
Ordinaten. 

Zunächst  wird  y  unendlich  für  lim  a:  =  2  +  0,  denmach 
ist  die  Gerade  x^=^2  Asymptote  an  zwei  Gurvenzweige,  die 
rechts  von  ihr  liegen. 

Ferner  wird  y  zugleich  mit  x  unendlich;  nun  ist  nach 
Vorschrift  der  Gleichungen  (7)  und  (8) 


lim 


.j_±ta/!.>;-±i 


und  sobald  x  den  Betrag  2  überschritten 


l/x--  2 


22* 
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daher 


und 


y  +  x  =  + 


-  +  -  + 
2  ^Sx^ 


X 


lim  {y  '\-x)  =  + 


2  ' 


hiernach  hat  die  Curve  die  zwei  weiteren  Asymptoten 

.    1 

y=     ^  +  -T 


die  Entwickelung  von  y^  x  zeigt  übrigens  auch,  dass  in 
Bezug  auf  die  erste  Asymptote  die  Curve  für  positive  x  über 
ihr,  für  negative  x  unter  ihr  gelegen  ist;  für  die  zweite 
Asymptote  entscheidet  die  Symmetrie. 

Es  sei  noch  bemerkt,    dass   die  beiden  Werte  von  y  zu- 
sammenfallen filr 

^  =  0     und    X  =\^ 
in  beiden  Fällen  wird  y  =  0;  für  x  =  0  nimmt 

dy , 2a;*  —  7a;  +  4 

dx 


Flg.  61. 


2(a;  —  2)y(a;— l)(a;— 2) 
die  beiden  Werte  + 


1/2 


an,   mit- 


hin geht  die  Curve  zweimal  durch 
den  Ursprung  und  bildet  hier  einen 
Knoten;  für  lim  x  =\  —  0  wird 
—^  unendlich,  im  Punkte  1/0  hat 
also  die  Curve  eine  zur  Ordinaten- 
axe  parallele  Tangente  (Fig.  51). 

4)  Für  das  Cartesische  Blatt 
haben  sich  126,  4)  die  parametri- 
schen Gleichungen 


Sau 


hau* 


ergeben,    der  unendlich   ferne   Punkt   entspricht    dem   Werte 
M  =  —  1;  nun  ist 

X  ^ 
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daher 


lim  ^  = 

X 


1; 


femer  hat  man  hiermit 

y  +  ^  =  3a  ,   ,     ,  = 


3au 


und 


+  u« 


lim  (y  +  a:)  =  (- —^ — =  |  =  —  a: 


die  Gnrve  hat  also  die  Gerade 
X  +  y  +  ^  =  0  zur  Asymptote, 
Fig.  52  (vgl.  Fig.  32). 

186.  Es  bleibt  nun  noch 
die  Bestimmung  zur  Ordinaten- 
aie  geneigter  Asymptoten  für  ^ 
den  FaU  zu  erledigen  ^  dass  die 
Curve  durch  eine  unentwickelte 
Gleichung  f{Xj  y)  gegeben  ist. 

Wir  setzen  eine  algebraische 
Curve   voraus  und  ordnen  ihre 
Gleichung  fallend  nach  homogenen  Gliedergruppen: 
(10)        9n(a:,  y)  -f  9P»-i  (a?,  y)  H f-  ip^{x,  y)  =  0, 

so  dass  n  der  Grad  der  Gleichung  ist.     Der  Definition  einer 
homogenen  Function  r-ten  Grades  zufolge  (66)  ist 
^r{tXyty)  =  ir^r{x,y):, 

nimmt  man  ^  =  — ,  so  folgt  hieraus 

wird  dies  auf  die  einzelnen  Glieder  von  (10)  angewendet,  so 
geht  die  Gleichung  über  in 

^•»""(l'  i)  +  ^-'Vn-X  (l,  -J)  +  •  •  •  +  90  -  0, 

und  nach  Division  durch  x*  und  indem  man 

X 

setzt,  verwandelt  sie  sich  in 

(11)  ^,(l,„)  +  i.,,,_,(l,u)  +  ...+i;9„  =  0. 
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Nach  (7)  bestimmen  die  Grenzwerte  von  u  filr  lim  a:  =  c» 
die  aus  dem  Ursprung  nach  den  unendlich  fernen  Punkten  der 
Curve  fahrenden  Richtungen;  bei  demselben  Grenzübergänge 
convergiren  aber  alle  Glieder  der  letzten  Gleichung  vom 
zweiten  angefangen  gegen  Null;  demnach  verbleibt  zur  Be- 
stimmung der  genannten  Richtungen  die  Gleichung 
(12)  9,,(1,«)  =  0. 

Um  also  die  BicMungseoefficienten  der  mr  Ordinatenaae 
geneigten  Asymptoten  der  Curve  (10)  m  erhalten,  ersetze  man  in 
der  Gliedergrt4j9pe  höchster  Dimension  x  dmch  1,  y  durch  u,  und 
löse  nach  Gleichsetzung  mit  NuU  in  Bezug  auf  u  auf. 

Ist  ei  =  a  eine  reelle  Lösung  von  (12)  und  existirt  eine 
Asymptote  dieser  Richtung,  so  hat  sie  eine  Gleichung  von 
der  Form 

y=ax  +  ß, 

in  welcher  ß   noch   unbestimmt  aber  endlich   ist;   um  seinen 
Wert  zu  finden,  setze  man  das  hieraus  resultirende 

X  '      X 

in  (11)  ein  und  entwickle  die  einzelnen  Glieder,   dies  fOhit, 
wenn  man  das  Argument  1  nicht  weiter  mitführt,  zu 


+  9'n-ä(a)-^  + 


0; 


beachtet  man  aber,  dass  tpn  (cc)  =  0  ist,  so  lässt  sich  dies  um- 
formen in 

,     ,  ([9»(a)/J+9>»-i(«)] 

(13)  1 

I      +  [q>';ia)ß^+2,p:-^(a)ß-{-2q>n-,  («)]  i^-j-  .  •  .  -.  0; 

für  lim  X  =  <x>  convergiren  die  Glieder  vom  zweiten  angefangen 
gegen  Null  und  die  Gleichung  an  der  Grenze 

Vn  (a)  ß  +  9>«~i  («)  =  0 
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liefert  für  ß  die  Bestimmung 

(14)  ß ^^^=^- 

Wäre  u  eine  zweifach  zählende  Wurzel  von  (12),  so  hätte 
man  g>n(a)  =  0]  wäre  gleichzeitig  9«_i(a)^0,  so  könnte 
der  Gleichung  (13)  an  der  Grenze  lim  x=^<x>  nur  durch  un- 
endliche Werte  von  ß  entsprochen  werden,  weil  die  Annahme 
eines  endlichen  Wertes  den  Widerspruch  9)«— i(a)  =  0  herbei- 
führen würde. 

Wenn  dagegen  nebst  q>^(a)  =  0  auch  9?«— i(a)  =  0  ist, 
dann  liefert  (13)  nach  Ausfall  des  ersten  Gliedes,  Multiplica- 
tion  mit  2x  und  ausgeführtem  Grenzübergänge  lim^  =  00  zur 
Bestimmung  von  ß  die  quadratische  Gleichung 

ip:(a)ß^  +  2(p:^i{a)ß  +  2(pn-i(a)  =  0. 

Beispiele.  1)  Legt  man  für  das  Cartesische  Blatt  (126,  4)) 
die  Gleichung 

x^  —  3axy  -f  y*  =  0 

zu  Grunde,  so  hat  man  zunächst  aus  der  Gliedergruppe  x^  +  V^ 
die  Gleichung 

1  +  w»  =  0 

zu  bilden,  welche  als  einzige  reelle  Wurzel  u  =  a  =  —  1  er- 
gibt. Da  nun  9?«(m)  =  1  +  w^,  (p'J^  (u)  =  3u\  (pn-i{u)  =  —  3au 
ist,  so  ergibt  sich  weiter 

^— (^L..— » 

und  somit  x  -{-  y  -}-  a  =  0  als  Gleichung  der  Asymptote 
(vgl.  186,  4» 

2)  Die  Curve  vierter  Ordnung 

x\x-yy-y'(x-y)  +  l=^0 
führt  bezüglich  ihrer  Asymptoten  zu  folgender  Rechnung.  Es  ist 

94W  =  (1  —  w)*,      9>3  W  =  —  w*(l  —  tt),      %(w)  =  0 
und  9)4  (w)  =  0  liefert  die  zweifache  Wurzel 

«=1; 

für  dieselbe  verschwindet  auch  93(^)9  ii^ithii^  ^^^  i^&ii  zur  Be- 
stimmung von  ß  die  Gleichung 

2/3«  +  2/J  =  0, 
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welche  die  beiden  reellen  Wurzeln  /}  =s  0,  ß  =  —  1  liefert; 
hiernach  sind 

y  =  x,         y  =  x—l 

die  Asymptoten  der  Curve. 

187.  Man  kann  die  Untersuchung  der  unendlich  fernen 
Punkte  einer  algebraischen  Curye  auf  die  Betrachtung  gewisser 
im  Endlichen]  liegender  Punkte  einer  andern  aus  ihr  abgelei- 
teten algebraischen  Curve  zurückfahren.  Der  Process,  welcher 
dies  vermittelt;  zeigt  zugleich ^  dass  die  Asymptote  einer  alge- 
braischen Curve  die  Grenze  ist,  welcher  sich  die  Ta/ngente  bei 
unaufhörlich  fortschreitender  Bewegung  des  Berührungspunktes 
auf  dem  unendlichen  Zweige  der  Curve  nähert^  oder  wie  man  es 
kurz  auszudrücken  pflegt,  dass  die  Aymptote  Tangente  im  un- 
endlich fernen  Punkte  der  Curve  ist. 

Es  sei  f(x,  y)  =  0  eine  algebraische  Curve  n-ter  Ordnung; 
auf  dieselbe  werde  die  projective  Transformation  (68,  II) 

(15)  ^1  =  1"'     yi  =  l 

angewendet;  dadurch  vnrd  jeder  Punkt  x/y  der  gegebenen  Curve 
in  einen  bestimmten  Punkt  x^/y^  übergeftihrt  und  der  Ort 
dieser  letzteren  Punkte  ist  wieder  eine  algebraische  Curve 
n-ter  Ordnung;  ihre  Gleichung  heisse  F(x^y  y^)  =  0.  Aus  der 
IJmkehrung  von  (15)  folgt 

und  daraus  erkennt  man,  dass  den  unendlich  fernen  Punkten 
der  Curve  f  solche  Punkte  der  transformirten  Curve  F  ent- 
sprechen, für  welche  x^  =  0,  d.  h.  den  unendlich  fernen  Punkten 
von  f  entsprechen  die  Schnittpunkte  von  F  mit  der  Ordinaienaace, 

Ein  solcher  Punkt  sei  Jf^,  Fig.  53, 
mit  den  Coordinaten  rci  =  0,  yj^  =  a;  die 
Tangente  M^  T^  besitze  den  Bichtungs- 
coefficienten  /).  Ist  M^  ein  beliebiger  Punkt 
von  Fy   sind  x^/y-^   seine   Coordinaten,   so 

ist  ß  der  Grenzwert  des  Quotienten  ^^  ~" 
für  lim  x^  s=  0,  daher  kann,  wenn  8  eine  mit  x^  gegen  Null 
convergirende  Grösse  bedeutet, 


Fig.  58. 
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oder 

gesetzt  werden.  Diese  Darstellung  der  Ordinate  von  F  liefert 
durch  Anwendung  der  Transformation  (15)  wieder  eine  Dar- 
stellung der  Ordinate  von  /J  nämlich 

J.  =  «  +  £  +  i. 

X  *       X      *       X 

oder 

y  =  ax  +  ß-{-d, 

aus  welcher,  weil  S  mit  gegen  Null  convergirendem  x^^,  also 
mit  unendlich  wachsendem  x  gegen  Null  convergirt,  die  Gerade 

unmittelbar  als  Asymptote  von  f  zu  entnehmen  ist  (186,  (6)). 
In  dieselbe  Gerade  geht  aber  die  Tangente  M^I^  über,  deren 
Gleichung 

F,  =  a  +  ßx^ 

lautet,  wenn  man  auf  sie  die  Transformation  (15)  anwendet. 
Demnach  ist  die  Asymptote  von  f  an  den  M^F  entsprechenden 
Curvenzweig  die  Transformirte  der  Tangente  von  F  in  M^, 
Bei  der  projectiven  Transformation  geht  aber  eine  Tangente 
als  Verbindungslinie  zweier  unendlich  nahen  Punkte  wieder  in 
die  Verbindungslinie  zweier  unendlich  nahen  Punkte  der  trans- 
formirten  Curve,  also  in  eine  Tangente  der  letzteren  über. 
Demnach  ist  die  Asymptote  als  Tangente  im  unendlich  fernen 
Punkte  oder  als  Grenze  der  Tangente  bei  bestandig  fortrücken- 
dem Berührungspunkte  aufzufassen. 

Zur   Erläuterung  möge    dieser  Vorgang    auf    das   Carte- 
sische  Blatt 

a?  —  ^axy  +  y*  =  0 

angewendet  werden;  durch  die  Transformation  (16)  wird  das- 
selbe in  die  neue  Curve  dritter  Ordnung 

l-3aÄ:,y,+y,»=0 
verwandelt,  welche  mit  der  Ordinatenaxe  den  einzigen  reellen 
Punkt  0/ —  1  gemein  hat.    Allgemein  ist  für  diese  Curve 
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im  Punkte  0/ —  1  hat  dies  den  Wert  —  a;  es  ist  also 

Fl  =  —  ax^  —  1 
die  Gleichung  der  Tangente  in  diesem  Punkte;   dieselbe  wird 
durch  (15)  übergeführt  in  die  Gerade 

Y+x  +  a  =  0, 
welche  schon  nach  zwei  andern  Methoden  als  Ajsymptote  des 
Cartesischen  Blattes  erwiesen  worden  ist  (135,  4)  und  136,  1)). 
188.  Um  bezüglich  einer  beliebigen  Curve,  welche  eine 
Asymptote  besitzt,  die  Frage  zu  entscheiden,  ob  bei  ihr  auch 
von  einer  Grenze  der  Tangente  oder  von  einer  Tangente  im 
unendlich  fernen  Punkte  gesprochen  werden  könne,  hat  man 
zu  untersuchen,  ob  die  Bestimmungsstücke  der  Tangente 

d.  i.  ihr  Richtungscoefficient  -^  und  ihr  Abschnitt  auf  der  Or- 

dinatenaxe  y  —  x  ^  für  lima:  =00   einer  bestinunten  Grenze 
sich  nähern;   ist  dies  der  Fall,  so  ist  durch  diese  Grenzwerte 
die  Grenzlage  der  Tangente  festgestellt. 
Was  zunächst 

lim  f^ 

ax 

«=300         ^ 

anlangt,  so  fällt  dieser  Grenzwert,  wenn  ein  solcher  vorhanden 
ist,  mit 

lim   ^ 

X 

zusanmien;  denn  —  ist  ein  Bruch,  der  für  lima:  =  oo  die  un- 

'  X  ' 

bestimmte  Form  —   annimmt.      Die    Richtung    der  Tangente 
nähert  sich  also  der  Richtung  der  Asymptote. 

Ob  aber  y  —  x  -^    für    lim  ä?  =  cx)    einer    Grenze    sich 

nähert,  das  hängt  von  der  Art  und  Weise  ab,  wie  ^  mit  wach- 
sendem X  seiner  Grenze  zustrebt. 

Wendet  man  auf  die  Curve  dieselbe  projective  Transfor- 
mation (16)  an,  die  im  vorigen  Artikel  imter  Voraussetzung 
einer  algebraischen  Curve  gebraucht  worden  ist,  und  besitzt 
die  transformirte  Curve  im  Punkte  Jf^,  Fig.  53,  eine  Tangente, 
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SO  geht  aus  dieser  Tangente  durch  die  inyerse  Transformation 
(15)  eine  Gerade  hervor,  welche  sowohl  Asymptote  wie  auch 
Grenze  der  Tangente  der  ursprünglichen  Curve  ist.  Hat  da- 
gegen die  transformirte  Curve  im  Punkte  Jf^  keine  Tangente^ 
so  kann  die  gegebene  Curve  wohl  eine  Asymptote  aufweisen, 
die  aber  nicht  auch  Grenzlage  der  Tangente  ist. 

Ein  Beispiel   der  letzteren  Art  bietet   die   transcendente 


Curve 


y  =  a  +  6a;  + 


dar,  von  welcher  185,  1)  bereits  gezeigt  worden  ist,    dass  sie 
die  Gerade  T=a  +  bx 

zur  Asymptote  hat.     Aber  eine  Tangente  in  ihrem  unendlich 
fernen  Pimkte  besitzt  diese  Curve  nicht.  Die  transformirte  Curve 


y^  s=s  ax^  +  ^  +  ^^1*  sin 


«i 


hat  nämlich  mit  der  Ordinatenaxe  den  Punkt  0/6  gemein,  aber 
eine  Tangente  existirt  in  diesem  Punkte  nicht;  denn 


a  +  2cx.  sm c  cos  ■— 


0  nicht  definirt,  weil  an  dieser  Stelle  cos  —nicht 

^1 


ist  für  a?i  = 
definirt  ist. 

Auch  auf  directem  Wege  erkennt  man,  dass  eine  Gh*enzlage 
der  Tangente  nicht  vorhanden  ist;  denn 

dy ^  _i    ccoBx       csino; 

di~^'^~i  S^ 


convei^rt  zwar  för  lim  o;  =  cx)  gegen  die  bestimmte  Grenze  6, 
aber 

Fig.  64. 

y 


dy 
^  dx 


.    2c8ina; 
=  a  H c  cosrc 

X 

hat  für  lim  x  =^<x>  keinen 
Grenzwert,  weil  cosa;  völ- 
lig unbestimmt  bleibt. 

Das  Bild  der  Curve, 
Fig.  54,  erklart  diese  Thatsache;  dieselbe  schlingt  sich  wellen- 
förmig um  die  Gerade  F=  a-f-  6ic;  die  Wellenzüge  von  gleich- 
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bleibender  Länge  werden  mit  wachsendem  x  immer  flacher;  die 

BicMang   der   Tangente   nähert   sich    immer  mehr   jener   der 

Geraden  T ^=^  a  '\''bXf   aber  ihr  Abschnitt  auf  der  Ordinaten- 

axe  ist  beständigen  Schwankungen  zwischen  endlichen  Grenzen 

(a  —  c,  a  +  c)  unterworfen.   Die  transformirte  Curve  zeigt  in 

der  Umgebung  von  M^  ebenfalls  eine  wellenförmige  Gestaltung, 

nur  werden  die  Wellenzüge  gegen  Jf^  hin  immer  dichter  und 

y,    gg  immer  flacher,  wie  dies  die  Fig.  55  nur  an- 

Y  deutungsweise     zur    Anschauung    bringen 

^^^pj\y        kann. 

S^^'^^^i  189.    Um  fOr  eine  auf  ein  Polarcoordi- 

x^ jr X   natensystem  bezogene  Curve 

(17)  r  =  /-(y) 

die  Asymptoten  zu  bestimmen,  beachte  man  zimächst,  dass  fOr 
einen  imendlich  fernen  Punkt  r  unendlich  wird;  man  hat  also 
jene  Werte  von  tp  zu  bestimmen,  für  welche  lim  r  =  oo  sich 
ergibt,  und  die  diesen  Werten  entsprechenden  Strahlen  weisen 
nach  den  unendlich  fernen  Punkten  hin. 

Sei  (p  =  a  ein  solcher  Wert  und  OU, 
Fig.  56,  der  zugehörige  Strahl;  entspricht 
demselben  eine  Asymptote  AB,  so  handelt 
es  sich  noch  um  ihre  Entfernung  von  OU. 
Um  diese  zu  bestimmen,  fälle  man  MP 
__y  senkrecht  zu  OU]  aus  dem  rechtwinkligen 
Dreieck  OMP  folgt  dann 

MP  =  r  sin  (a  —  9), 
imd  convergirt  dieser  Ausdruck  für  lim  9?  =  a  gegen  eine  be- 
stinunte  Grenze  c,  so  stellt  diese  die  Entfernung  der  Asymp- 
tote von  0  U  dar,  so  dass 

(18)  c  =  lim  r  sin  (a  —  (p). 

In  dem  Falle,  wo  OX  selbst  die  Richtung  nach  dem  unend- 
lich fernen  Punkte  bezeichnet,  ist 

(19)  c  =  limrsin9?. 

9=s0 

Aus  dem  Vorzeichen  von  c  schliesst  man,  auf  welcher 
Seite  von  0J7  die  Asymptote  gelegen  ist;  ist  beispielsweise 
lim   r  =  -f"  ^50    ^^d    fällt  c  positiv   aus,   so    war    und   blieb 
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schliesslich  a  >  9,  die  Asymptote  liegt  rechts  von  OU  wie  in 
der  Figur;  bei  negativem  c  und  sonst  gleichen  Umstanden 
wäre  sie  links  aufzutragen. 

Beispiele.    1)  Bei  der  hyperboli- 
schen Spirale  (181,  2)) 

r  =  -^  (a>0)         '" 

wird  limr  =  +^'o  ^  lim9  =  -f-0;  ^^'' 

und  da 

,.  ,.     sinqp 

um  r  sm  90  =  a  lim  — -  =  a 

ist,  so  besitzt  die  Gurre  eine  zur'Polaraxe  parallele  Asymptote 
im  Abstände  a,  Fig.  57. 

2)  Die  Curve,  deren  Gleichung  lautet 

r-^V  («>0) 

hat  einen  unendlich  fernen  Punkt  in  der  durch  tp  =  1 
(57-29577®  . . .)  bestinmiten  Richtung;  und  da 

lim  r  sin  (1  —  9)  =  —  «  limy  ""^^^T      =  —  ^ 

ist,  so  hat  sie  eine  links  von  dem  Strahle  0  CT  im  Abstände  a 
gelegene  Asymptote.  Um  die  Anordnung  der  unendlichen 
Zweige  gegen  die  Asymptote  zu  erkennen,  setzen  wir,  unter  6 
eine  sehr  kleine  positive  Gh'össe  uns  vorstellend,  einmal 
9  =  1  —  8y  ein  zweitesmal  9?  =  1  -f-  tf  und  finden  im  ersten  Falle 

r  sm  (1  —  9)  =    ^__^  ^  sm  *  =  —  a(l  —  o)  -y-; 

also  I  r  sin  (1  —  9)  I  <  a,  weil  1  —  *  <  1  und  -j-  <  1  ist;  der 

betreffende  Zweig  OC,  Fig.  58,  liegt  rechts  von  der  Asymp- 
tote AD\  im  zweiten  Falle  ist 

rsin(l-9)=  ?^ö+iO  3in(_  ,)  _  _  «(1  +  5)  ?ina 

=  -a(l  +  *)(l -!-•+••) a(l+Ä~f..), 

also    |r  sin(l  —  ?>)  |  >  a;    der    betreffende   Zweig    BE   liegt 
denmach  links  von  AB, 


Digitized  by 


Google 


360 


Erster  Theil.    Differential 'Bechnnng. 


Plg.  58. 


Für  positive,  1  übersteigende  9  ist  r  >  a  und  convergirt 
mit  wachsendem  (p  gegen  a  als  Grenzwert ;  für  negative  9  ist 

r<Ca  und  convergirt  mit  wachsen- 
dem Betrage  von  9  ebenüsdls  gegen 
die  Grenze  a;  infolge  dessen  be- 
schreibt der  Zweig  DE  unzahlig 
viele  dem  Kreise  vom  Halbmesser 
a  von  aussen  bestandig  sich  nähernde 
Windungen,  und  der  Zweig  OjP  eben- 
solche Windungen  von  innen;  der 
genannte  Kreis  spielt  also  die  Rolle 
einer  krummlinigen  Asymptote. 

§  3.  C^taltnng  einer  Ourve  in  der  Umgebung  eines  Punktes. 

140.  Eine  Curve  MCy  Fig.  59,  sei  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  bezogen  und  durch  ihre  Gleichung  ys=zf(x) 
gegeben.  Auf  derselben  werde  ein  Punkt  M^  mit  den  Coor- 
dinaten  ^o/^o  ^^^  Auge  gefasst  und  in  demselben  die  Tangente 
MqTq  construirt,  deren  Richtungscoefficient  mit  tfQ  bezeichnet 
werden  möge.  Die  zu  einer  Abscisse  x^=^  OP  gehörige  Ordi- 
nate der  Curve  heisse  y,  die  zu  derselben 
Abscisse  gehörige  Ordinate  der  Tangente 
F;  die  Differenz 
(1)  S^y-T 

ist  eine  Fimction  von  x^  bezüglich  deren 
vorläufig  bemerkt  werden  kann,   dass  sie 


Fig.  59. 
00 


~-^   fOr  X  =  Xq   verschwindet.     Der  Variabein 

X  weisen  wir  zunächst  ein  Intervall  (Xq  —  Ä, 

Xq-^-K)  zu,  innerhalb  dessen  S  an  keiner  andern  Stelle  ausser 

Xq  Null  wird,  so  dass  die  Tangente  ausser  M^  keinen  andern 

Punkt  mit  der  Curve  gemein  hat. 

Für  F  ergibt  sich  aus  der  Tangentengleichung 

y—yo  =  yo(^  —  ^o) 

die  Bestimmung 

^=yo  +  yo'(^  — ^0) 

und  hiermit  nimmt  S  den  Ausdruck 

*  =  y  —  yo  —  VoX^  —  ^0) 
an. 
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Der  DiflFerentialquotient  von  d  in  Bezug  auf  x,  d.  i. 

(2)  *'=y'-yo', 

verschwindet  gleichfalls  an  der  Stelle  x=^  Xq\  die  höheren 
Differentialquotienten  von  S  stimmen  mit  den  entsprechenden 
Differentialquotienten  von  y  überein,  indem 

Angenonmien,  d"=  y"  besitze  an  der  Stelle  x  =  Xq  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  y^";  ist  dieser  positiv,  so  sind 
die  Kriterien  für  ein  Minimum  von  8  an  der  Stelle  x  =  Xq 
erfüllt;  da  aber  d  an  dieser  Stelle  den  Wert  Null  hat,  so 
lässt  sich  eine  Umgebung  von  Xq  feststellen,  innerhalb  welcher 
S,  die  Stelle  Xo  selbst  ausgenommen,  beständig  positiv  ist. 
Vermöge  der  Definition  von  d  heisst  dies,  es  sei  in  dieser 
Umgebung  y  >  F,  die  Punkte  der  Curve  lägen  also  über  der 
Tangente,  d.  h.  auf  derselben  Seite  der  Tangente,  auf  welcher 
eine  aus  M^  gezogene  Parallele  Mq(Y)  zur  positiven  Ordi- 
natenaxe  gelegen  ist.  Man  sagt  dann,  die  Gurve  sei  in  der 
Umgebung  des  Punktes  Mq  oder  kurz  im  Punkte  Mq  concav 
nach  oben  (convex  nach  unten). 

Ist  y^  negativ,  so  sind  bezüglich  8  an  der  Stelle  x^=x^ 
die  Kriterien  des  Maximums  erfüllt;  und  weil  8  an  dieser 
Stelle  selbst  Null  ist,  so  ist  es  in  einer  angebbaren  Umgebung 
negativ,  infolge  dessen  y  <  F;  die  Punkte  der  Curve  liegen 
dann  in  dieser  Umgebung  unter  der  Tangente  oder  auf  ent- 
gegengesetzter Seite  in  Bezug  auf  Mq{Y)'^  man  sagt,  die  Gurve 
sei  in  der  Umgebung  von  Mq  oder  in  Mq  selbst  concav  nach 
unien  (convex  nach  oben). 

Nun  aber  sei  yo''=  0;  dagegen  y^'"  von  Null  verschieden. 
Dann  hat  8  an  der  Stelle  Xq  keinen  extremen  Wert  (114),  und 
da  es  an  dieser  Stelle  verschwindet,  so  hat  es  innerhalb  einer 
gewissen  Umgebung  zu  beiden  Seiten  von  Mq  entgegengesetzte 
Zeichen.  Demnach  ist  auf  der  einen  Seite  y  >  F,  auf  der 
andern  y  <.  Y^  die  Gurve  also  einerseits  über,  andererseits 
unter  der  Tangente.  Einen  solchen  Punkt,  bei  dessen  Über- 
schreitung die  Bichtimg  der  Goncavität  sich  ändert,  nennt  man 
einen   Wende-  oder  Inflexionspunkty   die   zugehörige  Tangente 
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eine  Wefnde-  oder  Inflexionstangente  der  Ourve.     Eine   solche 

Tangente  berührt  und  schneidet  die  Ourve  zugleich.   Geometrisch 

^    ^  ist   sie   dadurch   gekennzeichnet^    dass   sie 

mit  der  Gurre  in  Mq  drei  vereinigt  liegende 

Punkte  gemein  hat;   der  Sinn  dieser  Aus- 

^^  drucksweise   gründet  sich  auf  die  Aufhs- 

y"^  simg  der  Tangente   als   Grenze   einer  um 

_1 ^    Jfo  gedrehten  Secante  M"M^M',  Fig.  60, 

wenn  bei  der  Drehung  die  Punkte  M\  M" 
unaufhörlich  dem  Punkte  M^  sich  nähern  (22,  2)). 

Die  Beziehungen  yQ"=0,  y^^^O  bedingen  aber  einen 
extremen  Wert  von  d'=  y  —  y^',  dso  auch  von  ^,  weil  y^ 
constant  ist;  ist  daher  y^"<^y  so  ist  y^  ein  Maximum,  und 
ist  yo'''>  0;  ^^  bedeutet  y^  ein  Minimum.  Im  Wendepunkte 
hat  also  der  Richtungscoefficient,  somit  auch  der  Neigungs- 
winkel der  Tangente  gegen  die  positive  X-Axe,  einen  extremen 
Wert. 

Um  alle  Fälle,  die  möglich  sind,  zu  erschöpfen,  nehmen 
wir  nun  an,  dass  an  der  Stelle  x^  alle  Differentialquotienten 
von  *  bis  zum  (p  —  l)-ten  einschliesslich  verschwinden;  von 
dem  Vorzeichen  des  nächsten  Differentialquotienten,  von  y^'>, 
hängt  nun  das  Verhalten  der  Gurve  in  der  Umgebung  von  M^ 
ab  wie  folgt  (115): 

Ist  |)  gerad  imd  \f^^  >  0,  so  ist  8  an  der  Stelle  x  ^=Xq 
ein  Minimum,  in  einer  angebbaren  Umgebung  von  M^  also 
y  >  F,  die  Gurve  concav  nach  oben. 

Ist  p  gerad  und  j/^')  <  0,  so  ist  an  der  Stelle  x^^Xq  ein 
Maximum,  in  einer  angebbaren  Umgebung  von  M^  also  y<Y, 
die  Gurve  concav  nach  unten. 

Ist  p  ungerad,  so  hat  d  an  der  Stelle  x^  keinen  extremen 
Wert  und  ist  der  Punkt  Mq  ein  Wendepunkt. 

In  diesen  Sätzen  sind  die  oben  entwickelten  Specialfälle 
j>  =  2  und  p  =  3  mit  inbegriffen. 

Soll  also  eine  Gurve  y  =  f{x)  auf  etwa  vorhandene  Wende- 
punkte geprüft  werden,  so  bilde  man  den  zweiten  Differential- 
quotienten f"(x)  und  löse  die  Gleichung 
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auf;  sind  Wendepunkte  vorhanden,  so  befinden  sich  ihre  Ab- 
scissen  unter  den  Wurzeln  dieser  Gleichung;  die  weitere  Ent- 
scheidung hat  auf  Orund  der  obigen  Sätze  zu  erfolgen. 

Weil  ein  Wendepunkt  dadurch  charakterisirt  ist,  dass  fOr 
ihn  \f  einen  extremen  Wert  annimmt,  so  sind  auch  solche 
Stellen  x  in  die  Betrachtung  einzubeziehen,  an  welchen  %f' 
unendlich  wird;  ändert  ^'  bei  Überschreitung  einer  solchen 
Stelle  sein  Vorzeichen,  so  ist  an  derselben  y  ein  Extrem 
und  hat  die  Curve  einen  Wendepunkt  (117,  2)). 

Wenn  die  Curve  durch  die  Gleichung 

gegeben  ist,  so  hat  man  mittels  der  Gleichungen  (56) 

y'  zu  bestimmen  und  erhält  daftlr  den  Ausdruck 

die  Coordinaten  etwa  vorhandener  Wendepunkte  sind  dann 
unter  den  Wurzeln  des  Gleichungenpaares 

fix,  y)  =  0,     /•;.(/•;)«  -  2/-,i/-;/;  +  /•;(/;)>  =  o 

ZU  suchen. 

Beispiele,     1)  Die  durch  die  Gleichung 
y  =  smx 

dargestellte  transcendente  Curve  heisst  Sinuslinie,  Vermöge 
der  Periodicität  des  Sinus  genügt  es,  ihren  Verlauf  in  dem 
Intervalle  (0,  2ä)  festzustellen.     Aus  dem  Vorzeichen  von 

y"=  —  sino;, 

das  negativ  ist  in  (0,  ;r),  positiv  in  (jr,  2ä),  folgt,  dass  im 
ersten  Abschnitte  die  Curve  concav  nach  unten,  im  zweiten 
Abschnitte  concav  nach  oben  ist;  an  den  Stellen  Oj  %^  2% 
findet  ein  Wechsel  im  Vorzeichen  von  y'  statt,  die  betreffen- 
den Punkte  0/0,  sr/O,  23r/0  sind  Wendepunkte  und  die  Rich- 
tungscoefficienten  der  Tangente  dortselbst  sind  1,  — 1,  1 
(Fig.  61). 

Csaber,  Vorleaangen.   I.  23 
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2)  Die  in  IM,  2)  behandelten  Gurren 

Fig.  61. 


y  —  rc»  -  1 

X^  -j-  X 

weisen  je  einen  (reellen)  Wendepunkt  auf;   es  ist  nämlich  für 
dieselben  der  Reihe  nach 


{X*  -  ly 

2x{x*  +  1) 


y  = 


X*  —  Sx* 

{x'  -  1)» 

2a;(aj*  +  3) 


X*  —  4a;'  —  1 

(ä»  —  1)» 

,,_^x{pc*+  2) 


y  ~    (a;«  -  1)« 


^  (X*  —  1)»  ^  (ä*  —  1)« 

und  bei  allen  verschwindet  ^'  im  reellen  Gebiete  nur  f£Lr  den 
Wert  a?  =  0  und  wechselt  an  dieser  Stelle  sein  Vorzeichen; 
hiemach  ist  der  Ursprung  für  alle  drei  Curven  ein  Wende- 
punkt und  hat  die  Wendetangente  den  Richtungscoefficienten 
—  1,  0,  — 1  beziehungsweise  (vgl.  Fig.  47,  49,  50). 
3)  Für  die  transcendente  Curve 


=  he    W  , 


deren  Ordinaten  bei  positivem  h  durchwegs  positiv   und  mit 
wachsendem  Betrage  von  x  gegen  Null  convergirend  sind,  ist 


2&X 


e-er 


y"  verschwindet  und   ändert  sein  Vorzeichen  an  den  Stellen 


+ 


1/2' 


an   welchen  die  Ordinate 


=  her \   und  y'  die  Werte  +  ^c-i 

hat;    die   so  bestimmten  Punkte   sind 
^  Wendepunkte  der  Curve,  Fig.  62. 
4)  t)ie  Lemniscate 
(x^  +  y^^-a\a^-y')  =  0 
hat  nach  127,  2)  die  parametrische  Darstellung 
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mit  Hilfe  derselben  ist 

^  **  u(u»  —  3) 
gefunden  worden;   dififerentürt  man  nochmals  in  Bezug  auf  Uy 
so  ergibt  sich 

und  daraus 


ZU  je  zwei  Punkten,  welche  der  Gleichung  y  =  ux  entsprechen, 
also  in  einer  durch  0  gehenden  Geraden  liegen,  gehören  dem- 
nach entgegengesetzt  bezeichnete  Werte  von  i/\  und  da  für 
« =  +  1  l/'  verschwindet,  so  sind  die  beiden  Punkte  der 
Curve,  welche  in  0,  Fig.  34,  vereinigt  liegen,  Wendepunkte; 
einen  Gurvenpunkt  von  dieser  Beschaffenheit  nennt  man  einen 
Inflexionshnoten, 

5)  Für  die  durch  die  Gleichung  * 

dargestellte  Curve  verschwindet 

für  x^=  a\  indessen  ist  der  Punkt  a/0  kein  Wendepunkt,  weil 
dort  auch  y"  verschwindet,  während  y^^  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Wert  hat. 

6)  Bei  der  Curve  (y  —  cx)^  =  6»  (l  —  |-)^  oder 

y  =  c^  +  6(l--5-)* 

ist 

.,      106/.         x\-i  106 


9a» 


VW 


Dieser  Ausdruck  wird  an  der  Stelle  a:  =  a,   welcher   die  end- 
liche Ordinate  ca  entspricht,  unendlich  und  ändert  bei  Über- 

23* 
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schreitung   der   Stelle   sein   Vorzeichen;    daher   ist   a/ca   ein 

Wendepunkt  der  Curve. 

14L    Auf  einer  Curve  JfC,  Fig.  63,  die  auf  ein   Polar- 

coordinatensystem   bezogen  ist,  werde   ein  Punkt  M^  mit  den 

Goordinaten   r^,  9^   angenommen   und   in    demselben    an    die 

Curve  die  Tangente  Mq  Tq  construirt,  welche  mit  der  Verlänge- 
rung MqLq  des  Leitstrahk  den  Winkel  9^ 
einschliessen  möge;  «^  sei  der  Winkel, 
welchen  das  Loth  OP  =  p  vom  Pol  zur 
Tangente  mit  der  Polaraxe  bestinmit.  Zu 
einer  beliebigen  Amplitude  q)  gehöre  in 
Bezug  auf  die  Curve  der  Badiusvector  r, 
in  Bezug  auf  die  Tangente  M^T^  der  Ra- 
diusvector  i?;  dadurch  sind  zwei  Punkte, 
M  und  Q^  mit  den  Coordinaten  r/9?,  R/(p 
festgelegt.     Wir    befassen    uns    nun    mit 

der  Differenz  r  —  R  oder,  was  hier  zweckmässiger  erscheint, 

mit  der  Differenz 

welche  als  Function  von  (p  zunächst  die  Eigenschaft  hat,  an 
der  Stelle  (p  =  (pQ  zu  verschwinden.   Die  Variable  q)  beschränken 
wir  zunächst  auf  ein  so  enges  Intervall  (9  —  h,  9  -f-  ^);   ^^^ 
d  innerhalb  desselben  an  keiner  anderen  Stelle  verschwindet. 
Aus  dem  rechtwinkligen  Dreieck  OPMq  folgt 

(4)  P  =  ro  cos(9o  —  «o) 

und  mit  Hilfe  dieses  Wertes  aus  dem  Dreieck  OPQ 

(5)  2?  =  —-.^ ., 

^   ^  C0B(qp  —  a^) 

80  dass  weiter 

g^  1        coB(y  — g^)^ 
r  p  ' 

daraus  ergibt  sich  durch  Differentiation  in  Bezug  auf  q) 

gf^^  r^    ,    Bin  (y  —  a^) 

r*  "■"  p  ' 

und  auch  der  Differentialquotient  d'  verschwindet  fQr  9?  =«=9?^; 

r '  1 

denn  sein   erster  Theil   nimmt   den   Wert ^  = r— ^ 

(130,  (31))  an,  und  der  zweite  Theil  wegen  (4)  den  Wert 
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8in(yo  -r-  gp)  ^  tg(yp  ~  of^)  ^  cotgep  ^        1 

Wenn  daher  der  zweite  Di£Eerentialquotient 
j,,r r*/'—  2rr''    ,    cos  (y  —  g^) 

einen  von  Null  rerschiedenen  Wert  besitzt  ^  so  hat  d  an  der 
Stelle  fp  =  fpQ  einen  extremen  Wert;  es  ist  aber 


C08(qp  — 

«o).. 

1 

P 

r  ' 

r_  r^  + 

2r'*- 

-rr" 

daher 

Ist  also  r^  >  0  und 

so  ist  8  an  der  Stelle  9  =  900  ein  Minimum^  und  weil  es  dort 
den  Wert  Null  hat,  so  lässt  sich  eine  Umgebung  von  tp^  fest- 
stellen, innerhalb  deren  d  >  0,  also  ■—  >  »■  oder 

so  dass  die  Punkte  Jf  der  Gurve  näher  liegen  dem  Pole  als 
die  correspondirenden  Punkte  Q  der  Tangente;  man  bezeichnet 
dann  die  Curve  im  Punkte  M^  als  concav  gegen  den  Pol. 
Ist  dagegen  r^  >  0  und 

V+2ro'»-ror„"<0, 

80  ist  8  ein  Maximum  für  9?  =  9?^,  und  weil  es  hier  den  Wert 
Null  hat,  so  ist  es  in  einer  entsprechend  festgestellten  Um- 
gebung negativ,  daher  —  <  »■   oder 

so  dass  die  Curve  in  dieser  Umgebung  vom  Pole  weiter  ent- 
fernt ist  als  ihre  Tangente;  man  bezeichnet  sie  dann  in  M^ 
als  convex  gegen  den  Pol. 

Umgekehrt  verhält  es  sich,  wenn  r^  <  0. 

Es  bleibt  noch  der  Fall 

übrig;  tritt  dieser  ein  und  wechselt  r*  +  2r  *  —  rr"  bei  dem 
Durchgange  durch  q>f^  sein  Vorzeichen,  so  ist  der  Punkt  M^ 


Digitized  by 


Google 


358  Erster  Theil.    Differential -Bedmung. 

ein    Wevideijgu'ifM,     Zur  Bestimmung   der   Wendepunkte   einer 
gegebenen  Gurve  hat  man  also  vor  allem  die  Gleichung 

(6)  r*  +  2/«— rr"=0 

in  Bezug  auf  9  au&ulösen  und  dann  das  Vorzeichen  der  linken 
Seite  in  der  Umgebung  der  Wurzeln  zu  prüfen. 
Beispiele.    1)  Die  hyperbolische  Spirale 

a 

gibt  fftr  r*  +  2/*  —  rr'  den  Wert  -j,  der  bestandig  positiv 

ist;    die    Gurve  ist  in   ihrem   ganzen  Verlaufe   concav   gegen 
den  Pol. 

2)  Bei  der  in  139,  2)  betrachteten  Gurve 

aqp 


v-i 
ist 

r^  +  2r"  -  r/'=  a«  (jP.ZZ_y  ~  f  -  «) . 
'  (9  —  1)* 

Das  Vorzeichen  dieses  Ausdrucks  hängt  lediglich  vom  Zähler 
ab,  und  dieser  ist  zunächst  positiv  flir  alle  negativen  Werte 
von  q),  daher  der  Gurventheil  OF,  Fig.  58,  gegen  den  Pol 
beständig  concav.  Für  positive  Werte  wechselt  der  Zähler 
sein  Vorzeichen  an  der  Stelle  9  »=  1  und  femer  an  der  ein- 
zigen reellen  Stelle 

<Po  =  1-695    ••  (97ni), 

an  welcher  9*  —  9*  —  2  verschwindet;  und  zwar  ist  er  in 
dem  Intervalle  (0,  1  —  0)  positiv,  der  zugehörige  Gurventheil 
OC  gegen  den  Pol  concav;  in  dem  Intervalle  (1  -(-  0,  tpo) 
negativ,  der  zugehörige  Gurventheil  DJ  gegen  den  Pol  convex; 
von  q)Q  an  bleibt  der  2iähler  positiv,  der  Gurventheil  JJE  gegen 
den  Pol  concav.  J  selbst  ist  also  ein  Wendepunkt  der  Gurve. 
3)  Es  ist  festzustellen,  unter  welcher  Voraussetzung  die 
parabolische  Spirale  (vgl.  129,  1)) 

r  =  aq)^ 
Wendepunkte  besitzt. 

In  diesem  Falle  ist 

r»  +  2r  «  —  rr''  =  aV*"""*(9*  +  n«  +  ») ; 
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dies  erfährt  zunächst  einen  Zeichenwechsel  bei  dem  Durch- 
gänge durch  Null,  wenn  2w  —  2  eine  ungerade  ganze  Zahl 
oder  einen  Bruch  mit  ungeradem  Zähler  und  Nenner  bedeutet; 
in  beiden  Fallen  ist  aber  n  ein  Bruch  mit  geradem  Nenner 
und  ungeradem  Zähler,  r  daher  nur  fiir  positive  Werte  von  9 
reell.     Der  Pol  ist  also  in  keinem  Falle  ein  Wendepunkt. 

Bleibt  also  nur  die  Möglichkeit  eines  Zeichenwechsels  in 
^?  -^  V?  -\-  n  übrig,  und  ein  solcher  tritt  an  den  Stellen 
<P  =  +  y —  n  —  v?  ein,  wenn  n  negativ  und  dem  Betrage 
nach  kleiner  als  1  ist;  hiemach  hat  z.  B.  die  Curve  y  =  -^ 

einen  Wendepunkt  an  der  Stelle  ^  =  ---  (zu  der  Stelle  9  =  —  ~ 
gehört  ein  imaginärer  Radiusvector),  die  Curve  r  ==  -j—  deren 
zwei  an  den  Stellen  m  =  +  i^- . 

§  4.    Verlialten  sweier  Onrven  in  der  Umgebung  eines 
gemeinsamen  Punktes. 

142.  Zwei  Curven  C  und  C",  Fig.  64,  auf  ein  und  das- 
selbe Coordinatensystem  bezogen,  seien  durch  die  Gleichungen 

(C)  y  =  /•(«:) 

(C)  »  =  <ip(^) 

gegeben;  beiden  Curven  sei  der  Punkt  M^  mit  den  Coordi- 
naten  xjy^  gemeinschaftlich,  so  dass 


Die  nachfolgende  Betrachtung  erstreckt  sich  auf  ein  solches 
Gebiet  der  Yariabeln  x^  innerhalb  dessen  es  ausser  x^  keine 
Stelle  mehr  gibt,  an  welcher  die  Ordinaten  beider  Curven 
einander  gleich  sind.  Von  den  Functionen  f{x)y  ip(x)  wird 
vorausgesetzt,  dass  sie  auf  dem  betrachteten  Gebiete  endliche 
Differentialquotienten  aller  Ordnungen  besitzen,  die  in  Betracht 
kommen  werden,  und  daher  nach  der  Taylor 'sehen  Formel 
entwickelbar  sind. 

um   das   Verhalten   der   Curven    in   der  Umgebung   des 
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Punktes  Mq  zu  untersuchen,  betrachten  wir  den  Abschnitt 
MN\  welchen  die  Curven  auf  einer  Secante  von  bestimmter 
Richtung  bilden,  und  vergleichen  ihn  mit  dem  Abstände  M^8 
dieser  Secante  von  dem  Punkte  M^^  beide  Grössen,  MN"  und 
MqSj  convergiren  gleichzeitig  gegen  die  Grenze  Null  oder 
werden  gleichzeitig  unendlich  klein,  wenn 
der  Punkt  M  auf  der  Curve  C  unauf- 
hörlich dem  Punkte  M^  sich  nähert;  die 
Ordnung,  in  welcher  MN'  unendlich 
klein  wird  im  Vergleiche  zu  -Mo/S,  das 
als  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ord- 
nung gelten  soll,  ist  maassgebend  fQr  die 
gegenseitige  Anordnung  der  Curven  in 
der  Nähe  von  M^. 
Diese  Eleinheitsordnung  ist  unter  einer  gewissen  Voraus- 
setzung unabhängig  von  der  Richtung  der  Secante;  führt  man 
nämlich  durch  M  eine  andere  Secante,  auf  welcher  die  Strecke 

MM'  abgeschnitten  werden  möge,  so  ist  das  Verhältnis  -^t^ 

gleich  dem  Sinusverhältnis  der  Winkel  MN'M\  MM'Ifr^ 
wenn  aber  der  Punkt  M  gegen  M^  convergirt,  so  nähert  sich 
die  Verbindungsgerade  der  Punkte  M'y  N'  der  Tangente  an 
die  Curve  C  in  M^j  und  wenn  daher  keine  der  beiden 
Secantenrichtungen  dieser  Tangente  parallel  ist,  so  nähern  sich 
jene  Winkel  und  somit  auch  das  Verhältnis  ihrer  Sinusse 
endlichen  Grenzen  und  sind  daher  MM\  MN'  Grössen  gleicher 
Ordnung  (16). 

Man  kann  also  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Tan- 
genten an  die  beiden  Curven  in  Mq  eine  von  der  Ordinaten- 
axe  verschiedene  Richtung  haben*),  die  Secante  der  Ordinaten- 
axe  parallel  annehmen;  alsdann  ist 


der  Unterschied  der  zur  Abscisse 

*)  Diese  Yoraussetzung  ist  schon  in  der  oben  gemachten  Annahme 
enthalten,  dass  /"(«),  (pijc)  in  der  betrachteten  Umgebung  von  M^  end- 
liche DifferentiaJquotienten  besitzen. 
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gehörigen  Ordinate  der  Curve  C  vermindert  um  die  zur  näm- 
lichen Abscisse  gehörige  Ordinate  der  Curve  G\  und 

die  Vergleichsgrösse,  deren  Ordnung  mit  1  festgesetzt  wird. 

Nun  ergeben  sich  für  die  Ordinaten  FM  und  PM'  die 
Entwicklungen 

~  1  •  2  •  •  •  »         «^   1  .  2  •  •  ■  (n  +  1)  ' 

und  daraus  mit  Rücksicht  auf  (1) 

's = [rw  -  <p'W]Ä  +  [rw  -  9"(^o)]  1^  +  •  •  • 

(2)  •  +  [/^-)(^o)  -  v'-'Ca^o)]  r^^ 

.  +  [/^-+«(!ro + e/t)  -  ,p(-+i)  (a^o  +  e'Ä)]  ^.,.*""^^^,)  • 

Wenn  also  die  Functionen  f{x)j  ^(x)  ausser  (1)  keine 
weitere  Beziehung  aufweisen,  so  ist  d  eine  Grösse  erster  Ord- 
nung, weil  -j-  för  limÄ  =  0  gegen  die  endliche  von  NuU  ver- 
schiedene Grenze  f(xQ)  —  9'(^o)  convergirt,  und  für  dem  Be- 
trage nach  genügend  kleine  h  wechselt  S  mit  h  zugleich  das 
Vorzeichen;  infolge  dessen  haben  die  Curven  zu  beiden  Seiten 
von  Mq  entgegengesetzte  Lage  gegen  einander.  Man  bezeichnet 
ein  solches  Verhalten  der  Curven  als  einfaches  Schneiden. 

Tritt  zu  (1)  die  weitere  Beziehung 

(3)  r(^o)  =  9'W, 

welche  besagt,  dass  die  Curven  im  Punkte  Mq  dieselbe  Tan- 
gente haben,  so  beginnt  der  Ausdruck  für  d  mit  dem  Gliede 
zweiter  Ordnung,  d  wird  eine  Grösse  der  zweiten  Ordnung 
und  ändert  innerhalb  entsprechend  enger  Grenzen  sein  Vor- 
zeichen nicht,  wenn  h  es  ändert;  die  Curven  haben  also  zu 
beiden  Seiten  von  Mq  gleiche  Lage  gegen  einander. 
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Kommt  zu  (1)  und  (2)  die  weitere  Relation 

(4)  nXo)  =  9'X^o), 

so  beginnt  die  Entwicklung  von  d  mit  dem  Oliede  dritter 
Ordnung^  von  dieser  Ordnung  ist  also  auch  d  und  ändert  dies- 
mal innerhalb  entsprechend  enger  Grenzen  mit  h  zugleich  sein 
Vorzeichen;  die  Gurven  haben  daher  zu  beiden  Seiten  von  M^ 
entgegengesetzte  Lage  gegen  einander  wie  bei  dem  einfachen 
Schneiden. 

um  zu  einem  allgemeinen  Ergebnis  zu  gelangen^  nehmen 
wir  an,  dass  die  Differentialquotienten  der  Functionen  f(x\  q>{x) 
an  der  Stelle  Xq  bis  zur  Ordnung  n  übereinstimmen,  so  dass 
weiter  noch 

(5)  rw  =  9>"'W,  •  •  •  ^"'(^o)  =  «p^-'W; 

dann  reducirt  sich  d  auf  den  Ausdruck 

s  =  [/(«+»)  (0^0 + eÄ)  -  9,(-+i)(^,+ e'Ä)]-.^-*:^^^^, 

und  ist  eine  Grosse  dern+  1-ten Ordnung;  denn, wofern /^*+*^ (x), 
y<»+i)(a;)  in  dem  Intervalle  (Xq  —  Ä,  ^o  +  *)  stetig  verlaufen, 

convergirt  das  Verhältnis  -^^  für  limÄ==0  gegen  die  end- 
liche von  Null  verschiedene  Grenze 

Ist  nun  n  ungerad,  so  ändert  d  sein  Vorzeichen  nicht,  wenn 
h  es  ändert,  die  Curven  haben  also  zu  beiden  Seiten  von  M^ 
gleiche  Lage  gegen  einander;  ist  dagegen  n  gerad,  so  wechselt 
d  mit  h  zugleich  sein  Vorzeichen,  die  Curven  haben  zu  beiden 
Seiten  von  Mq  entgegengesetzte  Lage  gegen  einander  wie 
beim  einfachen  Schneiden. 

Sobald  zu  der  Bedingung  /*(a?o)  =  vi^o)  J^och  jene  (3) 
hinzutritt,  haben  die  Curven  in  M^  eine  gemeinsame  Tangente 
und  man  sagt,  dass  sie  einander  dort  berühren.  Der  Grad  oder 
die  Innigkeit  der  Berührung  hängt  ab  von  den  weiter  hinzu- 
tretenden Beziehungen.  Man  bezeichnet  die  Berührung  als  eme 
solche  von  der  n-ten  Ordnung^  wenn  d  in  Bemg  auf  h  von  der 

n  +  \-ten  Ordnung  oder  der  Quotient  —  von  der  ersten  Ord- 
nung ist. 
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Auf  Ghiind  dieser  Definition  lässt  sich  der  folgende  Satz 
aussprechen:  Die  hinreichende  und  nothwendige  Bedingung  dafür ^ 
dass  die  Owrven  y  -=  f{x)  und  y  =  (p{x)  in  einem  Punkte  von 
der  Ähsdsse  Xq  eine  Berührung  n-ter  Ordnung  aufweisen y  be- 
steht darin,  dass  die  Ordinaten  und  deren  Differentialquotienten 
bis  sswr  n-ten  Ordnung  einschliesslich  an  der  Stelle  Xq  einander 
gleich  sind. 

Die  Bedingungen  fclr  eine  Berührung  w-ter  Ordnung  drücken 
sich  also  analytisch  in  den  n  -|-  1  Gleichungen 

aus. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  mit  einer  Berührung  von 
gerader  Ordnung  ein  Schneiden  der  Curven  verbunden  ist, 
und  dass  das  einfache  Schneiden  als  eine  Berührung  der  0-ten 
Ordnung  der  Definition  gemäss  sich  darstellt. 

148.  Man  kann  der  analytischen  Definition  einer  Berüh- 
rung w-ter  Ordnung  eine  geometrische  zur  Seite  stellen,  zu 
welcher  folgende  Betrachtung  führt. 

Die  beiden  Curven  C,  C  mögen  ausser  dem  Punkte  M^ 
noch  n  weitere  Punkte  Miy  M%j .  .  .  M^  mit  den  (arithmetisch 
aufsteigenden)  Abscissen  Xi,  Xi^. . .  Xn  gemein  haben,  so  dass 

(7)  f{x,)  =  if{xx)  (X  =  0,l,2,...«). 

Weil  die  Function  f{pc) — ^(x)  an  den  Grenzen  eines  jeden 
der  Intervalle  (äJq,  a^i),  {x^^  x^),,  .  .  (xn—i,  Xn)  verschwindet, 
so  existirt  innerhalb  eines  jeden  dieser  Intervalle  eine  Stelle 
a^\  Xi^  f . . .  a:«Li  beziehungsweise,  an  welcher  auch  ihr  Diffe- 
rentialquotient f\x)  —  g>Xx)  verschwindet  (86),  d.  h.  es  ist 

(8)  f(4«)_9,'(*^))         (A  =  0,l,2,..n-1). 
Weil   die  Function  f(x)  —  9>X^)   an   den  Grenzen   eines 

jeden  der  Intervalle  {x^o\  4'^),  (x^i\  4'^),...(a;Sil-8,  x^iU)  Null 
ist,  so  gibt  es  innerhalb  eines  jeden  dieser  Intervalle  eine 
Stelle  a^\  Xi\  . . .  icJJLa  beziehungsweise,  an  der  ihr  Differen- 
tialquotient fXx)  —  9"(^)  verschwindet,  so  dass 

(9)  rix'P)  -  q>"(x?)        (A-0,  l,2,...n-2). 
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Indem  man  diese  Schlussweise  wiederholt  anwendet,  kommt 
man  schliesslich  zu  einer  jedenfalls  in  dem  Bereiche  der  Werte 
Xq^  x^y . . .  Xn  gelegenen  Stelle  x^o\  an  welcher  auch  noch 

(10)  f"\x^')  =  9^'\^') 

ist. 

Wenn  aber  die  Punkte  Jfi,  JMi, .  •  •  -M«  in  beliebiger 
Weise  sämmtlich  gegen  den  Punkt  Mq  als  Grenze  sich  hin- 
bewegen, so  convergiren  Xiy  Xi, . .  .  Xn  und  alle  die  successiven 
Zwischenwerte  Xi\  Xi\  . . . ;  Xo\  x^i\  , , ,]  ...  x^^  gegen  den 
Grenzwert  Xq,  an  der  Grenze  wird  also  laut  (7),  (8),  (9),  (10) 

/•(-)(a:o)  =  9''"'(^o); 
hierdurch  sind  aber  die  Bedingungen  für  eine  Berührung  n-ter 
Ordnung  erfüllt. 

Das  Ergebnis  kann  in  dem  folgenden  Satze  ausgesprochen 
werden:  Wenn  zwei  Curven  C  und  C  in  einem  Funkte  M^ 
n  + 1  vereinigt  liegende  Pu/nkte  mit  einander  gemein  haben,  so 
weisen  sie  dort  eine  Berührung  n-ter  Ordnung  auf. 

Die  Ausdrucksweisen:  „n+ 1-p^nktige  Berührung''  und 
„Berührung  n-ter  Ordnung'^  haben  also  denselben  Inhalt. 

144.  Von  den  beiden  Curven  sei  die  eine,  (7,  vollständig 
gegeben,  die  Gleichung  der  anderen,  C,  enthalte  aber  w+l 
unbestimmte  Gonstanten  oder  Parameter,  welche  auf  die  Lage  der 
Curve  in  der  Ebene  und  ihre  specielle  Form  von  Einfluss  sind. 

Man  kann  der  Curve  C  höchstens  n  +  1  von  einander 
unabhängige  Bedingungen  auferlegen;  bestehen  diese  darin, 
dass  für  eine  Abscisse  x^  ihre  Ordinate  und  deren  Ableitungen 
bis  zur  w-ten  Ordnung  einschliesslich  mit  den  entsprechenden 
auf  die  Curve  C  bezüglichen  Grössen  übereinstimmen  sollen,  so 
hat  die  Curve  C  mit  der  Curve  G  in  dem  zur  Abscisse  x^  ge- 
hörigen Punkte  eine  Berührung  der  w-ten,  zugleich  der  höchst 
möglichen  Ordnung,  welcher  sie  nach  der  Zahl  ihrer  Para- 
meter im  Allgemeinen  fähig  ist.  Man  sagt,  die  Curve  C 
osctdire  oder  stehe  in  Osculation  mit  der  Curve  Cim  Punkte  M^. 

Nach  den  Ausführungen  von  148  ist  die  osculirende  Curve 
C  im  Punkte  Mq  von  C  die  Grenze,  welcher  sich  eine  Curve 
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von  der  Gleichungsform  C\  die  ausser  durch  Mq  noch  durch 
n  Punkte  Mi,  M%, . . .  Mn  von  C  hindurchgeht,  nähert,  wenn 
die  letztgenannten  Punkte  insgesanunt  gegen  Mq  als  Grenze 
convergiren. 

Da  die  Gleichung  einer  Geraden  zwei  Parameter  enthält, 
so  weist  die  osculirende  Gerade  eine  Berührung  erster  Ord- 
nung auf;  der  Kreis  eine  solche  von  zweiter  Ordnung,  weil  in 
der  allgemeinen  Gleichung  des  Kreises  drei  Parameter  erschei- 
nen; ein  Kegelschnitt  im  Allgemeinen  wird,  wenn  er  eine 
Curve  osculirt,  mit  ihr  in  einer  Berührung  vierter  Ordnung 
stehen,  weil  seine  Gleichung  fünf  Parameter  enthält. 

Es  kann  in  einzelnen  Punkten  der  Curve  C  geschehen, 
dass  nach  Erfüllung  der  zur  Osculation  mit  C  erforderlichen 
Bedingungen  auch  noch  die  Ableitungen  der  Ordinate  von  der 
w-(-l-ten  Ordnung,  eventuell  noch  höhere  Ableitungen  für 
beide  Curven  übereinstimmen;  an  solchen  Stellen  von  C  findet 
dann  eine  Berührung  von  höherer  Ordnung  statt,  als  es  im 
Allgemeinen  möglich  ist;  man  sagt,  es  bestehe  hier  8u]per- 
osculation. 

145.    Die  oscuUrende  Gerade.    Um  für  die  Curve 

(C)  y  =  f(x) 

im  Punkte  M  mit  den  Coordinaten  x,  y  die  osculirende  Gerade 

(C)  1?  =  a|  +  6 

zu  bestimmen,  bilde  man  die  Gleichungen 

y  =  ax  -\'h 

welche  aus  (C)  hervorgehen,  wenn  man  in  Bezug  auf  |  diffe- 
rentiirt  und  sodann  in  beiden  Gleichungen  |  durch  x,  r^,  rj' 
durch  die  aus  (C)  gefundenen  Werte  y,  y'  ersetzt.  Hieraus 
ergibt  sich 

h  =  y  —  xy] 
somit  ist 

(C)  ij-y-y(l-«) 

die  Gleichung  der  osculirenden  Geraden. 
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Osculirende  Gerade  in  einem  Punkte  einer  Cu/rve  ist  dem- 
nach die  Tangente, 

Saperoscalation  findet  statt^  wenn  auch  höhere  Differential* 
quotienten  aus  (C)  und  (C)  übereinstimmen;  nun  folgt  aus 
(C')  rf'=  0,  daher  muss,  soll  Superosculation  bestehen,  der 
Punkt  M  auf  (G)  so  gewählt  werden,  dass  y"=  0  ist.  Diese 
Bedingung  erfilllt  beispielsweise  ein  Wendepunkt;  darum  ist 
eine  Wendetangente  superosculirend,  und  zwar  in  einer  Berüh- 
rung zweiter  Ordnung,  sofern  nicht  auch  noch  höhere  Diffe- 
rentialquotienten von  y  yerschwinden. 

146.  Der  Osculationskreis.  Unter  den  eine  Curve  in  einem 
Punkte  osculirenden  Linien  ist  der  Kreis  von  grösster  Wichtig- 
keit; da  nämlich  osculirende  Linien  in  einer  Zeichnung  selbst 
auf  eine  ziemlich  beträchtliche  Umgebung  des  Berührungs- 
punktes nur  sehr  wenig  von  einander  abweichen,  so  kann  man 
sich  von  der  Gestaltung  einer  Curve  in  der  Umgebung  einer 
Stelle  durch  Gonstruction  des  osculirenden  Kreises  am  bequem- 
sten eine  Vorstellung  verschaffen. 

An  die  Curve 

(C)  y-^fix) 

ist  im  Punkte  M  mit  den  Coordinaten  x,  y  der  Osculationskreis 
zu  legen.    Schreibt  man  seine  Gleichung  in  der  Form 

und  differentiirt  dieselbe  zweimal  nach  einander  in  Bezug  auf  g: 


SO  hat  man  nur  in  den  drei  letzten  Gleichungen  £  =  zu 
setzen  und  an  die  Stelle  von  rj,  i^',  rf'  die  aus  (C)  gezogenen 
Werte  y,  y,  i/'  treten  zu  lassen,  um  die  zur  Bestimmung  der 
Parameter  des  Osculationskreises  führenden  Gleichungen 

«  — «  +  (y  — /5¥=o 
i  +  y"'  +  (y-Äy''=o 

ZU  erhalten.    Aus  denselben  ergibt  sich  successive 
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(12)  j«-.-(i±^ 

Der  Osculationskreis,  der  durch  die  Parameter  (12)  be- 
stimmt ist^  hat  mit  der  Gurve  im  Punkte  M  im  Allgemeinen 
eine  Berührung  zweiter  Ordnung  und  eine  solche  ist  mit 
einem  Schneiden  verbunden;  Curve  und  Osculationskreis  haben 
also  zu  beiden  Seiten  des  Berührungspunktes  entgegengesetzte 
Lage  gegeneinander. 

Weil  für  den  Osculationskreis  und  die  Curve  in  M  die 
zweiten  Differentialquotienten  der  Ordinate  einander  gleich 
sind,  also  auch  im  Vorzeichen  übereinstimmen,  so  wendet  hier 
der  Osculationskreis  seine  Goncavität  nach  derselben  Seite  wie 
die  Curve. 

Wenn  zwei  Curven  C  und  C  in  einem  Punkte  M  sich 
nach  der  zweiten  oder  einer  höheren  Ordnung  berühren,  so 
haben  sie  hier  einen  gemeinschaftlichen  Osculationskreis,  weil 
sie  in  den  Stücken,  welche  die  Parameter  des  Osculationskreises 
bedingen,  übereinstimmen. 

Ist  für  die  Curve  C  im  Punkte  M  y '==  0,  so  werden  die 
Parameter  des  Osculationskreises,  nämlich  die  Coordinaten  a,  ß 
seines  Mittelpunktes  und  der  Radius  r  unendlich;  der  Ereis 
degenerirt  in  die  Tangente  der  Curve  in  M\  dies  ist  beispiels- 
weise auch  dann  der  Fall,  wenn  der  Punkt  Jlf  Inflexionspunkt 
ist;  in  der  That  wurde  auch  gezeigt  (145),  dass  die  Inflexions- 
tangente  eine  Berührung  zweiter  Ordnung  aufweist. 

Beispiel.    Es  sei 

y  ■=  ax^  +  26a?  +  c 

die  gegebene  Curve  —  eine  Parabel,  deren  Axe  der  Ordinaten- 
axe  parallel  ist  — ,  und  für  den  Punkt,  dessen  Abscisse  x  ist, 
sei  der  Osculationskreis  zu  bestimmen. 
Setzt  man  die  Werte  für  y 

y=2ax  +  2h 

f^2a 


Digitized  by 


Google 


368  Erster  Theil.     Differential -Rechnung. 

in  die  Formeln  (12)  ein,  so  ergeben  sich  als  Parameter  des 
Oscnlationskreises 

4(aa;  +  6)'  +  ft 

CC  = ^^ ! '- ! 

a 

^        6  (aa;  +  6)*  +  2  (ac  —  6«)  +  1 
P 2^ 

[l  +  iCarg  +  ft)»]^ 
2a  * 

Für  den  Punkt  M  als  Punkt  der  Parabel  ist,  weil  y"=  2a, 

■      /'=0; 
für   denselben  Punkt,   als   dem  Osculationskreise    angehörend, 
ergibt  sich  der  dritte  Differentialquotient  der  Ordinate,  indem 
man  die  zweite  Gleichung  (11)  nochmals   differentiirt    und  ly» 
r[y  t\'  durch  y,  y\  y'  ersetzt,  also  aus  der  Gleichung 

3yY'+(y-/J)i?"'=0; 

ij"'  hat  demnach  auch  den  Wert  Null,  wenn 
y'y"=  4o(oa;  +  6)  =  0 

ist,  also  fiir  rr  = ,   wofür  v  =  ^ ;   ™  Scheitel  der 

Parabel  (116,  2))  und  nur  hier  findet  demnach  Superosculation 
statt,  und  die  Parameter  des  bezüglichen  Oscnlationskreises  sind 

§  5.    Die  Länge  eines  Onrvenbogens  und  das 
Bogendifferenüal. 

147.  Der  Begriff  der  Uinge  eines  Curvenbogens  gründet 
sich  auf  die  Vorstellung,  dass  es  möglich  sei,  einem  biegsamen 
nicht  dehnbaren  Faden  die  Form  des  Bogens  zu  geben  und 
ihn  dann  auszuspannen;  in  diesem  Zustande  gestattet  er  die 
Yergleichung  mit  einer  Längeneinheit,  was  zur  Bestimmung 
seiner  Länge  führt;  diese  Länge  wird  auch  als  Länge  des 
Bogens  erklärt. 

Diese  Vorstellung  lässt  sich  aber  nicht  analytisch  ver- 
werten. Um  daher  den  Begriff  der  analytischen  Behandlung 
zugänglich  zu  machen,  bedarf  er  einer  von  jener  Vorstellung 
unabhängigen   Definition,   die  aber  nothwendig  zu   der  allein 
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direct  ausfüUrbaren  Messung  gerader  Linien  zurückleiten  muss. 
Wir  formuliren  diese  Definition  folgendermaassen: 

Ein  Curvefibogen  besitzt  dann  eine  Länge,  wenn  die  Länge 
eines  von  dem  einen  Endpunkte  des  Bogens  mm  anderen  ver- 
laufenden Sehnemuges  einem  bestimmten  Grenzwerte  sich  nähert, 
sobald  die  Zahl  der  Seiten  dieses  Zuges  beständig  wächst  und 
jede  einzelne  Seite  der  Grenze  Null  zustrAt;  dieser.  Gremfwert 
soU  als  Länge  des  Gurvenbogens  erklärt  werden. 

Der  Nachweis,  dass  der  Grenzwert  besteht,  sobald  gewisse 
Bedingungen  erfüllt  sind,  föllt  in  das  Gebiet  der  Integral- 
rechnung. Wir  nehmen  fQr  die  Curven,  welche  wir  in  Betracht 
ziehen  werden,  diesen  Grenzwert  als  vorhanden  an. 

148.    Es  sei 

(1)  y-m 

die  Gleichung  einer  gegebenen,  auf  rechtwinklige  Coordinaten 

bezogenen  Curve  MC,  Fig.  65;  die  Länge  s  des  Bogens  M^M, 

welcher  von  einem  festen  Punkte  Mq  ^^^  ^^ 

und  einem  variablen  Punkte  M  mit      ^  c//t' 

der  Abscisse  x  begrenzt  wird,  ist  eine 

eindeutige  Function  von  x: 

(2)  s  =  F(x). 

Obwohl  wir  diese  Function  nicht 
kennen,  sind  wir  im  Stande,  ihren 
Differentialquotienten  in  Bezug  auf  x 
auf  Grund  der  Gleichung  der  Carve  zu  bestimmen. 

Angenommen,  der  Abscisse  a:  +  ^  =  OP'  entspreche  der 
Punkt  M'  der  Curve  und  der  Bogen  MM'=  ds  sei  einförmig 
gekrümmt  in  dem  Sinne,  dass  er  seine  concave  Seite  be- 
ständig nach  derselben  Seite  wendet.  Construirt  man  in  den 
Punkten  M  und  M'  die  Tangenten  MT  und  M'T,  so  be- 
grenzen diese  mit  der  Sehne  MW  ein  Dreieck  MM'Q,  und 
nach  einem  Satze  des  Archimedes  gilt 

MM'  <^s<MQ  +  QM] 

da  ferner  MQ  +  QM'<  3//r+  WM',  so  ist*  in  verstärktem 
Maasse 

MM'<  Js  <  Jf/r  +  R'M\ 

Czuber,  Vorlosunijou.    I.  24 
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Nun  ist  (87,  (2)) 


JfJir-=  V'Jf2V»+  NW*  =  Vh*  +  {fix -\- h)  —  f(x))* 
=  ÄVl+r(a;  +  eÄ)»;         " 
(3)  MR'=  MN-seo  NMT=  Ä  ]/l  + /'(a;)« ; 

rmd  weiter,   wenn  f^x)  an  der  Stelle  x  auch  einen  endlichen 
zweiten  Differentialqnotienten  hat, 
Ü'JIT^  Ä-ir  —  NR'^  fix  +  A)  —  /■(«)  —  MN  ■  tg  J^Jf r 

-=  */'(*)  +  ni  n»  +  »K)  -  hf{x)  =  i^  f"{x  +  dÄ), 

wobei  9,  %•  unbestimmte  positive  echte  Brüche  bedeuten;  durch 
Einsetzung  dieser  Ausdrücke  verwandelt  sich  die  obige  Rela- 
tion in 

(4)  hn+fix-\-%hy<js<hyT+f(^*^^r\x-\.»K), 

woraus 

yi^f(x+%Kf<^?-<yi+r{xf-\-^r\x  +  »h). 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  eine  Umgebung  von 
X  angeben  lässt,  innerhalb  welcher  f(x)  stetig  sich  ändert, 
convergiren  die  beiden  äusseren  Ausdrücke  für  limÄ  =  0  gegen 
die  gemeinsame  Grenze  yi-\-  jf*(xy,  und  dies  ist  auch  der 
Grenzwert  des  eingeschlossenen  Quotienten,  also  der  Differen- 
tialquotient des  Bogens  in  Bezug  auf  die  Abscisse,  so  dass 

(5)  ^=yr+f(^)». 

Die  Quadratwurzel  ist  positiv  zu  nehmen,  wenn  die  An- 
ordnung so  getroffen  ist,  dass  der  Bogen  s  mit  der  Abscisse  x 
zugleich  wächst  und  abnimmt. 

Durch  Multiplication  mit  dx  ergibt  sich  daraus  das  Bogen- 
differential  in  recktwinTdigen  Coordinaten 


(6)  ds  =  yi  +  f{xydx', 

demselben  kann  eine  allgemeinere  Form  verliehen  werden,  wenn 
man  f(x)  durch  den   Quotienten  ~~  der  Differentiale  ersetzt; 


dx 
es  wird  dann 


(7)  ds  =  ydx^  +  dy^', 

/Google 
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während  die  Formel  (6)  zu  gebrauchen  sein  wird,  so  oft  die 
Curve  in  der  Form  (1)  gegeben  ist,  kommt  (7)  zur  Anwen- 
dung, wenn  Xj  y  als  Functionen  eines  Parameters  u  dar- 
gestellt sind. 

Die  geometrische  Bedeutung  des  Bogendifferentials  (6) 
geht  aus  der  Gleichung  (3)  unmittelbar  hervor;  es  drückt  jenen 
Abschnitt  der  Tangente  im  Funkte  M  aus,  weicher  sich  OAjif  der 
Ahscissena^e  in  dieselbe  Strecke  PP'=dx  prqjidrt,  wie  der 
Bogen  MM'  selbst 

Für  diesen  Bogen  aber  folgt  aus  (4),  dass 

^s  <  Vr+fW  dx  +  r>+^^^)  dx»; 

verbindet  man  diese  Beziehung  mit  (6)  durch  Subtraction,  so 
ergibt  sich 

dass  also,  dx  als  unendlich  kleine  Grösse  erster  Ordnung  an- 
gesehen, z/5  und  ds  selbst  Grössen  erster  Ordnung  bedeuten, 
deren  Unterschied  jedoch  eine  Grösse  mindestens  der  zweiten 
Ordnung  ist.  Daraus  ist  der  Schluss  zu  ziehen,  dass  das  Ver- 
hältnis aus  dem  Bogen  jds  und  dem  Bogendifferential  ds  den 
Grenzwert  1   besitzt. 

Denselben  Grenzwert  hat  auch  der  Quotient  aus  dem 
Bogen  z/s  und  der  zugehörigen  Sehne  Jf  Jf' =  c;  denn  aus  dem 
oben  angeführten  Werte  fiir  MM'  und  der  Relation  (4)  folgt 


der  Ausdruck  rechts  convergirt  aber  für  lim  A  =  0  gegen  die 
Grenze  1,  daher  ist  bei  demselben  Grenzübergange  auch 

(8)  lim^=l; 

dies  führt  zu  dem  weiteren  Schlüsse,  dass  auch  der  Unter- 
schied zwischen  dem  Bogen  und  der  Sehne  eine  Grösse  min- 
destens der  zweiten  Ordnung  in  Bezug  auf  h  oder  dx  ist. 

149.     Von  dieser  letzten  Thatsache  wollen  wir  Gebrauch 
machen,  um  für  eine  auf  ein  Polarcoordinatensystem  bezogene 

24* 
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Gurve  die  Aufgabe   zu   lösen,    den  Differentialquotienten   des 
Bogens  in  Bezug  auf  die  Amplitude  zu  bestimmen. 

Sei  s  die  Länge  des  Bogens  M^M,  Fig.  66,  der  in  einem 
festen  Punkte  M^  beginnend  bei  dem  yariabeln  Punkte  M  mit 

den  Coordinaten  r,  9  endet;  über 
den  Bogen  MM  =  z/5,  des- 
sen Endpunkt  M'  die  Ampli- 
tude 9)  +  z/9  hat,  machen  wir 
eine  ähnliche  Voraussetzung  wie 
im  vorigen  Artikel  und  sprechen 
sie  hier  dahin  aus,  dass  derselbe 
gegen  den  Pol  entweder  bestandig 
concav  oder  beständig  convex  sei; 
die  Sehne  MM'  dieses  Bogens 
werde  wieder  mit  c  und  der  Win- 
kel LMM,  welchen  sie  mit  der  Verlängerung  des  Radiusvectors 
bildet,  mit  cd  bezeichnet. 

Aus  der  Formel  (8)  folgt  nun,  dass  auch 


d.  h.  dass 


um  -7-  ==  lim   .— , 

ds  |.        c 

-r-=    lim  ^-• 


Aus  dem  Dreieck  OMM'  aber  ergibt  sich 

0  :  r  =s  sin  z/9  :  sin(fij  —  ^(p) ; 
daraus  ist 


smJcp 


und  weiter 


sin  (00  —  d(p) 
sin  J<p 


c    d(p 

J(p  8in(oo  — 


jcp)'^ 


für  lim  z/9  =  0  convergirt  ??^— ?  gegen  die  Grenze  1  und  C9 
gegen  den  Winkel  0,  welchen  die  Tangente  MT  mit  der  Ver- 
längerung des  Radiusvectors  einschliesst  (I8O);  demnach  ist 

lim    ^     =  -:— s , 

jif^i^^^        sin©' 

und  hiermit 
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und  wenn  man  för  sin  &  den  Wert  aus  180  (32)  einträgt, 
(10) 


^^y^+T-v 


Daraus  erhalt  man  für  das  BogendifferenHdl  in  Pöla/rcoor' 
dinateii  den  Ausdruck 

(11)  ds  =  Yr^  +  r'«dg>, 
der  auch  in  der  Gestalt 

(12)  ds=y(rd<py+dr^ 
geschrieben  werden  kann. 

Die  geometrische  Bedeutung   des  Bogendifferentials   aber 
ergibt  sich  am  einfachsten  aus  der  Formel  (9)^  vermöge  deren 

r 


ds  = 


Bin<9 


dq> 


Fig.  67. 


ist;  darnach  ist  das  Bogendifferential  durch  einen  Kreisbogen 
vom  Halbmesser  -r— ^  und  vom  Centriwinkel  dw  darstellbar. 
Wenn  man  also  OP  senkrecht  zur  Tangente  MT  und  MB 
senkrecht  zum  Radiusvector  zieht  und  mit  dem  Halbmesser 
OR   in  den  Winkel  LOL'  den  Bogen  SS'  beschreibt,   so  ist 

d^=B,TeSS\ 

§  6.     Krtumunng  ebener  Ourven. 

150.  Eine  Curve  JÜQCy  Fig.  67,  sei  auf  ein  rechtwinkliges 
Coordinatensystem  bezogen.  Für  jeden  Punkt  M  derselben  ist 
nicht  allein  die  Ordinate  y=  PM, 
sondern  auch  der  von  einem  festen 
Punkte  Mq  an  gezählte  Bogen 
s^=MqM  wie  auch  der  Winkel 
r,  welchen  die  Tangente  MT  mit 
der  positiven  Sichtung  der  Ab- 
scissenaxe  einschliesst ,  als  be- 
kannte Function  von  x  anzusehen; 
insbesondere  ist 
(1)  r  =  Arctgy; 

unter  Arctgy'  den  aus  dem  Intervall  (0,  jr)  ge^:  ommenen  zmt 
Tangens  y'  gehörigen  Bogen  verstanden. 

Wird  X  um  .dx  geändert,  was  dem  Übergange  vom  Punkte 
M  zum  Punkte  M'  entsprechen  möge,  so  ändern  sich  s  und 
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X  um  die  Grössen  ^s  =  arcJlfJlf  und  ^r  ==  T'QT,  und  es 
bedeutet 

hm  -,-- 

die  Geschwindigkeit  der  Änderung  des  Bogens  an  der  Stelle  Jlf, 
ebenso 

lim  -r- 

die  Geschmndigkeit  der  Änderung  des  Winkels  oder  der  Rieh- 
tung  der  Tangente,  beide  bei  gleichförmiger  Änderung  von  x 
mit  der  Geschwindigkeit  1  (22,  1)). 

Je  rascher  sich  nun  r  im  Verhälims  zu  s  ändert,  umso 
stärker,  sagt  man,  sei  die  Curve  an  der  Stelle  M  gekrümmt, 
und  man  definirt  geradezu  das  Verhältnis  der  Geschwindig- 
keiten in  der  Änderung  des  Winkels  t  zu  jener  des  Bogens  s 
als  Maass  der  Krümmung  oder  kurzweg  als  Krümmung  der 
Curve  im  Punkte  M,     Bezeichnet  man   die  Krümmung  mit  k^ 

so  ist  hiemach 

Jt        dt 


(2)  k  = 


wofür  auch  kürzer  geschrieben  werden  kann 

Jz dr 

Js         ds 


(3)  k=\im^;  =  ^' 


Man  nennt  das  Differential  des  Winkels  r  den  Contingem- 
winkd  des  zu  dx  gehörigen  Bogenelements,  weil  dt  bis  auf 
unendlich  kleine  Grössen  höherer  Ordnung  als  dx  den  Winkel 
bestimmt,  welchen  die  Tangenten  in  den  Endpunkten  dieses 
Bogenelements  miteinander  einschliessen.  Damit  ist  die  von 
dem  Coordinatensystem  unabhängige  Definition  gewonnen,  die 
Krümmung  einer  Cwroe  in  einem  Punkte  sei  der  Quotient  aus 
defn  Contingenzwinkd  durch  das  zugehörige  Bogendifferential  an  der 
betreffenden  Stelle  der  Curve  oder  der  Grenzwert,  dem  der  Quotient 
aus  dem  Winkel  ^r  der  Tangenten  in  M  und  M'  durch  den  Bogen 
MM'  selbst  bei  beständiger  Annäherung  von  M*  sn  M  zustrebt. 

Aus  der  Gleichung  (3)  folgt 

(4)  ds  =  -i:dr] 


Digitized  by 


Google 


Sechster  Abschnitt.    Anwendung  der  Differential -Rechnung  u.  s.  w.     375 


Pig.  68. 


dies  besagt^  dass  das  Bogendi£Perential  und  daher  bis  auf 
Grössen  höherer  Ordnung  auch  das  Bogenelement  MM'  selbst 
als  Bogen  eines  Kreises  vom  Halb- 
messer T   und  vom    Centriwinkel  dt 

angesehen  werden  kann.  Bezeichnet 
man  den  Halbmesser  dieses  Kreises 
mit  Q  und  seine  Ki-ümmung  in  irgend 
einem  Punkte  mit  \y  so  ist,  Pig.  68, 


k.  =  lim  -T-i  ==  — 

1  dS^  Q 


daher 

und  vermöge 

(5)  9  =  i 

d.  h.  der  betrachtete  Kreis  hat  in  allen  seinen  Punkten  die- 
selbe Krümmung,  wie  sie  der  Curve  im  Punkte  M  zukommt. 
Aus  diesem  Grunde  wird  sein  Radius  q,  welcher  das  Reciprok 
der  Krümmung  bedeutet,  Krümmungsradius  der  Curve  im  Punkte 
M  genannt. 

Trägt  man  (Fig.  67)  q  auf  der  Normale  in  M  vom  Punkte  M 
aus  nach  derjenigen  Seite  ab,  nach  welcher  die  Curve  ihre  Con- 
cavität  wendet,  und  beschreibt  aus  dem  so  erhaltenen  Punkte 
ß  einen  Kreis  vom  Halbmesser  q  in  der  Ebene  der  Curve,  so 
wird  der  dem  Punkte  M  zunächst  gelegene  Bogen  dieses 
Kreises  sich  nach  der  zu  Gleichung  (4)  gemachten  Bemerkung 
nur  sehr  wenig  von  dem  angrenzenden  Bogenelement  der  Curve 
unterscheiden;  man  bezeichnet  den  so  gezeichneten  Kreis  als 
den  Krümmungskreis  und  seinen  Mittelpunkt  Sl  als  den  Krüm- 
nmngsmittdpunkt  der  Curve  im  Punkte  Jf. 

151.  Der  analytische  Ausdruck  für  den  Krümmungshalb- 
messer ergibt  sich  auf  Grund  der  Gleichungen  (2)  und  (5)  wie 
folgt.     Aus  (1)  erhält  man 

^^    y" 

dx 


nach  148,  (5)  ist 


1  + 


d^ 
dx 


=  YiT7' 
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y_ 


daraus  folgt  die  Erümmung 
(6)  Ä  = 

und  der  Erfimmungshalbmesser 

(7)  p=.(l±4Ü:. 

Hierzu  ist  folgendes  zu  bemerken.  Die  Zählung  des 
Bogens  s  erfolgt  derart^  dass  er  mit  der  Abscisse  x  zugleich 
T^chst;  dann  ist  die  Quadratwurzel  in  dem  Ausdrucke  (7) 
positiv  (148)  und  stimmt  das  Vorzeichen  von  q  mit  jenem 
von  y"  überein.  Es  ergibt  sich  also  unter  dieser  Voraus- 
setzung Q  positiv  in  einem  Punkte^  in  welchem  die  Gurve  concav 
nach  oben,  und  negativ  in  einem  Punkte^  wo  sie  concav  nach  unten 
ist  (140).  In  einem  Wendepunkte  ist  y'  =  0  und  der  Krüm- 
mungsradius wird  dort  unendlich,  die  Krümmung  Null,  der 
Krümmungskreis  geht  in  eine  Gerade,  die  Wendetangente,  über. 

Zur  Feststellung  des  Krümmungsmittelpunktes  A,  dessen 
Goordinaten  Xq/i/q  heissen  mögen,  stellen  wir  folgende  Betrach- 
tung an.  Als  positiv  gelte  diejenige  Richtung  der  Normale 
in  My  welche  in  Bezug  auf  die  Tangente  daselbst  auf  derselben 
Seite  liegt,  wie  die  Parallele  M{Y)  zur  positiven  Richtung  der  Or- 
dinatenaxe,  Fig.  67,  und  der  (auf  das  Intervall  (0,  n)  beschrankte) 
Winkel,  welchen  diese  Normalenrichtung  mit  der  positiven 
Richtung  der  Abscissenaxe  einschliesst,  heisse  v.  Dann  hat  die 
Strecke  MSI  die  positive  oder  negative  Richtung  der  Normale, 
jenachdejn  q  positiv  oder  negativ  ist,  und  es  ist  immer 
f^o  — ^  =  9Cosv, 

Wo  — y  =  9sinv; 
da  femer  . 

tgi;  = 7 , 

so  ergibt  sich  ^ 


sin  V  =    ,  ,     cos  V 


die  Wurzel  positiv,  weil  sin  v  positiv  ist;  hiermit  und  mit  Be- 
nützung von  (7)  hat  man  aus  (8) 

(9)  \    ^  ^" 
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Die  Vergleichung  der  Formeln  (7)  und  (9)  mit  jenen  146,  (12) 
führt  zu  dem  Satze:  Der  Erümmungskreis  einer  Curve  in  einem 
ihrer  Punkte  faUt  mit  dem  0ugehörigen  Osadatianskreise  zu- 
sammen. 

Die  Formeln  (6),  (7)  und  (9)  sind  unter  der  Annahme 
abgeleitet  worden^  dass  die  Abscisse  x  als  unabhängige  Variable 
gelte,  um  die  Formeln  für  eine  beliebige  unabhängige  Variable 
zu  erhalten,  braucht  man  nur  an  die  Formel  (3)  sich  zu  halten 
und  y'  durch  den  Quotienten  ^  der  Di£Perentiale  zu  ersetzen. 
Dann  erhält  man  aus 

r==Arctgg 
durch  Differentiation 

dxd}y  —  dyd^x 

,  dx*  dxd^y  —  dyd^x 

1    .   dy*         ~       dx^  +  dy*      ' 
^'^  dx^ 
femer  ist  laut  148,  (7) 

ds^ydx^  +  dy^, 

daher  nach  (3)  und  (5) 

,g^v  ,  ^_  dxd*y  —  dyd*x 

{dx*  +  dy^^ 
und 

^     ^  ^~  dxd^y  —  dyd^x' 

Aus 

.  dx 

tgv  =  —  j- 

®  dy 

erhält  man  weiter 

dx                                        dy 
smi;  =  -,      cosi/  = ~ 


ydx*  +  dy^'  Ydx^^+dy* 

und  hiermit  auf  Grund  von  (8) 

(dx*  +  dy^dy 


(9*) 


Xq  =  X  — 


dxd*y  —  dyd*x 

{dx^  +  dy^dx 

dxd*y  —  dyd^x 

In  allen  diesen  Formeln  hat  die  Quadratwurzel  das  nämliche 
Vorzeichen  wie  dx  zu  bekommen,  damit  sini/  positiv  sei;  das 
Dijfferential  der  unabhängigen  Variabein  wird  dabei  immer  als 
positiv  angesehen. 
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162.  Der  Erümmungsmittelpunkt  kann  geometrisch  noch 
in  anderer  Weise  charakterisirt  werden.  Es  ist  nämlich  der 
Krümmungsmittdpunkt  zu  dem  Punkte  M  die  QrefMe,  gegen 
welche  sich  der  Schnittpunkt  der  Normale  in  M  mit  der  Nor- 
male in  M'  hinbewegt,  wenn  M'  auf  der  Curve  unoMßJörlich 
dem  Punkte  M  sich  nähert. 

Wir  wollen  dies  gleich  unter  der  allgemeinen  Voraus- 
setzung nachweisen^  dass  x,  y  als  Functionen  eines  Parameters 
u  gegeben  sind.  Dann  ist  die  linke  Seite  der  Gleichung  der 
Normale  im  Punkte  M  (128,  (23)) 

(10)  (S  -  x)dx  +  {ri-  y)dy  =  0 

nach  Unterdrückung  des  Factors  du  eine  Function  von  5,  i^,  u 
und  werde  als  solche  durch  F(6,  iy,t*)  bezeichnet,  so  dass 
an  Stelle  von  (10)  geschrieben  werden  kann 

(11)  F(|,i,,«)  =  0; 

die  Normale  in  M\  welchem  Punkte  der  Parameter  u  +  du 
zukommen  möge,  ist  durch 

(12)  F(|,  ri,u  +  Ju)^0 

dargestellt.     An  Stelle  der  Gleichung  (12)  kann  auch 
/JON  F(S,  n^^  +  ^^)  —  "^(6.  ^1  ^)  ^  Q 

gesetzt  werden.  Aus  (11)  und  (13)  wäre  der  Schnittpunkt 
der  beiden  Normalen  zu  bestimmen;  da  es  sich  aber  um  seine 
Grenzlage  handelt,  so  lasse  man  in  (13)  du  gegen  Null  con- 
vergiron;  dadurch  geht  diese  Gleichung  über  in 

aF(|,^,  u) 
du 
oder  aber  in 


=  0, 


(13*)  d„F(|,i?,M)  =  0 

und  bestimmt  mit  (11)  zusammen  den  Grenzpunkt.    Seine  Goor- 
dinaten  ergeben  sich  also  aus 

\(li  —  x)dx  +(^  — !/)^y  =0 


^^^^  [(j^  —  x)d'x  +  (rj  —  y)d^y  =  dx^  +  dy^ 

durch  Auflösung  in  Bezug  auf  |  und  ly;  diese  liefert  aber 
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'  dxd*y  —  dy  d*x 

,      (dx*  +  dy*)dx 

^  ~  y  "»"  Tx'd^y'^^dyd^x ' 

Werte,  welche  in  der  That  mit  den  in  (9*)  gefundenen  Coor- 
dinaten  des  Erümmnngsmittelpunktes  übereinstimmen. 

168.  Der  Ort  der  Erünunungsmittelpunkte  einer  gegebenen 
Curve  ist  eine  neue  Curve,  welche  man  als  Evolute  der  ge- 
gebenen bezeichnet,  während  diese  eine  Evolvente  von  jener 
genannt  wird.  Die  Namen  sind  in  gewissen  Eigenschaften 
dieser  Linien  begründet,  welche  alsbald  nachgewiesen  werden 
sollen. 

Was  zunächst  die  Gewinnung  der  Gleichung  der  Ortscurve 
der  Erümmungsmittelpunkte  oder  der  Evolute  anlangt,  so  ist 
folgendes  zu  bemerken.  Ist  die  Curve  in  einer  der  Formen 
y  SS  f(x)  oder  F{Xy  y)  =  0  gegeben ,  so  hat  man  zwischen 
ihrer  Gleichung  und  den  beiden  Gleichungen  (9)  die  Goordi- 
naten  x,  y  zu  eliminiren,  um  die  Relation  zwischen  Xq,  y^,  d.  i. 
die  'Gleichung  der  Evolute  zu  erhalten.  Wenn  hingegen  die 
Curve  durch  einen  Parameter,  also  in  der  Form  x  =  x{u)y 
y  ^=iy(u)  dargestellt  ist,  so  hat  man  zwischen  diesen  und  den 
beiden  Gleichungen  (9*)  die  Variabein  x,  y,  u  zu  eliminiren, 
um  zu  demselben  Ziele  zu  gelangen. 

Um  nun  die  charakteristischen  Eigenschaften  der  Evolute 
zu  erweisen,  gehen  wir  von  den  Gleichungen  (14)  aus,  welche 
zwischen  den  Coordinaten  x/y  eines  Punktes  der  gegebenen 
Curve  und  den  Coordinaten  xjy^  des  Erümmungsmittelpunktes, 
also  des  ihm  zugeordneten  Punktes  der  Evolute,  die  folgenden 
Beziehungen  zum  Ausdruck  bringen: 

{xQ  —  x)dx  +(ifo  —  y)dy  =0, 

{x^  —  x)d^x  +  (t/o  —  y)d^y  =  dx^  +  dy^. 

Differentiirt  man  die  erste  dieser  Gleichungen,  so  ergibt  sich 
zunächst 

{dxQ—dx)dx-\'  (dy^  —  dy)dy  +  {xQ—x)d^x  +  {y^  —  y)d^y  =  0 

und  dies  reducirt  sich  im  Hinblicke  auf  die  zweite  Gleichung  zu 

(15)  dx^dx  +  dy^dy  =  0, 
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woraus 

dx 

Diese  Gleichnng  besagt,  dass  die  Tasgenten  in  zusammengehSrigen 
Punkten  der  gegebenen  Curve  und  ihrer  Evolute  senkrecht  auf 
einander  stehen;  da  nun  der  Punkt  Xq/Pq  in  der  Normale  des 
Punktes  x/y  liegt,  so  folgt  daraus  der  Satz:  Das  System  der 
Normalen  der  gegebenen  Curve  ist  gleichzeitig  das  System  der 
Tangenten  der  Evolute. 

Aus  den  Gleichungen  161,  (8) 

Xq  —  X  =  Q  QOSV 
Vo  —  y  =  QSU3LV, 

welche  die  Beziehungen  zwischen  den  Goordinaten,  dem  Krüm- 
mungshalbmesser und  dem  Richtungswinkel  der  Normale  eines 
Punktes  der  gegebenen  Gurre  und  den  Goordinaten  des  zu- 
geordneten Punktes  der  Evolute  darstellen,  erhält  man  durch 
Differentiation 

dxQ  —  dx  =  dQ  cos  V  —  p  sin  vdv 

dy^  —  dy  =  dp  sin  1/  -f-  (>  cos  vdv ; 

bildet  man  die  Summe  dieser  Gleichungen,  nachdem  man  sie 
vorher  quadrirt  hat,  unter  Rücksichtnahme  auf  (15),  so  entsteht 

<^V  +  ^Vo^  +  ^^  +  ^y"  =  ^9*  +  p'^^^ ; 

nun  aber  ist  dx^  +  dy^  das  Quadrat  des  Bogendifferentials 
ds^  der  Evolute,  dx^  +  ^y^  ^^^  Quadrat  des  zugeordneten 
Bogendifferentials  ds  der  gegebenen  Gurve;  da  femer  der  Winkel 
V  der  Normale  mit  der  Abscissenaxe  dem  Betrage  nach  um 
ebensoviel  sich  ändert  wie  der  Winkel  x  der  Tangente,  so  ist 
dv^  =  dx^ ;  daher  lässt  sich  die  letzte  Gleichung  in  der  Form 

schreiben,  vermöge  der  Formeln  150,  (3),  (5)  ist  aber  q  =  -j-^ 
infolge  dessen  reducirt  sich  diese  Beziehung  auf 

dSo*  =  dQ^ 
oder 

(17)  dS,  =  ±dQ, 
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In  zttsammengehörigm  Punkten  der  Evohde  u/nd  der  gegebenen 
Ourve  haben  die  Ftmctionen,  welche  den  Bogen  der  ersteren  und 
den  Krümmungshalbmesser  der  letzteren  ausdrücken,  dem  Betrage 
nach  gleiche  Differentiale  j  bei  demselben  Differential  der  unab- 
hängigen Variabein. 

Von  den  beiden  Vorzeichen  gilt  das  obere  oder  untere, 
jenachdem  Sq  und  q  in  gleichem  oder  im  entgegengesetzten 
Sinne  sich  ändern. 

So  lange  ein  und  dasselbe,  z.  B.  das  positive  Vorzeichen 
gilt,  können  sich  die  Functionen  Sq  und  q  nur  um  eine  Con- 
stante  unterscheiden  (37);   also   ist  dann 

wendet  man  diese  Gleichung  auf  den  An- 
fangspunkt ßj  der  Zählung  für  die  Bögen 
der  Evolute  an,  welchem  auf  der  gegebe- 
nen Curve  (7,  Fig.  69,  der  Punkt  Mi  mit 
dem  Krümmungsradius  q^  entsprechen 
möge,  so  lautet  sie 

und  gibt  in  Verbindung  mit  der  obigen 
(18)  «0  =  P  —  Pi  • 

Hiemach  ist  ein  Bogen  fl^  fl  der  Evolute  gleich  der  Diffe- 
renz der  in  seinen  Endpunkten  endigenden  Emmmungsradien 
-MiÄj,  MSI  der  gegebenen  Ourve,  vorausgesetzt^  dass  der  Erüm^ 
mungsradius  von  M^  bis  M  in  gleichem  Sinne  sich  ändert. 

Weil  die  Bestimmung  von  q  nur  Differentiationen  erfor- 
dert, so  ist  es  zufolge  der  Beziehung  (18)  möglich,  einen  be- 
liebigen Bogen  der  Evolute  einer  gegebenen  Curve  blos  mit 
Hilfe  der  Differentialrechnung  zu  bestimmen. 

Auf  die  durch  (18)  ausgedrückte  Eigenschaft  gründen 
sich  die  Namen  Evolute  und  Evolvente.  Befestigt  man  näm- 
lich einen  biegsamen  nicht  dehnbaren  Faden  von  der  Länge 
Q  s=  MSI  mit  dem  einen  Endpunkte  in  St^  legt  ihn  an  den 
Bogen  SlSl^  so  an,  dass  er  ihn  bei  Sl^  in  tangentialer  Rich- 
tung verlässt,  so  kommt  der  andere  Endpunkt  des  Fadens  nach 
Mj^,  Wird  nun  der  Faden  bei  fortwährender  Spannung  von 
der  Curve  Sl^Sl  abgewickelt,    so    beschreibt  sein  freier  End- 
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piinkt  den  Bogen  M^  M  der  gegebenen  Curve.  Auf  die  Evolute 
ist  also  der  Faden  aufgewickdt  und  die  Evolvente  entsteht 
durch  seine  Abwickelung. 

Treffen  Evolute  und  Evolvente  in  einem  Punkte  ^  zu- 
sammen, so  ist 

Sl^M^  =arc.ßißi 

U.    8.    W. 

Diese  Gleichungen  charakterisiren  die  Curve  M^M  als  eine 
Evolvente  der  Curve  Sl^Sl. 

Hat  die  gegebene  Curve  einen  Wendepunkt,  so  ist  die 
zugehörige  Normale  Tangente  der  Evolute  in  einem  unendlich 
fernen  Punkte,  also  Asymptote  derselben.  Erlangt  der  Krüm- 
mungsradius der  gegebenen  Curve  in  einem  Punkte  einen  ex- 
tremen Wert,  so  ist  die  Normale  in  diesem  Punkte  Tangente 
an  zwei  Äste  der  Evolute  und  weist  diese  also  eine  Spitze  auf. 

154.  Beispiele.  1)  Für  die  Parabel  y*=  2px  ist  y  =  — , 
y"=  —  —^  und  hiermit  ergibt  sich  der  Krümmungshalbmesser, 

jenachdem  man  ihn  durch  die  Ordinate  oder  durch  die  Abscisse 
ausdrückt, 

P  p^ 

vom  Vorzeichen,  das  für  y  >  0 
negativ  und  für  y  <  0  positiv  aus- 
föUt,  ist  dabei  abgesehen  worden. 

Die  Ausführung  der  Gleichungen 
151,  (9)  gibt 

_  _f 

eliminirt  man  mit  Zuhilfenahme  der  Curvengleichung  x  und  y, 
so  kommt  man  zu  der  Gleichung 


Fig.  70. 
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welche  die  Evolute  darstellt;  diese  ist  also  eine  algebraische 
Curve  von  der  dritten  Ordnung  und  führt  den  Namen  semi- 
cubische  oder  NeiVsche  Parabel  (129,  1)). 

Der  Erümmungsradius  hat  im  Scheitel  den  kleinsten  Wert 
=  j};  der  Punkt  p/O  ist  also  eine  Spitze  der  Evolute. 

Weil  Xq  —  a;  =  2  f  a;  +  y)  ^^  Projection  der  Strecke  -Sf  Ä, 

Fig.  70,  auf  der  Abscissenaxe  und  a;  +  y  die  Projection   der 

Strecke  QM  der  Normale  zwischen  der  Leitlinie  RR'  und  dem 
Punkte  M  auf  derselben  Axe  ist,  so  ist  auch  MSI  =  2QM. 
Man  erhält  demnach  den  Krümmungshalbmesser  eines  Punktes 
der  Parabel  durch  Verdoppelung  des  Abschnittes  der  Normale, 
welcher  durch  die  Leitlinie  der  Parabel  gebildet  wird. 

2)  Aus  der  bekannten  Gonstruction  der  EUipse  mittels 
zweier  mit  den  Radien  a,  b  be- 
schriebenen concentrischen  Kreise, 
Fig.  71,  ergibt  sich  folgende  Dar- 
stellung derselben.  Wählt  man  den 
Winkel  BOK  =  q>,  welchen  der 
Halbmesser  OJT,  der  zum  Punkte 
M  der  Ellipse  führt,  mit  der  klei-  ^' 
nen  Axe  einschliesst,  als  veränder- 
lichen Parameter,  so  drücken  sich 
die  Coordinaten  OP,  PM  von  M 
wie  folgt  aus 

{x  =  a  sino) 
(20)  '  ^ 


Fig. 

71. 
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y  =  6  cos  9 ; 
man  nennt  9  die  excenirische  Anomalie  des  Punktes  M, 

Auf  Grund  dieser  Gleichungen  ergibt  die  Formel  151,  (7*), 
den  Krümmungsradius  (seinem  absoluten  Werte  nach) 


P  = 


ab 


woraus  sich  seine  extremen  Werte  unmittelbar  erkennen  lassen : 
der  grösste  für  9  ==  0  gleich  y,  der  kleinste  für  9  =  y 
gleich  — ;  man  construirt  sie,  indem  man  zu  Ä'B  die  Senk- 
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rechten    A'B   und    BE   errichtet,    wodurch    OD^^-j-   und 

OE  =  —  erhalten  wird. 
a 

In  Ausführung  der  Formeln  151,  (9*)  findet  man  femer 
a«  — 6«    .  B 

a«  — 6«       8 

wird  zur  Abkürzung 

?1^"  =  0^  —  OJE=  0^  =  ao 
5!:=±'  =^OD  —  BO==  OB^  =  6o 

gesetzt  und  (p  eliminirt,  so  folgt 

(21)        (s)'+(#-i 

als  Gleichung  der  Evolute  der  Ellipse.  Es  ist  eine  aus  vier 
gleichen  Quadranten  von  der  Form  Ä^Bq  zusammengesetzte 
Curve  mit  vier  Spitzen;  auf  rationale  Form  gebracht  lautet 
ihre  Gleichung 

!(?)'+ (§)'-ir—27(§)-(§)' 

und  lässt  erkennen,  dass  es   eine  Curve  sechster  Ordnung  ist. 

Die  Länge  des  Quadranten  Ä^Bq  der  Evolute  ergibt  sich 

als  Differenz  zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Erümmungs- 

halbmesser,  ist  also  gleich  -, — 

Setzt  man  in  den  Ausdrücken  für  o^,  6^  an  Stelle  von  b 
das  Product  6)/ —  1,  so  dass 

wird,  so  geht  die  Gleichung  (21)  über  in 

und  dies  stellt  die  Evolute  der  Hyperbel  von  den  Halbaxen 
a,  b  dar,  weil  durch  den  gleichen  Process  die  Gleichung 
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a>  ^  &«         ^ 

in  die  Gleichung  der  Hyperbel  sich  verwandelt. 

3)  Für  die  Cydoide  (126,  1))  ergibt  sich  auf  Grund   der 
Gleichungen 

X  a=  a{u  —  sinw) 

y  =  a(l  —  cosm) 

mit  Zuhilfenahme  derselben  Formeln  wie  im  vorigen  Beispiel 
zunächst  der  absolute  Wert  des  Krümmungshalbmessers 

A  •        «*    . 

9  =  4asmY> 

da  die  Länge  der  Normale  N  =  MA  =  2a  sin  y,  Fig.  72,  ist, 

so  wird  der  Krümmungshalbmesser  durch  Verdopplung  der  Nor- 
male erhalten. 

Weiter  findet  man 

rco  =      a  (w  +  sin  w) 

yo  =  — «(1  — cosw); 
vrird     eine     Translation 
des    Goordinatensystems  o 
ausgeführt  in  der  Weise, 


Flg.  72. 


sich  ergibt,   so^  hat  man  für  die  neuen  Goordinaten  die  Aus- 
drücke 

^o'"*  ^(^  —  *  +  sinw)  =  a(u  —  %  —  8in(w  —  «)) 
y^'— a(l  -f-  cos  u)  =—  a(l  —  cos(m  —  «)) , 

Äo  dass,  wenn  noch  u  —  «  =  u   gesetzt  vnrd, 
x^  —  a{u —  sin  w') 
y^  —  a(l  —  cosw') . 

Daraus  geht  hervor,  dass  die  Evolute  der  Cydoide  eine 
ihr  congruente  Cycloide  ist,  gegen  sie  verschoben  im  Sinne 
der  o;- Aze  um  sra,  im  Sinne  der  Ordinatenaxe  um  —  2a, 

Die  Länge  des  Bogens   OC^  der  Evolute  ist  gleich  dem 

Osuber,  Vorlenrngen.  L  26 
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Unterschiede  der  Krümmungsradien  in  C  und  0;  der  erste  ist 
4a,  der  zweite  0,  daher  arc  Q(7o=  arc  OC  =  4a  und  arc  OCB 
=  8a. 

165.  Die  Bestimmung  des  Krümmungshalbmessers  und  Krüm- 
mungsmittelpunktes für  eine  auf  ein  Polarsystem  bezogene 
Curve  gestaltet  sich  folgendermaassen. 

Die  Tangente  MT  des  betrach- 
teten Punktes  Jf,  Fig.  73,  mit  den 
Coordinaten  r/g)  bilde  nüt  der  Ver- 
längerung des  Radiusvectors  den 
Winkel  6,  mit  der  Polaraxe  den 
Winkel  r;  vermöge  der  Beziehung 
r  =  0  +  9 

ist  der  Contingenzwinkel 
dr  =  d0  -f-  d(p, 
und  da  0  =  arctg-^  (l^O),  weiter 

«^  ~    y«  4.  /i  dq>-i'd(p=      ^^^^., d<p ; 

femer  ergab  sich  für  das  Bogendifferential  der  Ausdruck 
(149,  (11)) 

ds  =  yr^  +  r^dq>. 
Mithin  ist  der  Krümmungshalbmesser 

(22)  p=       (^'  +  0^ 

(ygL  64,  1));  er  ergibt  sich,  falls  man  die  Wurzel  im  Zahler 
positiv  nimmt,  positiv  oder  negativ,  jenachdem  die  Gurve 
im  Punkte  M  gegen  den  Pol  concav  oder  convex  ist  (l4l). 

Der  erstere  dieser  beiden  Fälle  liegt  der  Fig.  78  zugrunde;   . 
die   nach   der   concaven   Seite   der   Gurve    gezogene   Normale 

schüesst  mit  der   Leitstrahlverlangerung   den  Winkel   ö  +  -0" 

ein;  wird  q  von  M  aus  gegen  Sl  abgetragen,  so  ergibt  sich 
der  Krümmungsmittelpunkt  Sl,  dessen  Goordinaten  tJ^Pq  sein 
mögen.  Die  Projection  des  Linienzuges  OSIM  auf  den  Radiua» 
vector  gibt  die  Gleichung 

(23)  ro  cos(g)o  —  9)  —  P  cos  (o  +  y)  =  r 
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und  seine  Projection  auf  die  zum  Leitstrahl  senkrechte  Gerade 
SIQ  iie  Gleichung 

(24)  rosin(g)o  —  9)  —  ?  sin(e  +  -j)  =  0. 

Aus  diesen  Gleichungen  erhalt  man  unter  Zuziehung  von  (22) 
und  180,  (32) 


(25) 


ro  C08(9o  —  9>) 


r«+2/«— r/' 


ro  sin(g>o  —  9>)  =  y.  +  a/'-r/- 


zur  Bestimmung  von  r^,  g>o. 

Eliminirt  man  zwischen  den  Gleichungen  (25)  und  der 
Gleichung  der  zugrundeliegenden  Gurve  r,  tp,  80  ergibt  sich 
die  Polargleichung  der  Evolute. 

Die  Gleichungen  (25)  blei- 
ben auch  dann  aufrecht,  wenn 
die  Curve  in  M  gegen  den  Pol 
convex,  q  also  negativ  ist, 
Fig.  74;  dann  nämlich  schliesst 
die  nach  der  concaven  Seite 
gezogene  Normale  mit  der  Ver- 
längerung   des    Radiusvectors   O'' 

den  Winkel  9 ö"  ®^  ^^*^  *^ 

die  Stelle  von  (23),  (24)  treten  die  Gleichungen 

yocos(g>o  -  g>)  —  (— P)  <50s(e  —  y)  =  y 
^0  sin(9)o  —  9>)  —  (—9)  8in(e  —  -j)  =  0, 
die  aber  mit  jenen  sich  decken. 

166.   Beispiele,    1)  Bei  der  archimedischen  Spirale  (181,  1)) 

hat  man  für  den  Krümmungshalbmesser  den  Ausdruck 

(r'  +  g')^ 

^        2a»  +  r« 

und  für  den  Erümmungsmittelpunkt  die  Gleichungen 

26* 
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Ans  den  letzteren  ergibt  sich 


roeoB(9o  —  9>)  —  ga'  +  r« 
•    /  X        (a«  +  r«)a 


a 


daraus  geht  herror,  dass  r^  zwischen  den  Grenzen  -^  ^^^  ^ 
gelegen  ist,  die  untere  Grenze  ßor  r^=0  annimmt  nnd  der 
oberen  fOr  lim  r  =00  sich  nähert;  infolge  dessen  ist  die 
Eyolnte  der  archimedischen  Spirale  zwischen  den  beiden  Kreis- 
linien r  as  _  und  r^^a  eingeschlossen  nnd  nähert  sich  der 
letzteren  asymptotisch. 

2)  Die  logarithmische  Spirale  (ISI,  3)) 

r  =  a^9  (a  >  0) 

hat  den  Krfimmungshalbmesser 

nnd  f&r  den  Erümmungsmittelpnnkt  gelten  die  Gleichungen 

rocos(9>^j— 9)  =  0 

aus  welchen  sich  zunächst 

9o  —  9  =  ±  Y 

ergibt,  jenachdem  m  positiy  oder  negatiy  ist;   hiermit  liefert 

die  zweite 

r^  =  +  fnr. 

Die  Elimination  Ton  r,  ip  gibt 


'0  " 


-f-  mae 


«(vo  +  t). 


setzt  man  +mae       *  ^^  A,  so  schreibt  sich  diese  Gleichung 

und  lasst  erkennen,  dass  die  Evolute  der  logarithmischen  Spi- 
rale eine  ihr  congruente  Gurre  ist. 

3)  Die  gemeinsame  Polargleichung  der  Eegelschnittslinien 
kutet 
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Fig.  76. 


dabei  dient  ein  Brennpunkt  F,  Fig.  75,  als  Pol,  die  Brenn- 
punktsaxe  als  Polaraxe  und  bedeutet  p  den  Halbparameter, 
B  die  numerische  Excentricität,  welche  ein  echter  Bruch,  die 
Einheit,  ein  unechter  Bruch  ist 
beziehungsweise  bei  der  Ellipse, 
der  Parabel  und  der  Hyperbel; 
£  =  0  entsprache  der  Kreis. 
Mit  Hilfe  der  Ableitungen 
/ jpcsing} 


(1  4-  6  COB  tpY 

ergibt  sich  der  Krümmungshalb- 
messer 

|vT+j7cÖ8^;+T«|« 

^  ^l  1  +  «C08  9  J 

Weil  die  Curve  concav  ist  gegen  den  Pol,  so  bildet  ihre 
Normale  mit  der  Verlängerung  des  Badiusyectors  den  Winkel 

9  +  Y  7  niit  dem  Radiusvector  selbst  also  den  Winkel 


—  9 


und  ist  somit 

woraus 
sin^  ^ 


cotg^  =  tg9=  ^  = 


1  -{-  B  COS  fp 


£  smqp 


B  Sin  9 


cos^  = 


1  +  e  cos  9 


j/1  +  2  e  cos  9  4-  «• 


1/1  +  2e  cos 9  +  «•' 
Hiemach  ist  zunächst 

"        cos"-^' 
Bezeichnet  man  femer  die  Länge  der  Normale  MN  mit 
N,  so  folgt  aus  dem  Dreieck  NFM 

ü 
f 
und  da 

8m(g> — i>)  ^^  "« *«  '*'^«'  *''  —  »''^  •'•  '»'^-  *- ^^ 

o  ist 


sin  9 
sin  (9  —  ^) ' 

sin  9  cos  ^  —  sin  ^  cos  9 


■|/l  +  2fiC0B9  +  t* 


■*^  1  4-  £  cos  OD 


COS  -^ ' 
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Demnach  hat  man  auch 

^     N 

und  kann  anf  Grund  dieser  Gleichung  q  und  somit  auch  den 
Erümmungsmittelpunkt  leicht  construiren^  indem  man  NQ 
senkrecht  zu  MN  und  hierauf  QSl  senkrecht  zu  MF  fÖhrt; 
es  ist  dann  MSI  =  q  und  Sl  der  Erümmungsmittelpunkt. 

§  7.    Die  sing^ulftren  Ponkte  ebener  Corven. 

157.  Wenn  die  Ordinate  y  als  eindeutige  stetige  Function 
Ton  X  definirt  ist  und  an  der  Stelle  Xq  einen  vollständigen 
endlichen  Differentialquotienten  besitzt^  so  heisst  der  Punkt 
a?o/yo  ®i^  gewöhnlicher  Punkt  der  betreffenden  Gurre.  Das 
geometrische  Merkmal  eines  solchen  Punktes  Mq,  Fig.  76^ 
Pig  70  besteht  darin^  dass  die  Gurve  in  dem- 

selben eine  Tangente  jT'T"  besitzt, 
und  dass  die  Strahlen  M^W,  M^M'\ 
welche  ihn  mit  den  ihm  beiderseits 
naheliegenden  Punkten  M\  M"  ver- 
binden, mit  den  Strahlen  M^T\  M^T" 
kleine  Winkel,  mit  einander  also  einen 
-xir  dem  gestreckten  nahe  gleichkommen- 
den Winkel  einschliessen.  Diese  Merk- 
male bleiben  auch  bestehen,  wenn  M^  ein  Wendepunkt  ist. 

Zu  besonderen  Erscheinungen  ist  dann  Anlass  gegeben, 
wenn  y  oder  sein  Differentialquotient  oder  beide  zugleich  für 
einzelne  Werte  von  x  aufhören  definirt  zu  sein,  oder  wenn  y 
als  mehrdeutige  Function  von  x  gegeben  ist. 

Wir  fassen  zunächst  den  letzten  Fall  ins  Auge  und  nehmen 
an,  eine  algebraische  Gurve  n-ter  Ordnung  sei  durch  die 
Gleichung 

(1)  /•(^,»)-o 

gegeben,  deren  linke  Seite  die  Form  einer  rationalen  ganzen 
Function  (18)  hat. 

Ist  m  (^  n)  der  Grad  der  Gleichung  in  Bezug  auf  y,  so 
entsprechen  jedem  besonderen  Werte  von  x  m  reelle  oder 
complexe  Werte  von  y.  Sind  diese  sammtlich  unter  einander 
verschieden  und  ertheilt  man  dem  x  einen  genügend  kleinen 
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Zuwachs  h,  so  werden  auch  die  zu  a?  +  Ä  gehörigen  Werte 
Ton  y  unter  einander  verschieden  sein  und  den  früheren  sehr 
nahe  liegen,  in  der  Weise,  dass  jedem  Werte  y  der  ersten 
Gruppe  ein  bestimmter  Wert  der  zweiten  Gruppe  sich  wird 
zuordnen  lassen,  der  sich  umsoweniger  von  ihm  unterscheidet, 
je  kleiner  h  angenommen  ward.  In  solcher  Weise  lassen  sich 
die  Wurzeln  y  der  Gleichung  (1)  nach  dem  Princip  der  Stetig- 
keit zu  Functionszweigen  zusammenstellen,  und  jedem  Functions- 
zweige  entspricht  ein  Zweig  der  algebraischen  Curve;  die  geo- 
metrische Darstellung  berücksichtigt  nur  die  reellen  Zweige, 
indessen  können  auch  die  imaginären  Zweige  in  dieser  Dar- 
stellung in  gewissem  Sinne  zum  Ausdruck  gelangen. 
Stellt 

(2)  y  -  q>{x) 

einen  f&r  einen  Bereich  Ton  x  reellen  Zweig  yon  (1)  und 

(3)  y^i>(x) 

einen  anderen  zumindest  in  demselben  Bereich  reellen  Zweig 
dar,  so  werden  diese  beiden  gemeinsame  Punkte  aufweisen, 
sofern  die  Gleichung 

^{x)^if(x) 

innerhalb  jenes  Bereichs  reelle  Wurzeln  besitzt;  ist  x^  eine 
solche  Wurzel,  so  ist 

eine  doppelte  zu  Xq  gehörige  Wurzel  von  (1),  die  beiden 
Aste  (2),  (3)  schneiden  sich  in  x^^/y^  oder  berühren  einander 
dort,  Fig.  77  a)  und  b);    die   erste   Er-  ^^  ^^ 

scheinung    bezeichnet    man    als    Selbst-  fp 

durchschnitt  oder  Knoten^rikt^  die  zweite  / 

als  Selbstberührung  des  ganzen  durch  (1) 
dargestellten  Gebildes. 
Bedeutet 

einen   Zweig,   welcher    beispielsweise   in    ^) 

dem  Intervalle  ( —  cx>,  x^  complexe  und 

in  dem  IntervaUe  (a?o,  +  <x>)  reelle  Werte  von  y  gibt,  also 

nur  in  dem  letzteren  Intervalle   reell  ist,   so  gehört  zu  ihm 

noihwendig  ein  anderer  Zweig 


a)     'y'k^^* 
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y  =  *(^) 
mit  denselben  Beellitatsyerhältnissen,  weil  in  einer  Gleichung 
mit   reellen   Coefficienten    complexe   Wurzeln    paarweise   vor- 
kommen; und  da  die  Paare  conjugirt  sind^  so  haben  q>{x)y  if{x) 
in  dem  Intervalle  ( — oo,  Xq)  die  Formen 

wobei  '^i{po)y'^i{^  stetige  reelle  Functionen  bedeuten;  an  der 
Stelle  a?o  werden  beide  Functionen  reell  in   der  Weise,  dass 
Flg.  78.  'sraC^o)^^   wird;   in   demselben   Augen- 

blicke wird 

yo  =  9>(^o)  =  ^(^o)  =  'STiCaJo), 

so  dass  die  reellen  Theile  der  Zweige  im 
Punkte  x^/y^  zugleich  beginnen.  Dies 
kann ,  wie  in  Fig.  78,  so  geschehen,  dass 
der  Punkt  M^  den  Charakter  eines  ge- 
wöhnlichen Punktes  aufweist,  und  er  würde  sich  als  solcher 
auch  analytisch  zu  erkennen  geben,  wenn  man  in  der  Glei- 
chung (1)  X  statt  y  als  abhängige  Variable 
auffasste.  Schliessen  sich  die  reellen  Theile 
der  Zweige  in  anderer  Weise  zusammen,  so 
geschieht  dies  immer  so,  dass  sie  hier  eine 
und  dieselbe  Tangente  haben,  Fig.  79,  a) 
und  b);  die  Erscheinung,  welche  dadurch  zu- 
stande kommt,  heisst  Spitze  *)  der  Curve  (1), 
und  zwar  Spitze  erster  Art,  wenn  sie  die 
Form  a)   hat,  und  Spitze  zweiter  Art  im  Falle  b). 

Dass  die  reellen  Theile  der  Zweige  nicht  mit  verschiede- 
nen Tangenten  von  M^  ausgehen  können,  lässt  sich  folgender- 
maassen  erkennen.  Es  ist  eben  gezeigt  worden,  dass  bei  einer 
algebraischen  Curve   dort,  wo  ein  reeller  Ast  beginnt,  noth- 


a) 

Fig. 

79 

a)  und  b). 

-*^ 

7 

N^  .1^ 

h). 

2^ 

// 

'^^    % 

*)  Für  die  Spitze  sind  auch  die  Benennungen  Bückkehrpunkt  und 
stationärer  Punkt  gebiAucUich,  von  der  geometriBchen  Anschauung  her- 
geleitet, dass  ein  die  Gurre  stetig  durchlaufender  Punkt  dort  angekom- 
men zurückkehren,  aber  auch  einen  Augenblick  stillstehen  muss. 
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wendig  zugleich  ein  zweiter  beginnen  müsse.  Differenfcürt  man 
die  Gleichung  (1)  nach  Xy  wodurch 

erhalten  wird^  und  eliminirt  man  zwischen  dieser  Gleichung 
und  (1)  y,  so  ergibt  sich  wieder  eine  algebraische  Gleichung 

welche  den  Verlauf  der  Tangente  bei  (1)  darstellt;  fasst  man 
hier  y'  als  Ordinate  auf  ^  so  kommt  man  wieder  zu  einer  algebrai- 
schen Curve.  Dem  Zweige  9?,  Fig.  79,  entspricht  ein  Zweig  9'^ 
dieser  neuen  Curve  und  ebenso  dem  Zweige  ^  ein  Zweig  ^',  und 
hatten  g>,  if)  in  Mq  verschiedene  Tangen- 
ten^  so  begännen  die  zugehörigen  Zweige 
von  F{Xy  y')  =  0  bei  x^  an  verschiede- 
nen Stellen  wie  Fig.  80,  eine  Erscheinung, 
die  oben  als  unmöglich  bei  einer  alge- 
braischen Curve  erkannt  wurde. 
Ist  der  Zweig 

y  =  q>{x) 
im  ganzen  Verlaufe  imaginär,  hat  also  (p{po)  beständig  die  Form 

u{x)  +  iv{x), 
wobei  ti(a;),  v{x)  reelle  Functionen  bedeuten,  so  gehört  zu  ihm 
aus  bereits  angeführten  Gründen  ein  zweiter  imaginärer  Zweig 

y  —  ^{x) 
derart,  dass  if{x)  die  Form 

u{x)  —  iv{x) 
hat,  so  dass  die  zu  einem  speciellen  Werte  von  x  gehörigen 
Werte  von  q>{x)  und  it>{x)  jedesmal  conjugirt  complex  sind. 
Hat  nun  die  Gleichung 

v{x)  =  0 
reelle  Wurzeln,  und  ist  x^  eine  solche,  so  wird  für  sie  sowohl 
fp{x)  wie  if{x)  reell  und  überdies 

so  dass  die  imaginären  Zweige  den  vereinzelten  reeUen  Punkt 
^o/^o  gemein  haben;  ein  solcher  Punkt  wird  als  isdirter  oder 
canjugirter  Punkt  der  Curve  (1)  bezeichnet. 
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Damit  sind  die  einfachsten  besonderen  Erscheinungen  an- 
gedeutet^ welche  bei  algebraischen  Gurren  auftreten  können. 
Man  gibt  den  Punkten^  welche  hier  als  Knotenpunkt  (oder 
Selbstberührungspunkt),  Spitze  und  isolirter  Punkt  bezeichnet 
worden  sind,  den  gemeinsamen  Namen  singulare  Punkte^  welchen 
Namen  alle  Punkte  erhalten,  in  welchen  eine  Gurve  ein  anderes 
Verhalten  zeigt  als  das  bei  dem  gewöhnlichen  Punkte  be- 
schriebene. 

158.  Um  die  Natur  eines  Punktes  x^/y^y  welcher  dem 
durch  (1)  dargestellten  Gebilde  angehört,  festzustellen,  schlagen 
wir  folgenden  Weg  ein. 

Durch  Translation  des  Coordinatensystems  werde  die  Glei- 
chung (1)  derart  transformirt,  dass  der  Punkt  x^/y^^  Ursprung 
wird;  die  diesbezüglichen  Transformationsgleichungen  lauten 

X  =  X^  +  l  y^y^^n 

und  die  transformirte  Gleichung  ist  (99,  (41)) 
/*(^o  +  S,  Vii  +  n) 

oder  aber,  weil  ({x^,  y^)  =  0  ist, 

(4)  m  +  f;,v + i(m'  +  2fZyAfi + Qf,*)  + — 0. 

Die  Abscissen  der  Schnittpunkte,  welche  die  durch  den 
neuen  Ursprung,  also  durch  den  betrachteten  Punkt  Mq  der 
Gurve  gelegte  Gerade 

(5)  v  =  n 

mit  der  Gurre  bestimmt,  ergeben  sich  aus  der  Gleichung 

(6)  (/•4.  +  </',:)h-t(/"v+2/;v.<+/v><*)i*  + — 0. 

Sind  f^y  fy^  nicht  gleichzeitig  Null,  so  hat  diese  Glei- 
chung 1  =  0  zur  einfachen  Wurzel,  die  Gerade  (5)  also  mit 
der  Gurve  in  M^  im  Allgemeinen  nur  einen  Punkt  gemein, 
imd  man  bezeichnet  daher  M^  als  einfachen  Punkt  der  Gurve. 
Nur  wenn  der  BichtungscoefQcient  t  so  bestimmt  wird,  dass 

ist,  hat  die  Gerade  (5)  in  M^  mit  der  Gurve  mindestens  zwei 
vereinigt  liegende  Punkte  gemein  und  ist  Tangente  der  Gurve 
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in  diesem  Punkte;  der  Punkt  ist  damit  zugleich  als  gewöhn- 
licher   Punkt    gekennzeichnet.      Aus    (7)    ergibt    sich^    wenn 

* — k 

und  hiermit 

(8)  f^A+f;.v  =  o 

als  Gleichung  der  Tangente  (125,  (8)).  Mit  Rücksicht  auf  (4) 
kann  also  der  Satz  ausgesprochen  werden:  Geht  eine  algebrai- 
sche Curve  durch  den  Ursprung  des  Coordinatensystems  und  ist 
dieser  ein  einfacher  Punict  derselben,  so  erhalt  man  durch  Nutl- 
setzen  der  Gliedergruppe  erster  Ordnung  unmittelbar  die  Glei- 
chung der  Tangente  im  Ursprung. 

Wäre  fy^  =  0,  dagegen  f^^  ^  0,  so  ersetze  man  t  durch 

—  und  findet   ir  =  0,  so    dass   £  =»  0   oder  die  Ordinatenaxe 

zur  Tangente  wird. 

Wir  gehen  nun  zu  dem  Falle  über,  wo  gleichzeitig 

(9)  U  =  o        /•,;  =  o 

ist;  wenn  nicht  auch  alle  drei  Differentialquotienten  zweiter  Ord- 
nung zugleich  verschwinden,  so  beginnt  nunmehr  die  Gleichung 
(6)  mit  einem  Gliede  zweiten  Grades  in  Bezug  auf  |  und 
lautet  allgemein 

rrjTä  (^v  +  3/-vV.<+  3/;;..<»+ /•,;;;<»)  l»+ ...  =  O; 


(10) 


sie  hat  1  =  0  zur  zweifachen  Wurzel,  die  Gerade  (5)  schneidet 
also  die  Gurre  im  Punkte  Mq  zweifach,  mit  anderen  Worten, 
sie  schneidet  dort  zwei  —  reelle  oder  imaginäre  —  Äste  der 
Gurre,  und  deshalb  wird  nun  Mq  ein  etoeif acher  oder  ein 
Doppelpunkt  der  letzteren  genannt.  Für  diejenigen  Geraden, 
deren  Bichtungscoefficient  die  Bedingung 

(11)  /-v +2/-;v +/■;:•<» =0 

erfüllt,  fallen  in  Mq  mehr  als  zwei  Punkte  der  Gurre  zu- 
sammen, diese  Geraden  sind  die  Tangenten  an  die  durch  Mq 
yerlaufenden  Gurrenzweige. 
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In   Betreff  der  Wurzeln   der   Gleichung   (11)   sind  aber 
mehrere  Falle  zu  unterscheiden. 

a)  Ist  die  Discriminante 

so  hat  (11)  zwei  verschiedene  reelle  Lösungen,  durch  M^ 
gehen  zwei  reelle  Zweige  mit  yerschiedenen  Tangenten,  M^ 
ist  also  ein  Knotenpu/M;  (Fig.  71,8)), 

b)  Ist  die  Discriminante 

f^'o^fv'o^  —  fxolo  =  ö; 
so  besitzt  (11)  zwei  gleiche  reelle  Lösungen,  die  beiden  durch 
Mq  laufenden  Gurvenzweige  haben  hier  eine  gemeinsame  Tan- 
gente-, dies  kann  verschiedene  Erscheinungen  an  der  Gurve 
bedingen:  einen  SelbstberührungspmJct  (Fig.  77,  b))  oder  eine 
Spitze  (Fig.  79)  oder  einen  isolirten  Funkt  ^).  Ob  das  eine 
oder  das  andere  zutrifft,  muss  eine  weitere  Untersuchung  fest- 
stellen. Gibt  es  zu  beiden  Seiten  von  Mq  reelle  Werte  von 
X  und  y,  so  ist  Selbstberührung  vorhanden;  sind  nur  zu 
einer  Seite  von  Mq  reelle  y  oder  reelle  x  vorhanden,  so  hat 
man  es  mit  einer  Spitze  zu  thun  —  ob  mit  einer  der  ersten 
oder  der  zweiten  Art,  darüber  entscheidet  die  Richtung  der 
Goncavitat  der  beiden  Aste  in  Mq  (140)  — ;  gibt  es  in  der 
Umgebung  von  Mq  auf  keiner  Seite  reelle  y,  so  ist  Mq  ein 
isolirter  Punkt. 


*)  Dass  in  einem  isolirten  Punkte  eine  reelle  Tangente  existiren 
kann,  ist  analytisch  so  zu  erkennen.    Sind 
y  =:  u{x)  +  iv{x) 

y  «s  u{x)  —  %V{X) 

zwei  coigugirt  imaginäre  Zweige,  so  ist  für  einen  isolirten  Punkt  x^/y^^ 
der  aus  diesen  Zweigen  sicli  ergibt, 

die  Tangenten  an  diesen  Punkt  im  neuen  Coordinatensysteme  haben 
die  Gleichungen 

7]  =  {u\x^)  +  %v\Xf^))i 

71  =  (u  («,>)  — tt?'(a;o))S; 
im  Allgemeinen  sind  diese  Tangenten  imaginär;   sie  werden  reell  und 
fallen  gleichzeitig  zusammen,  wenn 

wenn  also  x^  eine  mehrfache  Wurzel  der  Gleichung  «(o;)  =  0  ist 
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c)  Ist  endlich  die  Discriminante 

60  hat  (11)  imaginäre  Wnrzebi  und  es  gehen  durch  M^  zwei 
imaginäre  Gurvenzweige,  Jf^  ist  also  ein  isolirter  Funkt 

An  dieser  Stelle  genüge  der  Hinweis  auf  die  Analogie 
zwischen  den  Kriterien  eines  Doppelpunktes  der  Curve  f{Xy  y)=0 
und  denjenigen  fOr  einen  extremen  Wert  der  Function  f{Xj  y) 
(119);  später  wird  diese  Analogie  geometrische  Deutung  erfahren. 

Ersetzt  man  in  (11)  t  durch  den  Wert  aus  (5),  so  ergibt 
sich  fOr  das  System  der  beiden  Tangenten  im  Punkte  M^  die 
Gleichung 

(12)  m^+^ayM^-fii^n^-Q- 

Würden  im  Punkte  M^  auch  die  drei  Differentialquotienten 
zweiter  Ordnung^  nicht  aber  auch  alle  vier  Differentialquotienten 
dritter  Ordnung  verschwinden,  so  ergäbe  eine  der  obigen  ana- 
loge Erwägung,  dass  der  Punkt  M^  ein  dreifacher  Punkt  der 
Gurre  sei  und  dass  das  System  der  Tangenten  in  diesem  Punkte 
die  Gleichung 

(13)      /-vi*  +  3/-v..l'i?  +  3/-4;i,.|i,«  +  n-^rf  =  0 

habe.  Bezüglich  dieser  Tangenten  gibt  die  Discussion  der 
<^ubischen  Gleichung  (13)  oder  der  Gleichung 

Aufschluss,  welche  die  Richtungscoef&cienten  bestimmt;  der 
grösseren  Zahl  zu  unterscheidender  Fälle  entspricht  eine  grossere 
Mannigfaltigkeit  von  Formen  dreifacher  Punkte. 

Aus  der  geführten  Untersuchung  sind  folgende  Ergebnisse 
zusammenzufassen : 

Die  singtdären  Punkte  einer  Curve  f(x,  y)  =  0  befriedigen 
ausser  der  Gleichung  der  Curve  selbst  auch  noch  die  Gleichungen 
/•;  =  0  undf;  =  0. 

Geht  eine  cdgdyraische  Curve  durch  den  Ursprung^  so  belehrt 
der  Grad  der  Gliedergruppe  niedrigster  Dimension  darüber,  ein 
wievielfacher  Punkt  der  Curve  der  Ursprung  ist;  diese  Glieder- 
gruppe  gleich  Nuü  gesäzt  bestimmt  das  System  der  Tangenten 
im  Ursprung. 
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Das  erläuterte  Yerfahren  ist  auch  auf  transcendente  Gurven 
anwendbar,  sofern  die  Function  f{Xj  y),  welche  die  linke  Seite 
der  auf  Null  reducirten  Curvengleichung  bildet,  in  einem  Punkte 
Xq/j/q,  welcher  den  Gleichungen  f'^O,  /*,' =  0,  /y  =  0  zu- 
gleich genügt,  Taylor 'sehe  Entwicklung  zulasst. 

Ist  eine  Curve  mit  Hilfe  eines  Parameters  u  dargestellt, 
also  in  der  Form 

X^x(u)  y  =  y(u) 

gegeben,  dann  hat  die  Prüfung  auf  singulare  Punkte  mit  der 
Aufsuchung  solcher  Punkte  x,  y  zu  beginnen,  welche  mehreren 
Terschiedenen  Werten  des  Parameters  u  zugleich  entsprechen; 

das  weitere  entscheidet  die  Untersuchung  des  Quotienten  ^yr' 

welcher  die  Richtung  der  Tangente  bestimmt,  in  dem  betreffen- 
den Punkte.     (Vgl.  126,  2)  bis  4),  127,  2).) 

159.  Beispiele.  1)  Aus  der  Gleichung  des  Gartesischen 
Blattes 

a^  —  3axy  -\-  y^  =  0 

ist  unmittelbar  zu  entnehmen,  dass  der  Ursprung  Doppelpunkt 
ist  mit  den  Tangenten  x  =  0,  y  ^0]  die  Curve  bildet  also 
dort  einen  Knoten,  der  die  Goordinatenaxen  zu  Tangenten  hat. 
(Vgl.  126,  4)  und  Fig.  32;  die  drei  Zweige  der  Gurve  sind 
AOBy  OCB,  OD]  der  erste  trifft  mit  dem  zweiten  in  J?,  der 
zweite  mit  dem  dritten  in  0  zu  einem  gewöhnlichen  Punkte 
zusammen.) 

Dass  die  Gurve  ausserdem  keinen  andern  singulären  Punkt 
hat,  geht  daraus  hervor,  dass  die  Gleichungen 

ar^  —  Saxy+y  =  0       3x»  — 3ay=0        — 3aa:  +  3y«=0 

ausser  0/0  keine  andere  gemeinsame  Lösung  besitzen. 
2)  Die  Lemniscate 

(x^  +  ff  -  a\x'  -  y*)  =  0 

hat  den  Ursprung  zum  Doppelpunkt,  und  die  Tangenten  da- 
selbst sind  durch 

x^  —  y^  =  0 

bestimmt;  sie  sind  reell  und  einzeln  durch 

X  —  y  =  0         x-\-y  =  0 
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dargestellt;  folglich  ist  der  Ursprung  Knotenpunkt  und  die 
Tangenten  in  ihm  halbiren  die  Winkel  der  Goordinatenaxen 
(vgl.  127,  2)  und  Fig.  34). 

3)  Die  Gissoide 

(x'-j-y')x  =  2ay^  (a>0) 

hat  im  Ursprung  einen  Doppelpunkt,  die  Tangenten  in  dem- 
selben sind  durch 

bestimmt,  fallen  also  beide  mit  der  Abscissenaxe  zusammen; 
da  nur  zu  positiven  Werten  von  x  reelle  Werte  von  y  gehören, 
so  ist  der  Doppelpunkt  eine  Spitze  imd  zwar  eine  der  ersten 
Art,  weil  vermöge  der  Symmetrie  der  Curve  in  Bezug  auf  die 
Abscissenaxe  die  beiden  Aste  zu  verschiedenen  Seiten  der 
Tangente  im  Rückkehrpimkte  liegen. 

4)  Die  Curve  fönfter  Ordnung,  welche  durch  die  Gleichung 

(y  —  x^*  —  afi  =  0 
dargestellt   ist,   hat    im   Ursprung    einen   Doppelpunkt;   denn 
nach   Entwicklung   der   Potenz   ist    y^   das   Glied    niedrigster 
Dimension.     Die  Gleichung 

y'  =  0 

bestimmt  die  Tangenten,  die  beide  wieder  mit  der  Abscissen- 
axe zusammenfallen.  Man  erkennt  unmittelbar,  dass  zu  nega- 
tiven X  kein  reelles  y  gehört,  wohl  aber  zu  allen  positiven^ 
infolge  dessen  ist  der  Doppelpunkt  eine  ^ 

Spitze.    Die  Auflösung 

lasst  erkennen,  dass  es  eine  Spitze  der 
zweiten  Art  ist ;  denn  so  lange  0  <  a;  <  1, 
sind  beide  Werte  von  y  positiv,  liegen 
also  beide  Äste  der  Gurve  über  der  Ab- 
scissenaxe; erst  bei  a;  =  1  tritt  der  zum 
unteren  Zeichen  gehörige  Ast  unter  die 
Abscissenaxe,  wo  er  dann  verbleibt, 
während  der  andere  bestandig  über  ihr 

64 

liegt.      Der  untere    Ast    hat    an    der    Stelle    ^  =  225   ®i^®^ 

16 

Wendepunkt  und  erreicht  bei   ^  =  05   s®^^®  grösste  Ordinate 
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y  =  oToß   (Fig*  81;   man  nennt  eine  Spitze  zweiter  Art  auch 
Schnabelspitze). 

5)  Die  Fusspnnktcurve  (127)  der  Ellipse  aV+**^  =  ö*t* 
in  Bezug  auf  den  Mittelpunkt  als  Pol  ist  eine  Gurre  vierter 
Ordnung  mit  der  Gleichung 

(a;«  +  y«)«  =  aV  +  6V. 

Der  Ursprung  ist  ein  Doppelpunkt  der  Curve  und  die  Tan- 
genten in  demselben  sind  durch 

aV  +  iY  =  0 

bestimmt;  da  die  linke  Seite  eine  Zerlegung  in  reelle  lineare 
Factoren  nicht  zulässt^  so  ist  der  Doppelpunkt  ein  isolirterPmikt 
Die  Entstehung  dieses  Punktes  ist,  so  lange  man  blos 
die  reellen  Tangenten  der  Ellipse  im  Auge  behalt^  geometrisch 
nicht  zu  erklaren;  nimmt  man  aber  die  imaginären  Asymptoten 
der  Ellipse  als  Tangenten  in  den  unendlich  fernen  imaginären 
Punkten  hinzu  ^  so  klärt  sich  das  Auftreten  des  isolirten  Punktes 
auf*). 

6)  Die  Curve  fünfter  Ordnung 

2y*  —  5a;y«  +  a:»  =  0 

hat^  da  das  Glied  niedrigster  Dimension  vom  dritten  Grade  ist, 
im  Ursprung  einen  dreifachen  Punkt;   die  Tangenten  in  dem- 
selben sind  durch 
xy'  =  0 

*)  Wenn  man  die  in  186  znr  Bestimmung  der  ÄBjmptoten  einer 
algebraischen  Gurre  vorgeschriebene  Rechnung  durchfahrt,  so  erh&lt 
man  fOr  die  Ellipse  die  beiden  imaginären  Asymptoten 

y^±^tx 

und  f^  die  durch  den  Ursprung  zu  ihnen  gelegten,  ebenfalls  imagin&rea 
Lothe  die  correspondirenden  Gleichungen 

in  der  That  ist  nun 

a:=»  0,       y-=  0 

der  gemeinsame  Fusspunlct  dieser  Lothe  und  daher  ein  Punkt  der  Gurre. 
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bestimmt,  eine  davon  ist  die  Ordinatenaxe,  die  zwei  übrigen 
fallen  in  die  Abscissenaxe. 

Über  die  Gestaltung  der  Gurre  gibt  die  Einftlbrung  des 
Parameters  u  mittels  der  Gleichung 


=  ux 


bequemsten  Aufschluss;  man  erhält  so  die  Darstellung 

0^  = 


y*  = 


6u» 
lu^  +  1 


aus  welcher  die  centrale  Symmetrie  der  Curve  hervorgeht.  In 
dem  Intervalle  (0,  +  (x>)  von  u  bleiben  x,  y  endlich  und  ihre 
Werte  beginnen  und  enden  mit 
0/0;  die  Curve  beschreibt  also  im 
ersten  und  dritten  Quadranten  je 
eine   Schleife.     In   dem  Intervalle 

(O,  — Yt)  ®^°^  ^'  ^  reell,  be- 
ginnen mit  0/0  und  enden  mit 
unendlichen  Werten;  die  Curve  hat 

die  Gerade  y  =  —  1/ Y  ^;  welche 

mit  der  positiven  Abscissenaxe  den 
negativen  Winkel  von  41®  2*4' ...  ^ 

einschliesst,  zur  Asymptote.  In  dem  Intervalle  ( — yY^  —  ^^) 
bleiben  x,  y  imaginär.     (Fig.  82.) 

160.  Bei  transcendenten  Curven  können  neben  den  bis- 
her besprochenen  noch  andere  Singularitäten  auftreten,  deren 
algebraische  Curven  nicht  fähig  sind.  Erscheinungen  solcher 
Art  sind  der  Enc^nkt  und  die  Ecke. 

Als  Endpunkt  bezeichnet  man  einen  Pimkt,  in  welchem 
die  Curve  abbricht.  Bei  einer  algebraischen  Curve  tritt  ein 
solcher  Punkt  nie  auf,  weil  dort,  wo  ein  Zweig  derselben  endet, 
nothwendig  ein  zweiter  enden  muss,  wodurch  eine  Spitze  sich 
ausbildet. 

Als  Eckpunkt  bezeichnet  man  einen  Punkt,  in  welchem 
zwei  Äste   enden   und   von   einander   verschiedene  Tangenten 

Csnber,  Vorletimgexi.  I.  26 
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daselbst  besitzen.  Der  analytisclie  Grund^  weshalb  diese  Er- 
scheinung bei  einer  algebraischen  Gurve  nicht  auftreten  kann, 
ist  nach  den  Ausführungen  in  157  der  nSmliche,  welcher  fOr 
die  Unmöglichkeit  eines  Endpunktes  bei  einer  solchen  Gurre 
erkannt  worden  ist. 

In  einem  Endpunkte  kann  nur  von  einem  einseitigen 
Differentialquotienten  der  Ordinate  die  Rede  sein^  in  einem 
Eckpunkte  muss  zwischen  dem  vorwärts  und  rückwärts  ge- 
nommenen Differentialquotienten  unterschieden  werden  (20). 

Beispiele.    1)  Bei  der  transcendenten  Gurve 

ist  die  Ordinate  im  Ursprung  nicht  definirt;  da  jedoch 
lim  e*  =  0  lim  e*  =  +  oo 

ist^  so  nimmt  man  an^  der  zu  negativen  Abscissen  gehörige 
Gurvenast  entspringe  im  Ursprung;  der  zu  positiven  Abscissen 
gehörige  Ast  dagegen  hat  die  Ordinatenaxe  zur  Asymptote. 
Hiemach  hat  der  erstgenannte  Ast  im  Ursprung  einen  End- 
punkt; die  Tangente  in  diesem  Punkte  ergibt  sich  mittels 

^ — iJ; 

da  (108)  lim  y  =  0^  so  fällt  sie  mit  der  Abscissenaxe  zu* 
sammen.  *^~ 

Weil  femer  lim  y=l,  so  ist  die  Gerade  y  =  l  Asymptote 

für  beide  Gurvenäste. 

Der  linke  Ast  hat^  wie  man  aus 

2a:  +  1   4 

y  =  — -i—^ 

erkennt,  an  der  Stelle  x  =  —  y  einen  Wendepunkt  (Fig.  83). 
2)  Bei  der  transcendenten  Gurve 


ist  die  Ordinate  im  Ursprung  gleichfalls  nicht  definirt;  es  ist  aber 

lim  y  =  0 
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und  daher  nimmt  man  an^  dass  sowohl  der  Ast  mit  negativen^ 
wie  der  mit  positiven  Abscissen  im  Ursprung  beginnt. 


Fig.  84. 
Y 


Die  Richtung  der  Tangenten  an  diese  Aste  ergibt  sich 
ohne  Zuhilfenahme  des  Differentialquotienten  direct  durch  Unter- 
suchung von 

y L_, 

1  +  e' 
und  da   lim  -^ ««  1^   lim    J^  ==  0,    so   hat   der   erstgenannte 

«=3—0  *  «=-1-0    ^ 

Ast  die  Halbirungslinie  des  Winkels  X'OT',  der  andere  die 
Abscissenaxe  zur  Tangente;  die  Curve  bildet  daher  im  Ur- 
sprung eine  Ecke  mit  dem  stumpfen  Winkel  von  135^  (Fig.  84). 

§  8.    Einhüllende  Onrven. 

161.  Es  sei  f(x^  yy  u)  eine  eindeutige  stetige  Function 
der  Argumente  Xy  y,  u;  die  Gleichung 

(1)  f(x,y\u)^0 

stellt  dann  ein  System  oder  eine  Schar  ebener  Curven  oder 
ein  Ourvencontintmni  dar;  mit  der  Festsetzung  eines  besonderen 
Wertes  för  u  wird  ein  Element  des  Continuums  oder  eine 
Curve  der  Schar  herausgehoben. 

Wir  nehmen  zunächst  an^  die  Gleichung  (1)  sei  algebraisch 
sowohl  in  Bezug  auf  x,  y  wie  in  Bezug  auf  den  Parameter  u 
und  bezüglich  des  letzteren  vom  Grade  p.  Ertheilt  man  x,  y 
besondere  Werte  x^y  y^  und  löst  die  Gleichung 

/■(^o?  y^y  w)  =  0 

26  • 
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nach  u  auf^  so  erhält  man  die  Parameter  jener  Cnrren  des 
Systems,  welche  durch  den  Punkt  x^/ffQ  gehen;  ist  die  Zahl 
der  reellen  unter  diesen  Curven  q(<p)f  so  sagt  man,  die 
Ebene  werde  durch  das  Curvensystem  im  Punkte  ar^/yo  ?-fach 
bedeckt.  Ist  die  Bedeckung  in  allen  Punkten  der  Ebene 
gleich  vielfältig,  so  bedeckt  das  Curvensystem  die  Ebene  gleich- 
formig. 

Wenn  dagegen  die  Multiplicitat  der  Bedeckung  wechselt, 
so  theilt  sich  die  Ebene  in  Regionen,  die  durch  Curven  von 
einander  geschieden  werden;  und  diese  Curven  sind  es,  welche 
uns  nun  beschäftigen  werden. 

Bei  dem  Übergange  von  einer  Region  zur  benachbarten 
ändert  sich  die  Zahl  der  reellen  Wurzeln  u,  und  da  bei  einer 
algebraischen  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten  immer  gleich- 
zeitig zwei  Wurzeln  aus  dem  reellen  ins  complexe  Gebiet  oder 
umgekehrt  übergehen  und  im  Augenblicke  des  Überganges 
reell  und  gleich  werden,  so  unterscheiden  sich  die  Multipli- 
citätsfactoren  der  Bedeckung  zweier  benachbarten  Regionen 
um  eine  gerade  Zahl  und  werden  an  der  Begrenzung  der  Re- 
gionen zwei  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  einander  gleich. 

Daraus  geht  schon  hervor,  dass  man,  um  die  Grenzlinien 
der  Gebiete  zu  erhalten,  nur  die  Bedingung  aufzustellen  hat^ 
unter  welcher  die  Gleichung  (1)  nach  u  aufgelöst  mehrfache 
Wurzeln  ergibt;  diese  Bedingung  erhält  man  aber;  wenn  man 
zwischen  den  beiden  Gleichungen 

^^  \f:(x,y,u)  =  0 

u   eliminirt;    das  Resultat   dieser   Elimination   wird  Discrimi- 

nante  der  Gleichung  (1)   in  Bezug  auf  u   genannt   und  soll 

symbolisch  durch 

(3)  Dscr«  f(x,  y,  m)  =  0 

dargestellt  werden.  Man  kann  sich  dasselbe  auch  durch  die 
erste  der  beiden  Gleichungen  (2)  vertreten  denken,  wenn  darin 
flir  u  jene  Function  von  Xy  y  gesetzt  wird,  welche  die  Auf- 
lösung der  zweiten  Gleichung  liefert. 

Im  Sinne  dieser  Ableitung  ist  die  Gleichung  (3)  der  Ort 
solcher  Punkte  der  Ebene,   für  welche  die  Gleichung  (1)  eine 
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mehrfache  Wurzel  för  u  ergibt.  Solche  Punkte  sind  aber 
auch  die  mehrfachen  Punkte  der  Gurven  des  Systems;  denn 
da  durch  einen  solchen  Punkt  eine  und  dieselbe  Gurve  des 
Systems  mehreremale  hindurchgeht,  so  gibt  fär  ihn  die  Glei- 
chung (1)  nothwendig  mehrere  gleiche  Lösungen  in  Bezug 
auf  u. 

Wenn  cUso  die  Curven  des  Systems  mehrfache  Punkte  be- 
sitzen, so  ist  der  geometrische  Ort  dieser  Punkte  mit  in  dem 
geometrischen  Gä>ilde  enthalten,  welches  die  Gleichung  (3)  dar- 
stellt, unter  Umständen  bedeutet  die  Gleichung  (3)  diesen  Ort  allein. 

um  die  volle  Bedeutung  dieser  Gleichung,  damit  zugleich 
ihren  Inhalt  fUr  den  FaU  kennen  zu  lernen,  wenn  die  Gurven 
des  Systems  singulare  Punkte  nicht  aufweisen,  gehen  wir  auf 
den  geometrischen  Sinn  der  Gleichungen  (2)  mLher  ein. 

Bei  feststehendem  u  stellt  die  erste  eine  specielle  Gurre 

des  Systems  vor.     Die  linke  Seite  der  zweiten  Gleichung  ist 

der  Grenzwert  des  Quotienten 

fi^j  y,^  +  h)  —  f{x,  y,  u) 
h 

für  limAsaO;  nun  bestimmen  die  beiden  Gleichungen 

W  l/-(a;,y,u  +  Ä)  =  0 

zusammen  die  Schnittpunkte  der  Gurve  u  mit  jener  u-^h,  und 

(5)  /•(«;,  y,  «  +  *)-/•(«,  y,«)  =  0 

ist  die  Gleichung  einer  dritten  Gurve,  welche  auch  durch  diese 
Schnittpunkte  geht  und  daher,  soweit  es  sich  um  diese  handelt, 
statt  der  zweiten  Gleichung  in  (4)  genommen  werden  kann; 
vermöge  87  aber  kann  (5)  weiter  ersetzt  werden  durch 

hf:(x,  y,  u  +  eÄ)  =  0 
oder  schliesslich  durch 
(5*)  f;{x,y,u  +  eh)^0, 

wobei  8  einen  positiven  echten  Bruch  bedeutet.  Demnach  sind 
die  Schnittpunkte  der  beiden  Gurven  (4)  des  Systems  durch 
das  Gleichungspaar 

f(x,  y,u)  =  0 

f;(x,  y,  «  +  eA)  =  0 
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bestimmt.  Halt  man  die  erste  Gurve  fest  und  lasst  die  zweite 
sich  ihr  unaufhörlich  nahem  ^  indem  man  h  zur  Grenze 
Null  führt,  so  bewegen  sich  die  Schnittpunkte  auf  der  ersten 
Gurve  im  allgemeinen  gegen  gewisse  Grenzlagen  hin,  und  diese 
Grenepunkte  oder  let0ten  Schnittpunkte  auf  der  Gurre  w  sind 
durch  die  Gleichungen 

f(x,  y,  w)  =  0 
fu(^,  y,  w)  =  0 

bestimmt.  Der  Ort  dieser  Grenzpunkte,  durch  diese  selben 
Gleichungen,  jedoch  bei  yariablem  u  dargestellt,  ist  eine  Gurve, 
welche  man  als  Einhüllende  oder  Envehppe  des  Gurvenffystems 
(1)  bezeichnet,  wahrend  man  die  Gurven  dieses  Systems  die 
Eingehüllten  nennt. 

Damit  ist  der  volle  Inhalt  der  Gleichung  (3),  wenn  sie 
ein  geometrisches  Gebilde  vertritt,  erkannt:  dieses  Gebilde 
setzt  sich  zusammen  aus  dem  Orte  singulärer  Punkte  der 
Gurven  des  Systems  und  aus  ihrer  Einhüllenden,  oder  es  bedeutet 
auch  nur  das  eine  oder  nur  das  andere.  Die  Entscheidung 
darüber,  welcher  von  diesen  Fällen  zutrifft,  wird  sich  aus 
einem  Satze  des  nächsten  Artikels  ergeben. 

Vorher  mögen  noch  einige  Bemerkungen  hinzugefügt  werden. 

Die  Ergebnisse  beschränken  sich  nicht  nur  auf  den  Fall 
algebraischer  Gleichungen^  sie  gelten,  sobald  f(Xj  y,  u)  und  die 
in  Betracht  gekommenen  Ableitungen  dieser  Function  stetig 
sind  in  einem  Bereiche,  welchem  die  Punkte  der  Gurven  an- 
gehören. 

Dem  Sinne  der  Herleitung  gemäss  existirt  eine  Gurve  (3) 
nur  dann,  wenn  die  Gleichung  (1)  in  Bezug  auf  den  Parameter 
u  zum  mindesten  vom  zweiten  Grade  ist,  die  Ebene  also  durch 
die  Gurvenschar  im  allgemeinen  wenigstens  doppelt  bedeckt 
wird.     Tritt  u  linear  auf,  so  dass  (1)  die  Gestalt  erhalt 

(6)  9(^,»)  +  t*!('(^,y)  =  o, 

so  ergibt  die  Differentiation  nach  u 

i;{x,  y)  =  0 
und  dies  hätte  weiter  auch 
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zur  Folge;  die  beiden  letzten  Gleichungen  bestimmen  eine  An- 
zahl von  Punkten  und  durch  diese  Punkte  gehen  alle  Curven 
des  Systems  (6);  diese  Punkte  vertreten  also  das  Gebilde  (3). 
In  der  That  bilden  die  Curven  (6)  ein  Büschel,  das  die  Ebene 
durchaus  einfach  und  nur  in  den  genannten  Punkten  mehrfach, 
and  zwar  unendlich  vielfach,  bedeckt. 

Haben  die  Curven  (1)  keine  singulären  Punkte,  so  be- 
deutet (3)  nur  die  Einhüllende.  Dies  ist  insbesondere  der 
Fall,  wenn  (1)  ein  System  von  Geraden  ist. 

Man  kann  die  Gleichungen  (2)  auch  als  analytische  Be- 
stimmungen des  Gebildes  (3)  ansehen,  indem  man  ^,  y  als 
Functionen  von  u  auffasst;  dann  ergeben  sich  zur  Bestimmung 
des  RichtungscoefQcienten 

dy 

dy         du 

dx        dx 

du 

der  Tangente  in  einem  Punkte  dieses  Gebildes  die  Gleichungen 

deren  erste  sich  vermöge  der  zweiten  Gleichung  in  (2)  redu- 
cirt,  so  dass  man  schliesslich  zu  dem  gedachten  Zwecke  die 
Gleichungen  hat: 

''  du^  '^  du       ^ 

n'f     dx  ^^   ^n    dy  ^n 

^"*5;j*T-^y  5- *=  —  ;«•; 

diese  aber  geben  eine  Bestimmung  für  ^  und  -^  nur  dann, 
wenn  die  Determinante 


U3$      fuy 


(7) 

nicht  identisch  Null  ist. 

162.  Die  Einhüllende  steht  zu  den  Eingehüllten  in  einer 
geometrischen  Beziehung,  welche  sich  in  folgendem  Satze  aus« 
spricht:  Die  Einhüllende  berührt  jede  Eingehiälte  in  deren 
Grens^pwMm, 
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Für  einen  Punkt  xjy  der  Corve  u  des  Systems  ergibt 
sich  der  BichtungscoefQcient  der  Tangente  aus  der  Gleichung 

(8)  /x'+/-;g  =  0; 

war  der  Punkt  Orenzpunkt,  so  gehört  er  auch  der  Einhüllen« 
den  an,  erfüllt  die  Gleichung  fi  =  0,  und  der  Bichtnngs- 
coefiBicient  der  Tangente  an  die  Einhüllende  in  ihm  folgt  nach 
der  unter  (3)  gemachten  Bemerkung  aus  der  Gleichung 

(9)  ^;  +  /-;||H-/-:(g)  =  o, 

in  welcher  (~^j  den  vollständigen  Differentialquotienten  von  w, 

das  jetzt  Function  von  a?,  y  ist,  in  Bezug  auf  x  bedeutet;  ver- 
ißöge  fi  =  0  aber  fallt  die  Gleichimg  (9)  mit  (8)  und  infolge 
dessen  auch  im  Grenzpunkte  xly  die  Tangente  an  die  Ein- 
hüllende mit  der  Tangente  an  die  Eingehüllte  zusammen. 

Zwischen  der  Ortscurve  der  singulären  Punkte  und  den 
Curven  des  Systems  findet  Berührung  im  allgemeinen  nicht 
statt;  nur  ausnahmsweise  kann  jene  Ortscurve  auch  Einhül- 
lende sein. 

Sind  die  Linien  des  Systems  (1)  Gerade,  so  bilden  sie  die 
Tangenten  der  Einhüllenden.  Die  Evolute  einer  Curve  kann 
hiemach  auch  als  die  Einhüllende  der  Normalen  erklärt  wer- 
den (158). 

168.  Enthält  die  Gleichung  des  Gurvensystems  zwei  Para- 
meter ü,  v,  so  dass  sie  die  Form 

(10)  f(x,  y,  u,v)  =  0 

hat,  und  besteht  zwischen  den  Parametern  eine  Gleichung 

(11)  g>(«,«)  =  o, 

SO  kann  man,  wenn  es  nicht  leicht  angeht,  den  einen  Para- 
meter mittels  (11)  durch  den  andern  auszudrücken  und  aus 
(10)  zu  beseitigen,  den  folgenden  Weg  einschlagen. 

Man  betrachte  u  als  den  unabhängigen  Parameter;  dann 
gibt  die  Differentiation  von  (10)  nach  demselben  das  Resultat 
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dv 


der  Differentialquotient  -r-  aber  ergibt  sich  mittels  (11)  aus 


(12) 


=  0 


vollzieht  man  seine  Elimination^  so  kommt  die  Gleichung 

zustande.  Die  Elimination  von  u,  v  zwischen  den  drei  Glei- 
chungen (10),  (11),  (12)  liefert  das  durch  (3)  bezeichnete 
Gebilde. 

Ahnlich  hätte  man  vorzugehen,  wenn  n  durch  n  —  1  Glei- 
chungen verbundene  Parameter  vorhanden  wären. 

164.  Beispiele,  1)  Die  Evolute  der  Parabel  y*  =  2px 
als  Einhüllende  der  Normalen  ergibt  sich  in  folgender  Weise. 
Die  Gleichung  der  Normale  im  Punkte  x/y 

n-y  =  -j{l  —  x\ 

auf  die  Form 

f-2p{^-p)y-2p^n^0 

gebracht,  enthält  nur  den  Parameter  y;  bildet  man  die  Discri- 
minante  in  Bezug  auf  diesen,  so  entsteht 


8jp» 


27 


(6-i>)'  +  i>V  =  o 


Fig.  86. 


oder 


'>'=8fe(S-*)' 


als  Gleichung  der  Evolute  (164, 1)). 
Die  Evolute  theilt  die  Ebene  in 
zwei  Gebiete,  wovon  das  eine,  dem 
der  Punkt  P,,  Fig.  85,  angehört, 
durch  die  Normalen  der  Parabel 
dreifach,  das  andere,  in  welchem 
P^  liegt,  einfach  bedeckt  wird;  in 
den  Punkten  P  der  Evolute  selbst 
findet  dreifache  Bedeckung  statt, 
jedoch  so,  dass  zwei  der  Normalen  in  eine  zusammenfallen. 
2)  Eine  Strecke  AB^  Fig.  86,  von  constanter  Länge  a 
gleitet  mit  ihren  Endpunkten  auf  den  Schenkeln  eines  rechten 
Winkels;  es  ist  ihre  Einhüllende  zu  bestimmen. 
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Macht  man  die  Schenkel  des  rechten  Winkels  zu  Coor- 
dinatenaxen^  bezeichnet  mit  p  die  Länge  des  aus  0  auf  AB 

gefällten  Lothes  und  mit'  u  seinen 

Neigungswinkel  gegen   OX,  so  ist 

rc  cosM  +  y  sinw  — p  =  0 

die  Gleichung  der  Geraden  AB*^  dA 
aber  p  ^  OA  cos«  =  a  'sinw  cos u, 
so  nimmt  diese  Gleichung^  wenn 
alle  Bedingungen  der  Aufgabe  aus- 
gedrückt werden  y  die  endgiltige 
Form 

arcosw  +  ysin«  —  asin«  cosi*  =  0 
an.  Differentiirt  man  sie  in  Bezug  auf  den  Parameter^  so 
entsteht 

—  xsmu  +  y  cosw  —  a(cos*w  —  sin*«)  =  0 

und  diese  Gleichung  stellt  wieder  eine  Gerade  dar^  welche  die 
AB  im  Grenzpunkte  sehneidet;  schreibt  man  die  Gleichung  in 
der  Gestalt 

—  {x  —  a  sin«)  sin«  +  (y  —  a  cos«)cosm  =  0, 

so  erkennt  man,  dass  diese  Gerade  auf  AB  normal  steht  und 
durch  den  Punkt  C  geht,  welcher  die  vierte  Ecke  des  über 
AOB  Terzeichneten  Rechtecks  bildet. 

Löst  man  die  beiden  vorhandenen  Gleichungen  nach  Xy  y 
auf,  so  kommt 

rc  =  a  sin'« 

y  =  a  cos'«; 
zum  Zwecke  der  Elimination  von  «  erhebe  man  beides  zur  Potens 
-^  und  bilde  die  Summe:  dadurch  entsteht 
(13)  a;*  +  yl  =  a* 

als  Gleichung  der  Einhüllenden.  Dieselbe  ist  eine  Gurre 
sechster  Ordnung  (154,  2))  mit  vier  vom  Ursprung  um  a  ab- 
stehenden Spitzen  in  den  Coordinatenaxen  und  föhrt  den 
Namen  Asiraide. 

3)  Die  von  einem  leuchtenden  Punkte   F^  Fig.  87,  aus- 
gehenden Strahlen  werden  an  der  Trennungslinie  YT  zweier 
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heterogenen  Medien  gebrochen;  es  ist  die  Einhüllende  der  ge- 
brochenen Strahlen  zu  bestimmen. 

Als  AbsciBsenaxe  diene  die  Senkrechte  zu  TT'  durch  den 
Punkt  F]  der  Einfallswinkel  des  Strahles  FA  heisse  a,  der 
Brechungswinkel  ß,  der  Brechungsexpo- 
nent bei  dem  Übergange  Yom  Medium 
links  zu  jenem  rechts  von  TT'  sei  n; 

dann  ist 

sina 


Flg.  87. 


sinß 


=  W. 


Die  Qleichung  des  gebrochenen  Strahls  in 
der  Hesse 'sehen  Normalform,  FO  =  c 
gesetzt,  lautet 

a?  cos (y  +  /j)  +  y  sin (y  +  /s)  —  c  tga  cos/}  =  0 
und  mit  Bücksicht  auf  obige  Gleichimg  ausgefOhrt 

.      /,     ,  a  nC  Bin  ß  COB  ß  r, 

—  a?  sin^  +  y  cos/3  —     !^==^  =  0. 

yl  —  n*  Bin* ß 

Differentiirt  man  sie  in  Bezug  auf  ß,  so  entsteht 


—  rr  cos  j3  —  y  sin  j3  — 


nc  (ooB*  ß  —  Bin»  p  +  n*  ein*  (?) 


(1  —  «»  sin»  p)* 

Durch  Auflösung  beider  Gleichungen  in  Bezug  auf  Xy  y  ergibt  sich 

nc  cob'P 


iJU  ==  

(1  —  w«  Bin»  (3)* 

y  = 

«c(l  — «■)9in»^ 

(1  —  n»8in»(J)* 

hieraus  folgt  zunächst 

X 

COB»  p 

nc 

(1  —  n»  sin«  p)* 
(1  — n«)*8in»/J^ 
(1  — n*8m»/J)*' 

nc 

erhebt  man  beides  auf  die  Potenz  -^,  so  findet   sich  durcb 
Sommirung  als  Gleichung  der  Einhüllenden 

-1. 


(ä)VC^^)' 
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Diese  Linie  ist  also  für  n  <  1  die  Evolute  einer  gewissen 
Ellipse^  die  gebrochenen  Strahlen  sind  Normalen  dieser  Ellipse; 
für  «  >  1  ist  sie  die  Evolute  einer  Hyperbel,  zu  der  die  ge- 
brochenen Strahlen  daher  normal  sind  (154,  2));  der  leuchtende 
Punkt  ist  jedesmal  ein  Brennpunkt  des  betreffenden  Kegelschnitts. 

2  3 

Die  Figuren  88  und  89  bringen  die  Fälle  w  =  y  und  n  =  -^ 
zur  Anschauung.  Die  Einhüllende  führt  hier  den  Namen 
hjOaJcausHsche  Linie. 

Fig.  88.  Fig.  89. 


4)  Aus  den  Punkten  einer  gegebenen  Parabel  als  Mittel- 
punkten werden  Kreise  beschrieben,  welche  durch  den  Scheitel 
der  Parabel  gehen;  es  soll  die  Einhüllende  dieser  Elreise  be- 
stimmt werden. 

Ist  y^  -}-  4ax  =  0  die  Gleichung  der  gegebenen  Parabel 
und  bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Mittelpunktes  eines 
der  Kreise  mit  a,  /3,  so  ist  die  Gleichung  des  Elreises 

a?*  +  y*  —  2ax  —  2ßy  =  0, 
wobei  jedoch 

/S«  +  4aa  =  0 

Differentürt  man  beide  Gleichungen  nach   a,   so 


sein  muss. 
entsteht 


•    ^  da 

2«  +  ''3l 


0 
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und  hieraus  durch  Elimination  des  Differentialquotienten 
ßx  —  2ay  =  0] 

die  schliessliche  Elimination  von  Uy  ß  zwischen  dieser  und  den 
beiden  ersten  Gleichungen  gibt  als  Einhüllende 
(x^  +  y^x  =  2ay\ 

also  die  Cissoide  (126^  3)  und  127^  1));  es  ist  leicht,  den  Zu- 
sammenhang dieser  Cissoide  mit  derjenigen  nachzuweisen,  welche 
sich  als  Fusspunktcurre  der  nämlichen  Parabel  in  Bezug  auf 
den  Scheitel  als  Pol  ergibt. 

5)  Über  den  zu  einer  festen  Richtung  parallelen  Sehnen 
eines  gegebenen  Kreises  als  Durchmessern  werden  Kreise  be- 
schrieben; es  ist  die  Einhüllende  derselben  zu  bestimmen. 

Wählt  man  den  Mittelpunkt  des  Kreises  zum  Ursprung 
und  den  zu  den  Sehnen  conjugirten  Durchmesser  zur  Abscissen- 
axe,  so  hat  ein  Kreis  des  Systems  die  Gleichung 

(aj-«)»  +  y«  =  /J», 
wobei 

«»  +  /J«  =  r», 

wenn  r  der  Halbmesser  des  gegebenen  Kreises  ist.  Eliminirt 
man  aus  der  ersten  Gleichung  ß  mit  Hilfe  der  zweiten,  so 
lautet  jene 

x^  +  y^  —  2ax  +  2a«  —  r«  =  0 

und  enthält  nur  mehr  einen  Parameter;  differentiirt  man  nach 
demselben,  so  ergibt  sich 

X  =  2a] 
dies  ist  die  Gleichung  einer  zur  Ordinatenaxe  parallelen  Ge- 
raden, welche  die  Grenzpunkte  aus  dem  Kreise,  also  seine  Be- 
rührungspunkte mit  der  Einhüllenden  ausschneidet;  die  Glei- 
chung der  letzteren  erhält  man  durch  Elimination  von  a  zwischen 
den  beiden  letzten  Gleichungen,  sie  lautet 

und  stellt  eine  Ellipse  dar,  welche  den  in  der  Ordinatenaxe 
liegenden  Durchmesser  des  gegebenen  Kreises  zur  kleinen  Axe 
und  die  Endpunkte  des  dazu  senkrechten  Durchmessers  zu 
Brennpunkten  hat. 
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Aber  nicht  alle  Kreise  des  Systems  stehen  mit  der  EUipae 
in  reeller  Berührung;  dies  findet  nur  so  lange  statt,  als  die 
Gerade  x  =  2a  den  Ereis  schneidet ,  so  lange  also 

2a^a  +/J 


oder 

oder  schliesslich 


a«  <  r«  —  a« 


kl^ 


1/2' 


der  kleinste  wirklich  berührende  Ereis  hat  demnach  die  Mittel* 
punktsabscisse  -y=  und  den  Radius  —p;   alle  kleineren  Kreise 

haben  mit  der  Ellipse  nur  ideelle  Doppelberührung;  die  klein- 
sten unter  diesen  sind  die  Nullkreise  um  die  Brennpunkte. 
6)  Es  ist  die  Einhüllende  des  Curvensystems 
ar»  +  (a?  +  a)(y  —  m)*  —  ax*  =  0 
zu  bestimmen,  wenn  u  der  yeranderliche  Parameter  ist. 
Wenn  man  nach  demselben  differentiirt,  so  entsteht 
(x  +  a)(y-u)  =  0 
und  wenn  man  mit  Hilfe  dessen  u  aus  obiger  Gleichung  eli- 
minirt,  so  ergibt  sich  das  Gebilde 

x^{x  —  a)  =  0, 
das  aus  der  doppelt  gelegten  Ordinatenaxe  und  aus  der  Geraden 

Flg.  90.  a;  =  a 

besteht. 

Bezeichnet  man  die  linke  Seite  der 

vorgelegten   Gleichung   mit   f(x,  fff  u), 

so  ist 

r: 2{x  +  a)(y-u) 

/•;  =  3x^  +  (y  —  uy  —  2ax 
fy  =  2{x  +  a)(y-u) 
f:.  =  -2(y-u) 

f^y 2{x  +  ay, 

für  y=M,  a;=0  verschwindet  die  Deter- 
minante 161,(7)  identisch,  es  verschwinden  aber  auch  fx^  /V; 
daher  ist  die  Ordinatenaxe  nicht  Einhüllende,  sondern  Ortslinie 
von  singularen  Punkten.     Für  y  =^u,  rr  =  a  hingegen  sind 


e 

\ 

>< 

zr 

// 

>^^ 

& 

L 

s' 
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fxy  fi  nicht  gleichzeitig  Null,  die  Gerade  o;  <»  a  ist  somit 
Einhüllende. 

Die  vorgelegte  Gleichung  stellt  ein  System  von  Strophoi- 
den  (126;  2))  dar,  welche  sich  nur  durch  ihre  Lage  gegen  die 
Abscissenaxe  unterscheiden;  Fig.  90  (S.  414);  GG'  ist  ihre 
gemeinsame  Asymptote,  YY  der  Ort  ihrer  Doppelpunkte  und 
HK  die  Einhüllende. 

B.  Baumonrven  nnH  knunme  Flachen. 

§  1.    Tangente  und  Normalebene  einer  Bamneurve. 
Die  erste  Krümmung  oder  Flexion. 

16Ö.  Sind  die  veränderlichen  rechtwinkligen  Coordinateu 
X,  iff  0  eines  Punktes  M  im  Räume  als  eindeutige  stetige 
Functionen  einer  Hil&yariabeln  oder  des  Parameters  u  gegeben: 

(1)  x^x(u)        y  =  y(u)        g  =  0(u)y 

so  beschreibt,  wahrend  u  seinen  Bereich  stetig  durchlauft,  der 
Punkt  M  eine  Curve  im  Raumes  sofern  nicht  eine  der  drei 
Functionen  bestandig  den  Wert  Null  hat;  in  letzterem  FaUe 
würde  in  einer  der  Goordinatenebenen  eine  Curve  beschrieben 
werden.  Von  den  Functionen  x(u),  y(u),  e(u)  setzen  wir 
weiter  noch  voraus,  dass  sie  bis  zu  Gliedern  der  jeweilen  er- 
forderlichen Ordnung  nach  der  Taylor'schen  Formel  entwickel- 
bar seien. 

Besteht  zwischen  den  drei  Functionen  eine  lineare  Be- 
ziehung mit  Constanten  Coefficienten 

Ax{u)  +  By(u)  +  Gz(u)  -|-  D  =  0, 
so  liegen  alle  Punkte  der  Curve  in  einer  Ebene,  die  Curve  ist 
eine  Plancurve;  findet  eine  derartige  Beziehung  nicht  statt,  so 
heisst  die  Curve  eine  Bajwmcurve. 

Zwei  von  den  Gleichungen  (1)  für  sich  betrachtet  (125),  z.  B. 
y^y(u),  0  =  0iu), 
bestimmen  eine  Curve  in  der  y£f-Ebene;  dieselbe  wird  gleich- 
zeitig  mit  der  Raumcurve  von  dem  Fusspunkte  des  Lothes 
aus  M  auf  die  j^^e^-Ebene  beschrieben,  ist  also  die  Prqjection 
der  Raumcurve  auf  dieser  Ebene.  Diese  Projection  kann^ 
wenn  man  u  eUminirt,  auch  durch  eine  Gleichung  der  Form 
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vijfj  b)  ^=0  dargestellt  werden;  yerfährt  man  mit  den  anderen 
Paaren  aus  (1)  ebenso  ^  so  ergeben  sich  drei  Gleichungen 

9?(t/,  ^)  =  0 
'4){z,  a?)  =  0 

welche  die  drei Projectionen  derRaumcurre  bestimmen;  zur  Cha- 
rakterisirung  der  Raumcurye  reichen  zwei  von  diesen  Gleichungen 
hin^  die  dritte  ist  jedesmal  eine  Folge  der  beiden  andern. 
Dies  stimmt  mit  der  geometrischen  Thatsache  überein^  dass 
eine  Linie  im  Räume  durch  zwei  Projectionen  (auf  nicht 
parallele  Ebenen)  bestimmt  ist.  Jede  dieser  drei  Gleichungen 
kann  aber  auch  als  Gleichung  des  zur  betreffenden  Coordinaten- 
ebene  normalen  projicirenden  Cylinders  aufgefasst  werden  und 
in  diesem  Sinne  bestimmt  das  Gleichungspaar 


(2)  { 


^{x,  «)  -=  0 
tp{y,  e)  =  0 


die  Gurre  als  Dnrchscluiitt  zweier  Gylinder,  wovon  der  eine 
parallel  zur  ^-Axe,  der  andere  parallel  zur  x-Axe  ist. 

Die  Gleichungen  (2)  können  aber  so  angesehen  werden, 
als  wären  sie  hervorgegangen  aus  zwei  Gleichungen  von  der 
Form 

^^  \Fix,y,z)  =  0, 

indem  einmal  y,  ein  zweitesmal  x  eliminirt  wurde;  jede  dieser 
Gleichungen  bestimmt  0  als  Function  von  Xy  y  und  reprilsen- 
sentirt  eine  Fläche  (44);  die  RÄumcurve  erscheint  so  als  Durch- 
schnitt zweier  Flächen  im  allgemeinen  gegeben. 

Beispiele.  1)  Ein  Punkt  rotire  gleichförmig  um  eine  feste 
Gerade  und  fahre  gleichzeitig  eine  gleichförmige  fortschrei- 
tende Bewegung  in  der  Richtung  jener  Geraden  aus.  Die  von 
dem  Punkte  beschriebene  Raumcurye  heisst  Schraubenlinie  oder 
Helix  schlechtweg. 

Wird  die  feste  Gerade  zur  is-Axe  eines  rechtwinkligen 
Goordinatensystems  genommen  und  die  rr-Aze  durch  eine 
Lage  Mq,  Fig.  91,  des  beweglichen  Punktes  gelegt,  dessen  Ab- 
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stand  von  der  festen  Geraden  =  a  sei;  so  ist  für  eine  neue 
Lage  My  welche  aus  M^  durch  Rotation  um  den  Winkel  ti 
und  durch  eine  fortschreitende  Bewegung  von  der  Grösse  z 
hervorging, 


Fig.  91. 


au  ' 

wo   h   eine  Constante   bedeutet;   auf 
Grund  dessen  sind 


(4) 


ix^^a  cosu 
I  y  SB  a  sin  u 


\e 


hu 


die  Gleichungen  der  Curve,  wobei  b  =  Jca  gesetzt  wurde.  Das 
dem  Werte  w  —  2»  entsprechende  e  heisst  die  Ganghöhe  der 
Schraubenlinie;   ihr  Ausdruck  ist  also  2itb. 

Durch  Elimination  von  u  zwischen  je  zweien  der  Gleichungen 
(4)  erhält  man 

a:*  +  y*  =  a 

a;  =  a  cos  -v- 

0 

y  =  asiny; 

die  Projection  der  Gurre  auf  der  a;y-Ebene  ist  ein  Ereis;  die 
Curve  liegt  auf  einem  Kreiscylinder,  welcher  als  Schrauben- 
cylinder    bezeichnet    wird.     Die    beiden    andern  Projectionen 
sind  congruente  transcendente  Curven. 
2)  Das  Gleichungspaar 

^     ic«  +  y«  +  £f«  —  4a« 
rc«  ^  y«  =s  2ax 

bestimmt  eine  Baumcurve  als  Durchschnitt  einer  Kugel  mit 
einem  Exeiscylinder.  Die  zweite  dieser  Gleichungen  gibt  Zu- 
gleich deren  Projection  auf  der  xy-Ebene.  Für  die  beiden  andern 
Projectionen  erhält  man  durch  Elimination  von  Xj  respective 
y  die  Gleichungen 

^^  U»4-2o(a:  — 2a)  — 0; 

Csaber,  Vorlerangen.   I.  27 
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die  erste  gehört  zu  einer  Curve  4  Ordnung,  welche  im  Ur- 
sprung einen  Knotenpunkt  mit  den  Tangenten  g  ^  y  ^^0, 
z  —  yssO  hat  und  symmetrisch  ist  zu  beiden  Axen,  Fig.  92  a; 
die  zweite  entspricht  einer  Parabel,  Fig.  92b  *). 

Flg.  92  b. 


166.  Auf  einer  Raumcurre  sei  ein  Punkt  M  mit  dem 
Parameterwerte  u  und  den  Goordinaten  x/y/z  gegeben;  es 
werde  auf  ihr  ein  zweiter  Punkt  M'  angenommen,  dem  der 
Parameterwert  u  -{-  %  zugehört;  seine  Goordinaten  seien 
X  +  ^x/y  +  ^y/z  +  Jz,  Durch  die  beiden  Punkte  ist  eine 
Gerade  bestimmt,  deren  Gleichungen  lauten 

Jx  Jy  Jz    ' 

die  Cosinusse  der  Winkel,  welche  die  Richtung  MM'  in  dieser 

Geraden  mit  den  positiven  Axenrichtungen  bildet,  sind  durch 

die  Quotienten 

Jx  Jy  Jz 

bestimmt,  wobei 

c  =  yjx^  +  ^y*  +  Jz*  • 

und  die  Wurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  wenn  die  Punktfolge 
My  M'  dem  Wachsen  des  u  entspricht.  Mit  stetig  gegen  Null 
abnehmendem  i,  also  bei  beständiger  Annäherung  des  Punktes 
M'  an  den  Punkt  Jf,  convergiren  diese  Cosinusse  gegen  be- 
stimmte Grenzen,  und  zwar  ist 


*)  Von  der  Parabel  hat  nur  der  innerhalb  des  Kreises  enthaltene 
Theil  reelle  Bedeutung;  der  übrige  Theil  heisst  parasitisch. 
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lim 


J^X 


lim 

A=0 


dx 


dx 
^ Jü 

und  ähnlich  die  beiden  andern.  Dadurch  ist  also  eine  Grenz- 
lage der  durch  M  und  einen  zweiten  Punkt  der  Gurve  gelegten 
Geraden  bestimmt  ^  welche  man  als  Tangente  der  Gurve  im 
Punkte  M  definirt.  Werden  die  Winkel,  welche  die  dem 
wachsenden  u  entsprechende  Richtung  der  Tangente  mit  den 
positiven  Axenrichtungen  bildet,  mit  a,  ß,  y  bezeichnet,  so 
ist  hiemach 

dx 

5tt 


(6) 


cosa  '■ 


cos/J  = 


cosy  = 


dz^ 
d\k 


und  es  lauten  die  Gleichungen  der  Tangente 


oder 

(7) 


cos  a  cos  |3  cos  y 

{  — a?  _  T?  — y  ^^  g  — ^ 
dx  dy  dg 

du  du  du 


Die  Formeln  (6)  und  die  Gleichungen  (7)  sind  unmittel- 
bar anwendbar,  wenn  die  Gurve  parametrisch  dargestellt  ist. 
Um  auch  die  andern  Darstellungsformen  einzubeziehen,  f&hre 
man  an  Stelle  der  Differentialquotienten  Differentiale  ein,  was 
in  (6)  durch  Multiplication  von  Zähler  und  Nenner  mit  du 
erfolgt;  dann  hat  man 

27* 
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(6*) 


COS«  = 


cos/S  = 


cosy ' 


dx 


ydx^  +  dy^  +  dz^ 


dy 


V^5M-  äy*  +  dz^ 
dz 


\dx^  +  dy«  +  dz'^ 
und  es  lauten  die  Gleichungen  (7) 

^    /  dx  dy  dz 

Ist  die  Curve  durch  das  Gleichungspaar  (2)  oder  durch 
jenes  (3)  gegeben^  so  lassen  sich  zwei  der  Differentiale  linear 
durch  das  dritte  ausdrücken;  im  Falle  (3)  kann  man  auch 
folgendermaassen  vorgehen:  Durch  Differentialbildung  ergibt  sich 
fxdx-^-  ffjdy-\-  f^dz^O 
F;,dx+F;dy  +  F^de  =  0 
und  hieraus  folgt 

dxxdyidz 

bedient  man  sich  för  diese  aus  den  partiellen  Differentialquo- 
tienten gebildeten  Determinanten  der  von  Donkin  vorgeschla- 
genen Bezeichnung 


/•;  /•; 

n  n 

f.  n 

f;  f: 

Fi.  Fi 

F',  f; 

fi 

f; 


n 
f: 


u.  s. 


so  können  die  Gleichungen  der  Tangente  so  geschrieben  werden: 

(7**) 


6  —  a?  ^^  n  —  y_  _  t  —  g 

d(f,  F)  d(f,  F)  —  d(f,F) 


d{y,z)  d.{z,x)  d{x,y) 

Beispiele,  1)  Für  die  Schraubenlinie  erhalt  man  auf  Grund 
der  Gleichungen  (4)  und  der  Formeln  (6)  die  Richtungscosinusse 
der  Tangente 


cosa 


cos/S  = 


a  costt 


cosy  = 


l/oH^*' 


der  Winkel  mit  der  Richtung  der  jer-Axe  ist  also  constant; 
sein  Gomplement^  d.  i.  der  Neigungswinkel  der  Tangente  mit 
der  a:y- Ebene,  wird  der  Steigungsmnkd  der  Schraubenlinie 
genannt. 


Digitized  by 


Google 


Sechster  Abschnitt.   Anwendung  der  Differential -Rechnung  u.  s.  w.    421 

Die  Gleichungen  der  Tangente  lauten  dann  mit  Rücksicht 
auf  (4) 

—  y  X  5      ' 

für  die  Spur  5,  Fig.  91,  der  Tangente  auf  der  a;y-Ebene 
ergeben  sich  hieraus,  indem  man  S  *=="  0  setzt,  die  Coordinaten 

xz 
demnach  ist 

und 

Pfif  =  au  =  arc  TM^ . 

Der  Ort  der  Tangente  einer  Raumcurre  ist  eine  krumme 
Fläche  und  heisst  Tangentenfläche  der  Gurre.  Ihre  Spur  auf 
der  rcy-Ebene  ist  der  Ort  der  Punkte  ä;  fär  die  Schrauben- 
linie ist  diese  Spur  durch  die  letzte  Gleichung  als  eine  Evolvente 
jenes  Kreises  charakterisirt,  in  welchen  sich  die  Schraubenlinie 
auf  der  jry- Ebene  projicirt  (168). 

2)  Bei  der  in  166,  2)  betrachteten  Curve  ist 

fip^j  y,  ^)  =  ^  +  y*  +  ^*  —  4«*, 

F{x,  y,  jer)  =  X«  —  2aa;  +  y*, 

^(y,  z)  ^  '         c{ß.  X)  -  "^^^^      ""^^         d{x,  y)  -  ^^y ' 

und  unter  beständiger  Rücksichtnahme  auf  die  Gleichungen  (5) 

der  Curve  erhält  man  hieraus 

yz                             a          z(x  —  a) 
cos  «  = ~ ;  cos  p ^  - 


y 
cos  y  =    ,     ^         ; 

hiemach  hat  man  beispielsweise  für  den  Punkt  a/a/ay2  der 
Curve 

cos a  ==  —  Vt'         ^^^ /*  *=*  0,         cos y  =  l/y 

und  es  ist  hierdurch  die  Richtung  der  Tangente  im  Sinne  des 
abnehmenden  x  bestimmt. 
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Für  den  Punkt  2a/0/0  hören  die  Formeln  auf  bestimmte 
Bedeutung  zu  haben;  es  ist  dies  ein  singulärer  Punkt  der 
Curve,  wie  auch  ihre  Projection  auf  der  yjer-Ebene  (Fig.  92  a) 
es  erkennen  liess. 

Die  Gleichungen  der  Tangente  im  Punkte  x/y/z  sind 

—  yz         g{x^a)  ay 

167.  Die  in  147  aufgestellte  Definition  für  die  Länge 
eines  ebenen  Gurvenbogens  lässt  sich  auch  auf  eine  Raum- 
curve  ausdehnen.  Wir  definiren  die  Länge  eines  Bogens  M^M 
einer  Baumcurve  als  den  Grenzwert  eines  in  diesem  Bogen 
von  Mq  bis  M  verlaufenden  Sehnenzuges  bei  beständig  wach- 
sender Zahl  der  Sehnen  und  Abnahme  jeder  einzelnen  gegen 
die  Grenze  Null. 

Dieser  Definition  zufolge  ist  der  Differentialquotient  der 
Function  s  von  u,  welche  die  Bogenlänge  ausdrückt,  der  Grenz- 
wert des  Quotienten  aus  der  Sehne  MM'='  c  durch  die  zu- 
gehörige Änderung  h  von  u  für  lim  Ä  =  0,  d.  h.  es  ist 

^=  lim  4  =  lim  V^^'  +  y  +  ^'V 

denn  diese  Sehne  kann  als  Seite  des  Sehnenzuges  von  Mq  bis 
M'y  also  als  Änderung  der  Länge  des  Sehnenzuges  in  MqM 
bei  dem  Fortschreiten  von  M  zu  M'  aufgefasst  werden.  Führt 
man  die  Division  mit  h  unter  der  Wurzel  aus  und  vollzieht 
dann  den  Grenzübergang,  so  ergibt  sich 

Geschieht  die  Zählung  des  Bogens  so,  dass  er  mit  u  zugleich 
wächst,  so  ist  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen. 

Daraus  erhält  man  durch  Multiplication  mit  du  das  Bogen- 
differenticd,  das,  wenn  die  unabhängige  Variable  nicht  ersicht- 
lich gemacht  wird,  die  Formel  hat 

(9)  ds  =  Ydx^  +  dy^  -f  dg^ . 

Hiermit  gestatten  die  Formeln  166,  (6*)  für  die  Rich- 
tungscosinusse der  Tangente  die  Schreibweise 

(10)  co8a  =  ^,      co8^  =  ^,       C08y  =  ^- 
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Bei  allgemeinen  Untersuchungen  empfiehlt  es  sich,  der 
Ein&chheit  der  Formeln  wegen,  den  von  einem  festen  Punkte 
Mq  an  gezahlten  Bogen  s  als  Parameter  zu  wählen;  ist  wirk- 
lich eine  solche  Darstellung  der  Goordinaten  x^  y,  z  als  Func- 
tionen von  s  möglich,  so  bedeuten  die  rechten  Seiten  in  (10) 
Differentialquotienten;  im  andern  Falle  sind  sie  als  Quotienten 
von  Differentialen  bezüglich  einer  und  derselben  Yariabeln 
aufzufassen. 

Aus  den  Gleichungen  (10)  ergibt  sich,  bei  der  zuletzt 
angefahrten  Auffassung,  die  eigentliche  geometrische  Bedeu- 
tung von  ds\  da  nämlich 

dx  =  ds  cos  a,       dy  =  ds  cos  /J,       dz  =  ds  cos  y , 

so  stellt  ds  eine  Strecke  der  Tangente  vor,  deren  Projectionen 
auf  den  drei  Goordinatenaxen  die  Längen  dx,  dy,  dz  be- 
ziehungsweise haben. 

Beispiel,  Das  Bogendifferential  der  Schraubenlinie  ergibt 
sich  nach  Formel  (8)  aus  den  Gleichungen  166,  (4) 

ds  =  ya*-f-6«du; 

diese  Differentialformel  kann  aber  nur  eine  Folge  der  Gleichung 

sein,  in  welcher  C  eine  Gonstante  bedeutet.  Zählt  man  den 
Bogen  von  Mq,  Fig.  91  an,  so  werden  s  und  t*  zugleich  Null 
sein,  daher  ist  dann  auch  C  =  0  und 


5  =  )/a«-f-6*.w. 

Beachtet  man,  dass 

arcjM^P  =  au 

PM^bu 

ist,  so  ist  hiemach 


arc  M^M  =  VarcM^P^  +  MF\ 

168.  Die  durch  den  Punkt  M  einer  Raumcurve  senkrecht 
zur  Tangente  gelegte  Ebene  wird  Normalebene  der  Curve  in 
M  genannt.  Ihre  Gleichung  folgt  unmittelbar  aus  den  Glei- 
chungen der  Tangente  und  lautet 
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wenn  u  der  Parameter  ist,  durch  welchen  die  Coordinaten 
ausgedrückt  sind^  oder 

(11*)         (I  -  x)dx  +  (ly  -  y)dy  +  (S  -  Js)d0  =  0 

oder  endlich 

^^  ~  ""^  WT^  +  w  -  y)  ww^  +  ( S  -  ^)  a(S7^  =  0 . 

wenn  die  Gurve  durch  die  Gleichungen  165,  (3)  g^^eben  ist; 
diese  letzte  Gleichung  kann  mit  Rücksicht  auf  die  Bedeutung 
der  Coefficienten  auch  in  der  folgenden  Gestalt  geschrieben 
werden : 

i  —  x    rj  —  y    i  —  e 

dl  dl  df 

(11**)  dx  dy  ä7       =0. 

dF_  dF^  dF_ 

dx  dy  dz 

Beispiel,  Aus  den  Gleichungen  der  Tangente  an  die  Curve 
166,  (5),  die  in  166,  2)  abgeleitet  worden  sind,  ergibt  sich  die 
Gleichung  der  Nonnalebene  im  Punkte  x/y/a 

—  yz(i  —  x)  +  z{x  —  a)(ri  —  y)  +  ay  (g  —  g)  =  0 
und  nach  vollzogener  Reduction 

—  yzl-\-  z{x  —  a)ri  +  ay§  =  0. 
Alle  Normalebenen  gehen  hier  also  durch  einen  festen  Punkt, 
den  Mittelpunkt  der  Eugel,  eine  Beziehung,  die  für  jede  sphä- 
rische Raumcurve  zurecht  besteht. 

169.  Wenn  eine  Gerade,  in  welcher  eine  Richtung  als 
positiv  gewählt  ist,  eine  Bewegung  in  der  Ebene  ausfahrt,  so 
ist  die  Grösse  der  dabei  vollzogenen  Drehung  durch  die  End- 
lagen der  Geraden  bestimmt*);  sie  ist  durch  den  Winkel  der 
positiven  Richtungen  dieser  Endlagen  gegeben. 

Bei  einer  Bewegung  der  Geraden  im  Räume  reicht  die 
Kenntnis  der  Endlagen  nicht  aus.  Um  hier  die  Grösse  der 
Drehung  zu  messen,  kann  man  sich  einer  Eugel  bedienen;  ein 
aus  dem  Mittelpunkte  derselben  parallel  zur  positiven  Rich- 
tung der  Geraden  geführter  Strahl  vollführt  dieselbe  Drehung 

*)  Wenigstens  bis  auf  etwaige  volle  Umdrehungen  und  wenn  die 
Drehung  fortwSrhrend  in  einem  Sinne  erfolgt. 
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und  beschreibt  auf  der  Kugeloberflache  einen  Curvenbogen; 
die  Länge  dieses  Bogens^  gemessen  durch  den  Halbmesser  der 
Eugely  welcher  also  als  Längeneinheit  dient,  ist  das  Maass  für 
die  Grösse  der  Drehung  der  Geraden. 

Diese  von  Gauss  eingeführte  Betrachtungsweise  wenden 
wir  auf  die  Tangenten  einer  Raumcurve  M^Cj  Fig.  93,  an. 
Die  Curve  %^%%\  welche  der 
Parallelstrahl  0%  zur  positiven 
Tangentenrichtung  MT  auf  der 
Eugeloberfläche  beschreibt,  wird 
die  sphärische  Indkairix  der 
Tangente  genannt. 

Setzt  man 


Flg.  98. 


JtfJjJf  =  Sj 


•  Js 


und   bezeichnet   mit  m,   w  +  7i 

die  Parameterwerte  der  Punkte  Jf,  -Bf',  durch  welche  zugleich 

auch  die  Punkte  %y%'  bestimmt  sind,  so  ist 


1.     A%       da 
hm  T"  =^  j— 


die  Geschwindigkeit  der  Änderung  des  Bogens  und 


1.  Jt  dt 
lim  TT  =  j- 
A«o  Ä        du 


die  gleichzeitige  Geschwindigkeit  der  Drehung  der  Tangente 
bei  gleichförmiger  Änderung  von  ti;  das  Verhältnis  der  zweiten 
Geschwindigkeit  zur  ersten,  also  den  Bruch 


dr 
du 

'IT 

du 


dz 
di' 


definirt  man  als  erste  Krümmung  oder  Flexion  der  Raumcurve 
im  Punkte  jSf;  den  Halbmesser  q  eines  Ejreises  von  dieser 
Krümmung  bezeichnet  man  als  KrümmtmgshaJbmesser  der  Gurve 
in  M  und  hat  hiemach 

—  =  —  . 
Q  ds' 


(12) 
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Nun   hat  der  Punkt   %,   da   der  Halbmesser   der   Kugel 
Längeneinheit  ist,  die  Coordinaten 

|a=sCOsa,        iy  =  cos/S,        S==<^osy,  • 

daraus  folgt  als  Bogendifferential  der  Indicatrix 

dt  =  yjd  cos  «)«  +  (d  cos  ßy  +  (d  cos  y)» 
und  hiermit  ergibt  sich 


Ist  s  der  Parameter,  durch  welchen  die  Coordinaten  aus- 
gedrückt sind,  so  wird  auf  Grund  der  Formeln  167,  (10) 


Die  Flexion  wird  als  absolute  Gh-össe  betrachtet;  die 
Wurzel  in  den  Formeln  (13)  und  (14)  ist  daher  positiv  zu 
nehmen. 

Je  kleiner  das  Bogenelement  MM\  umso  genauer  kann 
die  Drehung  der  Tangente  bei  d^m  Übergange  von  Jf  zu  Jlf' 
durch  den  Winkel  der  beiden  Tangenten  Jf  T,  M'T^  welchen 
man  den  Contingenzmnkel  des  Bogenelements  MM"  nennt, 
gemessen  werden;  aus  diesem  Grunde  bezeichnet  man  auch  das 
Bogendifferential  dx  der  Indicatrix  mit  dem  Namen  Gontin- 
genzwinkel  und  definirt  wie  bei  einer  ebenen  Curve  (150)  die 
Flexion  als  Quotienten  cms  dem  Contingenewinkel  durch  das  zu- 
gehörige  Bogendifferential  der  Curve. 

Die  einzige  Linie,  bei  welcher  die  Flexion  in  allen  Punkten 


Null  ist,  ist  die  Gerade. 

Denn  soll  — 

=B  0  sein,  so  muss  laut 

(14)  bestandig 

9 

also 

also  weiter 

dB'  -  ^' 
dx       ^ 

ds*        "' 
ds        "' 

ds*       "' 
ds—'^' 

X  = 

•  as  +  a. 

y  =  6«  +  h', 

0  =  cs  -\-  c 

sein;    diese 

Gleichungen 

,   in   welchen 

a,  a', . . .    willkfirliche 

Constanten  bedeuten,  stellen  aber  alle  Geraden  des  Raumes  dar. 
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Beispiel.     Die  Richtungscosinusse   der  Tangente   an   eine 
Schraubenlinie  sind  (166^  1)) 

a  sin  tt  >,  a  cos  u  ^ 

cos  a  SS ____.,       cos  p  =    .         —9      cosy 


das  Bogendifferential  (167) 

hieraus  ergibt  sich 

d  cos  a a  cos  m  d  cos  /J a  sin  u  <?  cos  y ^ 


demnach  ist 


JL  —  _£_ 

^  —  a«  +  fe« 


und    ^  =  a  -| Hiemach  hat  die  Schraubenlinie  in  allen 

Punkten  dieselbe  Flexion  und  ihr  Krümmungshalbmesser  ist 
umso  grösser  als  der  Halbmesser  des  SchraubencylinderS;  je 
grosser  h  oder  je  grösser  der  Steigungswinkel. 


§  2.    Osoulationsebene  einer  Baumourve.     Die  aweite 
Krümmung  oder  Torsion. 

170.  Durch  den  Punkt  M  der  Raumcurve  mit  den  Coor- 
dinaten  x/y/z  und  dem  Parameter  u  werde  eine  Ebene  gelegt^ 

(1)      (I  —  x)  cos  a  +  {ri  —  y)  cos  6  +  (S  —  ^)  cos  c  =  0 

sei  ihre  Gleichung;  a,  h^  c  sind  dabei  die  Richtungswinkel  des 
Lothes  zur  Ebene. 

Ein  dem  Punkte  M  sehr  naheliegender  Punkt  M'  der 
Curve  gehöre  zum  Parameter  m  +  Ä  und  habe  die  Coordi- 
naten  x^/y^/gi]  dann  ist 

.    dz  ,    .    d*g  A*    , 
Die  Entfernung  dieses  Punktes  von  jener  Ebene  ist 
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dabei  bedeutet  JE^,  ebenso  wie  SiyB^^B^,  eine  Grösse  der  dritten 
Ordnung  in  Bezug  auf  h^  das  als  Grösse  erster  Eleinheitsord- 
nung  gelten  soll. 

Mit  h  wird,  solange  die  Ebene  keine  besonderen  Be- 
dingungen erfüllt,  8  zugleich  unendlich  klein,  und  zwar  von 
der  ersten  Ordnung,  ändert  daher  mit  h  zugleich  sein  Vor- 
zeichen, die  Ebene  schneidet  die  Gurve. 

Wenn  jedoch  die  Stellung  der  Ebene  eine  solche  ist,  dass 

(3)  ^  cosa  +  ^  cos6  +  5^  cosc  —  0, 

so  wird  S  mit  h  unendlich  klein,  aber  von  der  zweiten  Ordnung 
und  ändert  daher  innerhalb  entsprechend  enger  Grenzen  sein 
Vorzeichen  nicht,  wenn  h  es  wechselt.  Da  mit  Rücksicht  aaf 
die  Formeln  166,  (6)  für  eine  solche  Ebene  vermöge  (3)  die 
Beziehung 

cos  a  cos  a  +  cos  ß  cos  h  +  cos  y  cos  c  =  0 

besteht,  so  geht  die  Ebene  durch  die  Tangente  in  M  und 
heisst  daher  TangenHalebetie  der  Curve  im  Punkte  M. 

Erfüllt  die  Ebene  neben  der  Relation  (3)  auch  noch  die: 

/A\  d^x  ,    d*y         ,     ,    d*z  p. 

(4)  j^,  cosa  +  ^,  cos  6  +  — ,  C08C  =  0, 

so  reducirt  sich  für  sie  d  auf  E,  also  auf  eine  Grösse,  die 
mit  h  zugleich  unendlich  klein  wird,  aber  von  der  dritten 
Ordnung,  so  dass  sie  mit  h  zugleich  das  Vorzeichen  wechselt 
Durch  die  Bedingungen  (3)  und  (4)  ist  die  Ebene  (1)  eindeutig 
bestimmt,  und  diese  ausgezeichnete  unter  den  Tangentialebenen 
wird  Osculations-  oder  Schmiegungsebene  der  Curve  in  ilf  ge- 
nannt; nach  der  eben  gemachten  Bemerkung  liegt  die  Gurre 
beiderseits  von  M  und  in  der  nächsten  Umgebung  dieses 
Punktes  zu  verschiedenen  Seiten  dieser  Ebene,  sie  wird  von 
ihr  berührt  und  geschnitten. 

Aus  den  Gleichungen  (3),  (4)  folgt 
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cosa  '■ 


dy     dz 
du     du 

dz  dx 
du     du 

X 

d*y    d*z 
du*    du* 

^    cos  6  =  X 

d*z  d*x 
du*  du* 

dx  dy 
du     du 

cosc  = 

X 

d*x  d*y 
du*    du* 

(5) 


und  X  ist,  bis  auf  das  Vorzeichen ^  vermöge  der  Beziehung 
cos*  a  +  cos*  h  -j-  cos*  c  =  1,  als  Quadratwurzel  aus  der  Quadrat- 
summe  der  drei  Determinanten  bestinunt;  durch  Einsetzung 
dieser  Werte  in  (1)  ergibt  sich  die  Gleichung  der  Osculations- 
ebene 

dy 
du 


(6) 


dx 
du 
d*x 
du* 


d*y 
du* 


du 
d^ 
du* 


0. 


In  Analogie  mit  den  bei  der  Berührung  zweier  Plancurven 
gebrauchten  Bezeichnungen  (142)  kann  man  sagen,  eine  Tan- 
gentialebene habe  mit  der  Gurre  eine  Berührung  erster  und 
und  die  Osculationsebene  eine  solche  der  zweiten  Ordnung. 

171.  Es  ist  nicht  ausgeschlossen^  dass  in  einzelnen  Punkten 
der  Curve  die  Berührung  der  Osculationsebene  von  höherer 
als  der  zweiten  Ordnung  sei^  dass  ako  SuperosculaMon  be- 
stehe. Es  wird  insbesondere  eine  Berührung  der  dritten  Ord- 
nung eintreten,  wenn  bei  weiter  fortgesetzter  Entwicklung  in 
(2)  in  dem  Ausdrucke  für  8  auch  das  Glied  dritter  Ordnung 
verschwindet;  wenn  also  die  Cosinusse  (5)  auch  noch  die  Be- 
dingung 

d*x  t    d*u        ,     .    d*z  ^ 

J^»<MSa  +  j^i  C08&  +  g;j^,  C08C  —  0 

erfOllen,  d.  k  wenn  für  den  betreffenden  Punkt 


(7^ 


J  = 


dx 
du 

dy 
du 

dg 
du 

d*x 

d'p 
du' 

d*z 
du' 

d*x 
du' 

d'y 
du* 

d*x 
du* 

=  0 
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ist.  Weil  in  diesem  Falle  d  von  der  vierten  Ordnung  ist^  ver- 
hält sich  eine  solche  Osculationsebene  zur  nächsten  Umgebung 
der  Cnrve  wie  eine  gewöhnliche  Tangentialebene  und  wird 
stationäre  Osctdationsebene  genannt.  Die  Gleichung  (7)  kann 
dazu  dienen,  die  Parameterwerte  der  Punkte  mit  stationärer 
Osculationsebene  zu  bestimmen. 

Für  eine   ebene   Curve   ist   die   Gleichung   (7)    identisch 
erfüllt;  denn  gilt  für  jeden  Punkt  der  Curve 
Äx  +  By-^Gg  +  D  =  0, 
so  ist  auch  für  jeden 

du     ^         du     ^         du 

und  die  Gleichung  (7)  drückt  eine  nothwendige  Folge  dieser 
drei  Gleichungen  aus. 

Es  mag  bemerkt  werden,  dass  man  in  den  Gleichungen 
(5),  (6),  (7)  die  Diflferentialquotienten  auch  durch  die  betref- 
fenden Differentiale  ersetzen,  statt  u  auch  s  als  Parameter  ver- 
wenden kann. 

Neben  die  analytische  Definition  der  Osculationsebene  ab 
einer  Ebene,  welche  mit  der  Curve  eine  Berührung  mindesten» 
zweiter  Ordnung  hat,  lassen  sich  auch  geometrische  Definitio- 
nen stellen.  Zunächst  die  folgende:  Die  OsadcUionsebene  tu» 
Punkte  M  ist  die  Grenze  einer  TangenHaid>ene,  welche  ausser 
M  nach  einen  zweiten  gegen  M  sich  hewegenden  Punkt  I£  mit 
der  Curve  gemein  hat. 

Drückt  man  nämlich  die  Forderung  aus,  dass  der  Punkt 

(2)  der  Ebene  (1)  angehöre,   deren  Cosinusse  der  Beziehung 

(3)  entsprechen,  so  kommt  man  zunächst  zu  der  Gleichung 

\dü^  cosa  +  5^,  cosft  +  5^,  coscjy  +  JS—  0; 
dividirt  man  durch  y  und  lässt  dann  h  gegen  Null  conver- 

giren,  so  ergibt  sich  wegen  lim  p^  —  0  für  die  Grenzlage  der 
Ebene  die  charakteristische  Gleichung 

Digitized  by  VjOOQIC 


Sechster  Abschnitt.   Anwendung  der  Differential -Bechnung  u.  s.  w.    431 


^,  cos  a  +  ^,  cos  &  +  ^,  cosc  -=  0, 

welche  mit  (4)  übereinstimmt  und  also  thatsachlich  zur  Oscu- 
lationsebene  führt. 

Beachtet  man,  dass  laut  166  die  Tangente  in  M  dio 
Grenze  einer  Geraden  ist,  welche  ausser  M  noch  einen  zweiten 
dem  M  unaufhörlich  sich  nähernden  Punkt  mit  der  Curre 
gemein  hat,  so  kommt  man  zu  der  weiteren  Definition:  Die 
OscukUionsebene  in  M  sei  die  Grenze  einer  Ebene,  welche  mit 
der  Curve  nd)en  M  noch  zwei  weitere  gleichsfeüig  gegen  M  con^ 
vergirende  Punkte  gemein  hat, 

172.  Beispiele.  1)  Für  den  Punkt  x/y/e  der  Schrauben- 
linie 

o;  SB  a  cos  u 

y  SS  a  sin  u 

erhalt  man  als  Gleichung  der  Osculationsebene  zunächst 
^  —  x    ri  —  y    i  —  z 
—  y  ÄJ  h 

,    —X      —y         0 

und  nach  vollzogener  Entwickelung 

&y6  —  6^1?  +  öt*S  —  a*j8f  =  0 ; 
die  Spur  SS'  dieser  Ebene  in  der 
icy-Ebene,  &y5  —  hxri  —  a*;efs=0, 
ist  also  parallel  dem  Radius  OFj 
Fig.  94. 

2)  Um  fllr  den  Punkt  P,  Fig.  92, 
der  Curve 

x^  +  y^  +  z'^  4a« 

rc*  +  y*  =  2aXj 
dessen   Goordinaten   0/0/2a  sind,   die  Schmiegungsebene   za 
erhalten,  differentüre  man  diese  Gleichungen  zweimal^  wodurch. 

xdx  +  ydy  +  zdz  =  0 

(x  —  a)dx  +  ydy  —  0 
da^  +  dy^  +  dz^  +  xcPx  +  yd^y-^-zd^z  =  0 
dx^  +  rfy«  +  {x  —  d)d^x  +  yd^y  =  0 


—  0 
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V 

5  — 2a 

dy 

0 

(Py 

2a 

erhalten  wird;  nach  Einsetzung  der  speciellen  Coordinaten- 
werte  folgt  hieraus 

demnach  ist  die  Gleichung  der  Osculationsebene 

0 

a 

oder  ausgeführt 

5  +  2g  =  4a; 

ihre  Spur  8  in  der  je^o; -Ebene  fallt  also  mit  der  Tangente  an 
die  Parabel,  welche  die  gleichnamige  Projection  der  Curre 
bildet,  im  Punkte  P  zusammen  (Fig.  92  b). 

Diese  Osculationsebene  ist  stationär;  denn  setzt  man  die 
oben  zweimal  ausgeführte  Differentiation  der  Curvengleichungen 
fort,  so  ergibt  sich  weiter 

Sdxä^x  +  Sdyd^y  +  Zdssd^»  -f  xd?x  +  yd*y  +  g(Pe  =  0 

^dxd?x  +  Myd^y        +  {x  — a)d^x  +  y^y  =0 

und  hieraus  f&r  den  betrachteten  Punkt 


d^x 


Sdyd^y 


flPjSf  =  — 


Sdyd^y 


2a 


die  Gleichung  (7)  ist  identisch  erfüllt,  weil  thatsachlich 
0  dy  0 


ist. 


dyl 

a 

Sdyd^y 


^  2a 

^dyd^y 


2a 


178.    Die  Normalebene  im  Punkte  x/y/e : 

(8)         (5-^)gH-('?-y)y  +  (^-t)S 

schneidet  die  Osculationsebene  daselbst: 
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(9) 


(I-*) 


dy     dz^ 
ds     ds 

ds*    ds* 


ds 

dx 

ds 

ds 

+  (ri- 

-y) 

d*t 

d*x 

ds* 

ds* 

dx 

dy 

dl 

dl 

+  (e- 

■f) 

d*x 

d*y 

ds* 

ds* 

nach  einer  Geraden^  welche,  zur  Tangente  senkrecht,  die  Haupir 
normale  der  Curve  im  Punkte  Jlf  heissi 

Die  zu  dieser  Geraden  durch  M  senkrecht  gelegte  Ebene 
geht  durch  die  Tangente  und  schneidet  die  Normalebene  nach 
einer  Geraden,  welche,  ebenfalls  senkrecht  zur  Tangente,  die 
Binormale  der  Gurve  im  Punkte  M  genannt  wird.  Die  Glei- 
chung dieser  Ebene  lautet 

(10)  (|_.,)g+(,_y)g  +  (C-.)g  =  0; 

denn  wegen 

dx   ^1^   ^yj.^   ^ 0*^ 

ds  '  ds*  "+■  ds  '  ds*  '^  ds'  ds*~       ^ 

ist  die  Ebene  (10)  senkrecht  zur  Normalebene  (8),  und  wegen 


d^ 
ds* 


dy     dl 

dz      dx 

dx     dy 

ds     ds 
d*y    d*t 

,d*y 
^  ds* 

ds      ds 
d*z    d*x 

d*z 
+  ds* 

di     57 
d*x    d*y 

ds*    ds* 

ds*    ds* 

ds*    ds* 

d*x  d*y  d*£ 

ds*  ds*  ds* 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds 

d*x  d*y  d*z 

ds*  ds*  ds* 


'0 


ist  sie  senkrecht  zur  Osculationsebene  (9),  erfüllt  also  that- 
sachlich  die  ihr  auferlegten  Bedingungen. 

Als   positiv    setzen    wir  in   der   Hauptnormale   diejenige 


*)  Diese  Beziehung  ergibt  sich  durch  Differentiation  der  Relation 

(S)'+ß?)'+{|j)'- 


>.l 


in  Bezug  auf  s. 

Cinber,  YorlMongen.  I. 


28 


Digitized  by 


Google 


1 


434 


Erster  TheiL    Differential -Bechnung. 


Richtung  fest,  welche  von  M  aus  nach  jener  Seite  der  Tan- 
gentialebene (10)  verlauft,  auf  welcher  die  nächste  Umgebung 
der  Curve  sich  befindet;  die  Winkel  dieser  Richtung  mit  den 
positiven  Axenrichtungen  seien  mit  A,  fi,  i/  bezeichnet.  Um 
ihre  Cosinusse  darzustellen,  fähren  wir  folgende  Betrachtung 
durch.   Der  Abstand  des  Punktes  M'  (170,  (2))  von  der  Ebene  (10) 

r(^ö'+(g)'+Q' 

wo  E'  wieder  eine  Grösse  dritter  Ordnung  in  Bezug  auf  ä 
bedeutet,  fallt  bei  entsprechend  kleinem  h  positiv  aus,  wenn 
man  die  Quadratwurzel  mit  dem  positiven  Zeichen  nimmt.  Bei 
dem  gleichen  Vorzeichen  der  Wurzel  muss  dann  auch  der 
Abstand  eines  Punktes  X/  Y/Zy  der  von  Jf  aus  in  der  positiven 
Richtung  der  Hauptnormale  liegt,  von  der  Ebene  (10)  d.  i. 

(x_«)i;?+(r-,)£r+(z-.)g 


vm^m'^m)' 


positiv  ausfallen;  für  einen  solchen  Punkt  ist  auch 

(X  —  x)  cos  A  +  iX —  y)  ^^^^  +  (^ —  ^)  ^®*' 

positiv  und  stellt   denselben  Abstand   dar;   folglich  hat  man 
(169,  (14)) 

d8*  d^x 


(11) 


cosA  = 


vw^m^m 


\ 


COSfi=» 


d*y 


cos  ]/  = 


y(£)'+(0)"+Q" 

d*z 
ds^ 


die  Wurzel  positiv  genommen. 


ds^ 


^5F 
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Es  bleibt  jetzt  nur  noch  übrige  in  der  Binormale  die  positive 
Richtung  festzusetzen.  Dies  soll  so  geschehen,  dass  die  positiven 
Richtungen  der  Tangente  MT,  der  Hauptnormale  üfETund  der  Bi- 
normale MB  ein  dem  Trieder  der  positiven  Halbaxen  OX,  OF,  OZ 
gleichstimmiges,  d.h.  ein  solches  Trieder 
bilden,  welches  sich  mit  dem  letzt- 
genannten durch  Translation  und  Ro- 
tation zur  Deckung  bringen  lässt,  Fig.  95. 
Die  Winkel,  welche  die  positive  Rich- 
tung der  Binormale  mit  den  positiven 
Axenrichtungen  bildet,  mögen  mit  9,  ^,  % 
bezeichnet  werden. 

TrSgtman  vonJIf  aus  auf  JWT,  JfJBT, 
MB  je  die  Längeneinheit  ab,  so  sind  die  Goordinatendifferenzen 
der  Endpunkte  dieser  Strecken  cosa,  cos/3,  cos^^;  cosA,  cosfi, 
cost/;  cos9>,  cos^,  cos^  beziehungsweise,  und  das  sechsfache 
Volumen  des  Tetraeders,  welches  jene  vier  Punkte  zu  Ecken 
hat,  kommt  gleich 

cos  a    cos  ß    cos  T' 

cosA  cosfi  cosi/ 

cos  9  cos  ^  cos  % 

ein   auf  dieselbe   Weise   mittelst    der    positiven    Coordinaten- 

Raum- 


halbaxen   constmirtes  Tetraeder 

hat   den   sechsfachen 

Inhalt 

1    0    0 

0    1    0 

=  1, 

0    0    1 

und  da  beide  Tetraeder  gleich  und  gleichstimmig  sind,  so  ist 

cos  a    cos  ß    cos  T' 
(12)  cosA    cosft    oosi'    «»1. 

cos  9    cos  if    cos  % 
Jedes  Element  dieser  Determinante  ist   der  ihm   adjun- 
girten  ünterdeterminante  gleich.    Entwickelt  man  nämlich  bei- 
spielsweise nach  den  Elementen  der  dritten  Zeile,  so  folgt 

cos9(cos/3  oosi;  —  cosy  cosfi)  +  cos^(oosycosA  —  cos«  cos  v) 
+  cos  %  (cosix  cos  ft  —  cos  /3  cos  A)  =  1 , 

28* 
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vergleiclit  man  dies  mit 

cos*  q)  +  cos*  V'  +  cos^jr  =  1 , 

so   ergibt    sich,    da    beide   Gleichungen   für    alle   Lagen    des 
Trieders  M{THB)  bestehen  müssen,  dass 

cos  9)  =  cos  ß  cos  V  —  cos  y  cos  fi 
cos  ij}  =  cos  y  cos  X  —  cos  a  cos  v 
cos  X  =  cos  a  cos  ^  —  cos  ß  cos  A ; 

ebenso  wird  der  Beweis  für  die  andern  Elemente  geführt. 

Setzt  man  in  den  letzten  Gleichungen  für  die  Bichtungs- 
cosinusse  der  Tangente  und  Hauptnormale  die  dafür  bereits 
bestimmten  Werte  ein  (167,  (10)  und  (11)  dieses  Artikels),  so 
ergeben  sich  schliesslich  auch  die  Richtungscosinusse  der  posi- 
tiven Richtung  der  Binormale 


cos  q> 


(13) 


cos^ 


cos  31; 


dy 

dz 

d8 

d8 

d^y 

d'z 

d8* 

ds* 

dz 

dx 

d8 

d8 

d*Z 

d*x 

d8* 

d8* 

dx 

d8 

dy 
d8 

d*X 
d8* 

d^y 

d8' 

Dieselben  sind,  bis  auf  das  Vorzeichen,  bereits  als  Richtungs- 
cosinusse der  Osculationsebene  in  170;  (5)  gefunden  worden. 

174.  Die  JÄnderung  in  der  Stellung  der  OscabMonsSbene 
kann  durch  die  Änderung  in  der  BicMwng  der  Binormale  ge- 
messen werden,  weil  die  Binormale  zur  Osculationsebene  nor- 
mal ist.  Die  Bewegung  der  Binormale  wird  aber  wieder  mit 
Hilfe  ihrer  sphärischen  Indicatrix  zu  beurtheilen  sein,  wie  dies 
bei  der  Tangente  schon  geschah  (169). 

Sind  33,  99'  die  zu  den  Punkten  Jf,  Jf'  gehörigen  Punkte 
der  sphärischen  Indicatrix,  also  die  Endpunkte  der  zu  den 
Binormalen  MB,  M'B'  parallelen  Radien  der  Einheitskugel, 
und  setzt  man  (die  zugehörige  Figur  wäre  conform  der  Fig.  93) 
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so  ist 


M^M  =  s  MM'^  ds 

,.  Js  da 
lim  -T-  =  3- 
A«0    '^  ^^ 


die  Geschwindigkeit  der  Änderung  des  Bogens  und 

i.     ^9       de 
lim  ^-  =  -=- 

die  gleichzeitige  Geschwindigkeit  der  Drehung  der  Osculations- 
ebene  bei  gleichförmiger  Änderung  von  w;  das  Verhältnis 
beider  Geschwindigkeiten,  und  zwar 

de 

du  _  de 

d8^~  da^ 

du 

definirt  man  als  zweite  Krümmung  oder  Torsion  der  Gurve  im 
Punkte  Jf;  den  Halbmesser  T  eines  Kreises,  welcher  eine  der 
Torsion  gleiche  Krümmung  hat,  nennt  man  TorsionshaJbmesser 
und  hat  hiemach 

^^^^  T        da 

Nun  hat  der  Punkt  93,  wenn  der  Mittelpunkt  der  Kugel 
mit  dem  Ursprung  zusammenfallt,  die  Goordinaten 
|  =  co8  9        iy  =  cos^        g  =  cosx; 
demnach  ist  J6  als  Bogendifferential  der  Indicatrix  der  Binormale 


Je  =  ±  y{d  cos  9)*  +  {d  cos^)*  +  {d  cos  xf 
und  daraus 


w  T-+y^)'+(^)'+(^)'- 

Für  sehr  nahe  aneinander  liegende  Punkte  üf,  M'  kommt 
(26  sehr  nahe  dem  Neigungswinkel  der  Osculationsebenen  in 
Jf,  M'\  diesen  Winkel  bezeichnet  man  als  Torsionsunnkd  zum 
Gurvenelement  MM\  In  diesem  Sinne  kann  die  Torsion  als 
Quotient  aus  dem  Torsionswinkel  durch  das  mgehörige  Bogen- 
differential erklärt  werden. 

Um  zu  erkennen,  welche  geometrische  Bedeutung  das 
Vorzeichen  der  Torsion  haben  kann,  erinnern  wir  uns  der  in 
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170  festgestellten  Thatsache,  dass  die  Gorve  yon  der  Oscula- 
tionsebene  —  wenn  diese  nicht  stationär  ist  —  berührt  und 
geschnitten  wird.  Ein  Auge,  das  in  der  Hauptnormale  sich 
befindet  und  in  der  positiven  Richtung  derselben  gegen  die 
Gurve  blickt^  sieht  die  Osculationsebene  als  Gerade  TTy  und 
die  Gurre  bietet  ihm  in  der  Umgebung  von  M  eines  der  Bilder 
Fig.  96  a^  b;  bei  a)  tritt  die  im  Sinne  des  wachsenden  u  (au- 
gedeutet durch  den  Pfeil)  verfolgte  Gurve  von  der  positiven 

Fig.  96«.  Fig.  96  b. 

mJ3  ab 


T' 


T' 


Seite  der  Osculationsebene*)  auf  die  negative  über,  bei  b)  findet 
das  umgekehrte  statt.     Diese  zwei  Falle  sind  es,  welche  sich 
durch  die  Vorzeichen  +  ^^^^  —  i^  einer  noch  festzusetzenden 
Weise  werden  unterscheiden  lassen. 
176.    Man  kann  die  Flexion 


7  "  V\-dr)  +  K-dT)  +  \-dir) 


als  Geschwindigkeit  der  Bichtungsänderung  der  Tangente  und 
die  Torsion 


als  Geschwindigkeit  der  Stellungsänderung  der  Oculationsebene 
bei  gleichförmiger  Änderung  des  Bogens  auffassen,  und  jede 
dieser  Geschwindigkeiten  erscheint  der  Formel  gemäss  zusammen- 
gesetzt aus  drei  rechtwinkligen  Gomponenten:  die  Flexion  aus 

<2  cos  a  d  cos  ß  <f  cosy 

d8     '  d8     '  d8     ' 
die  Torsion  aus 

d  cos  9  d  cos  ^  d  cosy 

""57"'  dB     '  d8 

Diese  Gomponenten  lassen  sich  wie  folgt  einzeln  bestimmen. 


*)  Gekennzeichnet  durch  die  positive  Richtung  MB  der  Binormale. 
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Aus  den  Formeln  178^  (11)  in  Verbindung  mit  167^  (10) 
ergibt  sich  sogleich 

d  coBa cos  X 

9" 


(I) 


ds 


dCOBß  COSfi 

ds  9 


d  cosy 


COSJr 


Differentiirt  man  die  Gleichungen 

cos*9>  +         cos^V'  +         cos*%  =  1 
cos  «  cos  9)  -|-  ^o^  /3  cos  ^  +  <^08  y  cos  25  =  0 , 
deren  zweite  die  Thatsache  ausdrückt,  dass  Tangente  und  Binor- 
male zu  einander  senkrecht  sind,  in  Bezug  auf  s  und  nimmt 
gleich  auf  (I)  Bücksicht,  so  wird 

(2  cos  qp    ,  ,  d  coB^    .  d  coax        n 


—  (cos  X  cos  9  +  cos  ^  cos  ^  +  cos  V  cos  x) 

,  d  cos  qp    ,  a  d  cOBtb    t  d  cos  y         ^ 

+  coBa^^  +  coBß  -^  +  cosy-5^  =  0; 

<la8  erste  Glied  der  zweiten  dieser  Gleichungen  entfällt,  weil 
Hauptnormale  imd  Binormale  einen  rechten  Winkel  bilden, 
und  dann  ergibt  sich  aus  dem  homogenen  Gleichungspaar  mit 
Beachtung  dessen,  was  über  die  Determinante  178,  (12)  gesagt 
wcHrden  ist, 

cos  V'  cos  X 

cos/3  cos 7 
cos  X  cos  9} 
cos  y  cos  a 
cos  <p  cos  ^ 
cos  a  cos  ß 


dcostp 

dcos^ 
ds 

d  coBx 
~dr"' 


=  X  cos  A 


=  X  COSfi 


=  X  cosi/; 


die  Quadratsumme  dieser  Gleichungen  führt  zu 


demnach  hat  man  endgiltig 

d  cos  9 cos  X         d  cos  ^ 


(H) 


COSfl 

IT 


d^OBX 


y 


COSJr 


ds  T  ds  T  ds 

Nun   liegt  es  sehr  nahe,  dieses  Formelsystem  dahin   zu 
erganzen,  dass  man  auch 

d  cosX           d  cos  fi  d  coBv 

ds    '            ds     '  ds 
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bestimmt.    Aus  der  Determinante  (12)  folgt 

cos  A  =  cos^  cosy  —  cos^  cos/3, 
daraus  weiter   durch  Differentiation  nach   s  unter  Rücksicht- 
nahme auf  (I)  und  (II) 

d  conX        cos  '^  cos  f>  —  cos  %  cos  1*    ■    cos  ft  cos  y  —  cos  v  coBß 
__  =  _  I  - 

und  vermöge  der  erwiesenen  Eigenschaft  jener  Determinante 
d  cos  X  cos  a        cos  tp  ^ 

~dr"^  ^  T"' 

nach  Analogie  dieser  Formel  hat  man  also 
dco^X  cos«        cos  9 


(III) 


ds 


cos« 
d  cos  V 


d  Qosik  cos  ß        cos  «^ 


cosy 


COSJf 

T 


ds  if 

Die  neun  Formeln  (I),  (11),  (III),  nach  ihrem  Urheber 
Frenetische  jPormeln  genannt,  drücken  die  Differentialquotienten 
der  Cosinusse  der  drei  fdr  einen  Punkt  einer  Raumcuire 
grundlegenden  Richtungen  in  Bezug  auf  den  Bogen  durch 
diese  Cosinusse  selbst  sowie  durch  Flexion  und  Torsion  aus. 
Sie  sind  für  die  Anwendungen  der  Curventheorie  von  grosser 
Wichtigkeit. 

176.  Durch  Ausführung  der  Formeln  (II)  auf  Grund  von 
178,  (11)  und  (13)  erhält  man 


dy 

dt 

dy 

de 

dp 

ds 

ds 

+  9 

ds 

ds 

f  d*x 

ds 

d'y 

d*z 

d'y 

d*e 

■"  T  ds* 

ds* 

ds* 

ds* 

ds* 

de 

dx 

de 

dx 

d9 
ds 

ds 
d*t 

ds 
d*x 

+  9 

ds 
d'e 

ds 
d*x 

9  d*y 
~  T  ds* 

ds* 

ds* 

ds* 

W* 

dx 

dy 

dx 

dy 

dif 
11 

ds 
d*x 

ds 
d*y 

+  Q 

ds 
d*x 

ds 
d'y 

0  d*z^ 
~  T  ds*' 

ds* 

ds* 

ds* 

ds* 

multiplicirt    man     diese    Gleichungen    der    Reihe    nach    mit 

,-=  f  J-? ;  j-i  und  bildet  die  Summe,  so  erhält  -^  zum  Coeffi- 
ds*     ds*     ds*  '  ds 
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cienten  eine  Determinante  dritten  Grades,  welche  zwei  gleiche 
Reihen  hat  und  daher  Null  ist;  rechts  ist  die  Formel  169,  (14) 


zu  beacl 

iten;  man  findet  so 

dx 

d8 

dy 
da 

dz 
ds 

(16) 

'r  —  .' 

ds^ 

d'y 

d^e 
ds* 

d^X 

d^y 

d^e 

ds^ 

ds» 

d8^ 

Daraus  folgt,  dass  die  Torsion  das  entgegengesetzte  Vorzeichen 
der  Determinante  ^  hat,  von  welcher  in  171  schon  die  Rede 
war;  dort  ergab  sich  auch,  dass  in  einem  Punkte  mit  statio- 
närer Osculationsebene  diese  Determinante  verschwindet',  in 
einem  solchen  Punkte  hat  also  die  Torsion  den  Wert  Null 
und  wechselt  bei  dem  Durchgange  durch  denselben  das  Vor- 
zeichen. Daraus  ergibt  sich  eine  Analogie  zwischen  einer 
stationären  Osculationsebene  einer  Raumcurve  und  einer  Wende- 
tangente  einer  Plancurve  auf  der  einen  und  zwischen  Torsion 
und  Krümmung  auf  der  andern  Seite. 

Das  bestandige  Verschwinden  der  Torsion  hat  nach  (15) 
zur  Folge,  dass 


dcostp ^  d  cos  -^ 


da 


ds 


0, 


dcos  % 
'^ds~ 


=  0, 


also  cos 9,  cos^,  cos;|^  constant  sind;  es  kommt  diese  Eigen- 
schaft also  nur  einer  ebenen  Gurre  zu;  demnach  ist  eine  ebene 
Curye  dadurch  gekennzeichnet,  dass  in  allen  ihren  Punkten 
^  =  0  ist. 

Ersetzt  man  in  der  linken  Seite  der  Gleichung 

(5  —  x)  cos  9  +  (^  —  y)  cos  ^  +  (6  —  ^)  cosx  =  0 

der  Osculationsebene  S,  i?;  i  durch  die  Goordinaten  eines 
Punktes,  welcher  von  dieser  Ebene  in  der  positiven  Binor- 
malenrichtung  abweicht  oder  auf  ihrer  positiven  Seite  liegt, 
so  ergibt  sich  dessen  Abstand  d  positiv,  im  andern  Falle 
negativ;  wählt  man  als  solchen  Punkt  den  Punkt  JT  der 
Gurve,  zu  welchem  der  Bogen  5  +  Ä  gehört  und  dessen  Goor- 
dinaten demnach 
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—  y  +  A  C08/J+ 2^  cos,i+ y  5^  +  ^ 

sind,  80  ist  sein  Abstand 

tmter  J?  wie  unter  «j,  «2>  *8  Grössen  vierter  Ordnung  in  Bezug 
auf  h  verstanden;  mit  Benützung  der  Formeln  178^  (13)  und 
176;  (16)  setzt  sich  dies  um  in 

<17)  ö^^-^J-i-E ^+E. 

Und  nun  sieht  man,  dass  fOr  -j?  >  ^  und  bei  Verfolgung  der 

Curve  im  Sinne  des  wachsenden  Bogens  der  Punkt  JiT  von 
der  positiven  zur  negativen  Seite  der  Oscula^onsebene  über- 
geht (Fig.  96a),  für  y<0  von  der  negativen  zur  positiven 
S^te  (Fig.  96  b). 

177.    Beispiele,     1)  Für  die  Schraubenlinie 

X  =^  a  cos  u 
y  =  a  sin  t« 

ist  aus  früheren  Beispielen  bereits  bekannt 

ds 


du-y^+^'' 


ferner  berechnet  sich 
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dx 
de 


dx  du 
du  de 


a  suitt 


dy 


a  QOBU 


dz 


b 


d^x       d*x  /duy g  cosu     d'y 

d*x        d^x  /duY  a  sin  w         d*y        a  cos  1 


VaM-&' 


a  sinu 


d^e 

0. 


Mit  Hilfe  dieser  Einzelwerte  findet  man  für  die  positive 
Bichtiing  der  Hauptnormale 

cos  A  =  —  cos  u 
cos  fi  =  —  sin  w 
cos  V  =  0 ; 

dieselbe,  MHj  Fig.  97,  ist  also  der 
Richtung  OP  entgegengesetzt. 

Femer  hat  man  för  die  positive 
Richtung  MB  der  Binormale  die  Cosinusse 

h  cosu 


cos  9  = 


h  sinu 


cos^ 


co8;K 


VoMFT»^ 


die  Binormale  bildet  demnach  mit  der  jer-Axe  einen  constanten 
Winkel. 

Endlich  ist 

—  sin  tt         cos  u   1 

—  cos  u    —  sin  w    0 
sin  u    —  cos  M    0 


an 


und  daraus  berechnet  sich  die  ebenfalls  constante  Torsion 

£ h__ 

T—       a«  +  5« ' 

2)  Die  gewöhnliche  Schraubenlinie  ist  ein  besonderer  FaD 
der  allgemeinen  cylindmcken  SchrmAenlinie,  einer  Gurre,  welche 
die  Erzeugenden  einer  belidbigen  Cylinderfiäche  unter  einem 
Constanten  Winkel  schneidet.  Macht  man  die  z-Axe  des 
Goordinatensjstems  den  Erzeugenden  der  Gjlinderfläche  parallel, 
so  sind  alle  cjlindrischen  Schraubenlinien  durch  die  Beziehung 

cos  y  =  t 
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charakterisirty  welche  aussagt,  dass  die  Tangente  mit  der 
0-Axe   bestandig    denselben  Winkel   einscbliesst.     Ans  dieser 

Beziehung  folgt 

d  coß  y ^ 

da 

und  hieraus  vermöge  der  letzten  Frenetischen  Formel  der 
Gruppe  (I),  17Ö, 

cos  1/  =  0 ; 

damit  gibt  die  letzte  Formel  der  Gruppe  (II)       ,   ^  =  0,  also 

cos  ;f  =  Ä' ; 

und  die  letzte  Formel  der  Gruppe  (III)  führt  hiermit  zu 

± 1 

T~       k'' 

Die  drei  letzten  Ergebnisse  haben  folgende  geometrische 
Bedeutung:  Bei  allen  cjlindrischen  Schraubenlinien  ist  die 
Hauptnormale  senkrecht  zur  Erzeugenden  der  Gjlinderfläche^ 
die  Binormale  zur  Erzeugenden  unter  einem  constanten  Winkel 
geneigt  und  das  Verhältnis  der  beiden  Krümmungen  für  alle 
Punkte  der  Curve  constant. 

§  3.    Tangenten  und  Tangentialebenen,  Normalen  und 
Kormalebenen  einer  knimmen  Fl&ohe. 

178.  Diejenige  analytische  BarsieUung  einer  krummen  Fläche, 
welcher  wir  zunächst  begegnet  sind  (44),  besteht  darin  ^  dass- 
im  rechtwinkligen  Coordinatensysteme  z  als  Function  der  Yaria- 
beln  X,  y  gegeben  ist: 

(1)  ^»/'(^.y). 

Wo  wir  im  Folgenden  von  dieser  Darstellung  Gebrauch  machen^ 
setzen  wir  voraus,  dass  die  Function  f  nach  der  Taylor'schen 
Formel  entwickelbar  sei,  mindestens  bis  zu  den  Gliedern  zweiter 
Ordnung,  dass  sie  also  vollständige  Differentialquotienten  der 
zwei  ersten  Ordnungen  besitze,  für  welche  wir  die  allgemein 
üblichen  Bezeichnungen  gebrauchen  werden: 

Allgemeiner  als  (1)  ist  die  Gleichung 
(2)  F(x,y,z)=^0, 
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welche  e  implicite  als  Function  von  x,  y  bestimmt;  die  Ab- 
leitung der  Differentialquotienten  von  z  auf  Qrund  dieser 
Gleichung  ist  in  69  erläutert  worden. 

Zu  der  allgemeinsten  Darstellung  gelangt  man  von  der 
geometrischen  Erzeugung  einer  krummen  Fläche  durch  stetige 
Bewegung  und  Formänderung  einer  Curve  ausgehend.  Wenn 
die  Coordinaten  ,Xy  y,  z  eines  veränderlichen  Punktes  M  als 
stetige  Functionen  eines  Parameters  u  gegeben  sind,  so  be- 
schreibt My  indem  u  seinen  Bereich  stetig  durchläuft,  eine 
Gurve;  und  enthalten  jene  Functionen  noch  einen  zweiten 
Parameter  Vj  in  Bezug  auf  welchen  sie  ebenfalls  stetig  sind, 
so  beschreibt  die  Gurve,  während  v  das  ihm  zugehörige  Inter- 
vall stetig  durchläuft,  eine  ki-umme  Fläche.  Denmach  ist  eine 
solche  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 
(3)  X  =  x{u,  v),        y  —  y(u,  v) ,        x;  —  z{u,  v) 

gegeben. 

Ertheilt  man  in  (3)  dem  i;  einen  festen  Wert  i;^,  so 
stellen  sie  eine  Gurve  dar,  welche  der  Fläche  angehört  oder 
ihr  aufgeschrieben  ist  und  die  man  kurzweg  die  Gurve  v^ 
nennen  kann. 

Aber  auch  einem  festen  Werte  u^  von  u  entspricht  eine 
Gurve  auf  der  Fläche,  welche  die  Gurve  u^  heissen  soll. 

Durch  den  Schnitt  beider  Gurven  ist  ein  Punkt  M^  auf 
der  Fläche  bestimmt  und  man  nennt  u^^u^,  v  =^  v^  seine 
Jcrummlinigen  Coordinaten;  die  gewöhnlichen  rechtwinkligen 
Goordinaten  dieses  Punktes  drücken  sich  durch 

X  —  x(u^,  t?i),        y  =  y(u„  v^),        z  =  z(u^,  vj 

aus.  Die  beiden  Gurvensysteme  der  u  und  der  v  bezeichnet 
man  als  Coordinatenlinien  auf  der  Fläche. 

Von  der  Darstellung  (3)  gelangt  man  durch  Elimination 
von  u,  V  zu  der  Form  (2)  und,  falls  hier  Lösung  nach  z 
möglich  ist,  zu  der  Form  (1). 

Neben  der  Beziehung  einer  F^he  auf  ein  rechtwinkliges 
Goordinatensjstem  ist  die  Darstellung  in  räumlichen  Polar- 
coordinaten  9,  6,  r  am  gebräuchlichsten;  die  Transformation 
der  ersteren  Goordinaten  in  die  letzteren  geschieht  (67,  I) 
mittels  der  Gleichungen 


Digitized  by 


Google 


446  Erster  Theil.    Differential -Bechnimg. 

2;  aa  r  sin  6  C08  9) 
y  SB  r  sin  9  sin  9 
g  SS  r  cosO. 

179.  Es  sei  M  mit  den  Coordinaten  x/y/x  ein  Punkt  der 
Flache  (1),  P  seine  Projection  auf  der  xy-Ebene;  durch  M 
werde  auf  der  Fläche  eine  beliebige  Gurve  C  gezogen,  welche 
sidi  in  der  a;y-Ebene  in  die  durch  P  laufende  Linie  von  der 
Gleichung 

(4)  9>(«,y)-o 

projiciren  möge.    Nimmt  man  auf  G  einen  zweiten  Punkt  IT 
an  —  seine  Coordinaten  seien 


(5) 


wobei  6  eine  Gbosse  bedeutet,  die  in  Bezug  auf  hj  k  von  der 
zweiten  Ordnung  ist,  —  und  yerbindet  ihn  mit  M,  so  hat  die 
Gerade  MM'  bei  bestandiger  Annäherung  Ton  JK"'  an  üf  die 
Tangente  MT  an  die  Curve  C  im  Punkte  M  zur  Grenze; 
gleichzeitig  nähert  sich  die  Projection  von  MM'  auf  der 
a:y- Ebene  der  Tangente  an  die  Cure  (4)  im  Punkte  P  «Is 
Grenze,  und  diese  Tangente  hat  den  aus  (4)  bestimmbaren 
Richtungscoefficienten 

(6)  zar  =  lim  -^ . 

Man  nennt  die  Tangente  MT  an  die  Gurre  C  auch  eine  T(Mir 
gente  der  Fläche  im  Punkte  M]  ihre  Gleichungen  ergeben  sich 
aus  den  Gleichungen  der  Geraden  MM' 

f&r  lim  A  »=  0,  lauten  also 

^^^  *        ^  o  p  +  qVi 

um  den  geometrischen  Ort  all  dies^  Tangenten  zu  be- 
stimmen, hat  man  zwischen  den  beiden  Gleichungen  (7)  den 
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Parameter  nr  zu  eliminiren;  schreibt  man  die  Gleidumgen  za 
diesem  Zwecke  in  der  Form 

(I  — a;)Tar  — iy  — y 
j(6  —  0?)©  =  e  —  if  — p(|  —  x), 

so  vollzieht  sich  die  Elimination  durch  Multiplication  der 
ersten  Gleichung,  mit  g  und  nachherige  Subtraction;  das  Resul- 
tat  lautet 

(8)  g_^=^(g_>,)  +  j(^_y). 

Der  geometrische  Ort  der  Tangenten,  welche  man  an  eine  hrumane- 
Fläche  in  einem  Punkte  M  legen  kann,  ist  hiemach  eine  Atrd^ 
diesen  Funkt  gehende  Ebene;  man  definirt  sie  als  Tangential- 
ebene der  Flache  im  Punkte  M,  nennt  diesen  den  Tangential- 
oder  Berührungspunkt;  (8)  ist  die  Gleichung  der  Ebene. 

Aus  dieser  Definition  der  Tangentialebene  lasst  sich  eine 
andere  ableiten,  welche  dem  geometrischen  Inhalte  nach  da» 
Analogen  zur  Definition  der  Tangente  an  eine  Curve  bildet. 
Nimmt  man  nämlich  auf  zwei  durch  M  gefOhrten  Curven  je 
einen  Punkt  M\  M"  an,  so  convergiren  die  Geraden  Jlf  JT, 
MM"  bei  beständiger  Annäherung  von  M'  und  M"  an  M 
gegen  die  Tangenten  jener  Curven  im  Punkte  Jlf,  die  Ebene 
MM'M"  also  hat  die  Tangentialebene  zur  Grenze,  wenn 
nur  die  beiden  Tangenten  von  einander  verschieden  sind. 

HiertMuik  ist  die  Tangentialebene  im  Funkte  Mdie  Grenze  einer 
duATch  M  und  zwei  weitere  Funkte  M',  M"  der  Fläche  gelegten 
Ebene,  wenn  diese  Funkte  sich  irgendwie,  jedoch  in  verschiedenen 
Richtungen,  dem  Funkte  M  als  Grenze  nähern. 

Wäre  die  Fläche  durch  die  Gleichung  (2)  gegeben,  sa 
hätte  man,  um  die  Gleichung  der  Tangentialebene  zu  erhalten^ 
j),  g  in  (8)  durch  die  Werte  (59) 

dF  dF 

dx  dy 

P^-JF'  i Jf 

de  dz 

zu  ersetzen;  dies  führt  zu  der  Gleichungsform 

(9)     (s-^)|?+('?-j')|f+a-^)f=o- 
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Der  Bestand  der  Gleichungen  (8)^  (9)  und  damit  zugleich 
die  Existenz  der  Tangentialebene  setzt  roraus,  dass  p,  q,  he- 

ziehungsweise  -^j  g— j  g—  bestimmte  Grossen  sind  und  dass 

die  drei  letztgenannten  nicht  sämmtlich  Null  sind;  die  Glei- 
chungen 

|?=.o,      1^=0,      l^^o 

ex  ^  oy  '  3jp 

würden  also  einen  Punkt  charakterisiren,  in  welchem  von  einer 
Tangentialebene  schlechtweg  nicht  gesprochen  werden  kann, 
einen  singulä/ren  Punkt  der  FUU^he,  wie  ein  solcher  beispieb- 
weise  die  Spitze  eines  Kegels  ist. 

180.  Die  Tangentialebene  lasst  noch  eine  andere  AufiGEift- 
sung  zu^  welche  zugleich  geeignet  ist,  das  Verhalten  der  Fläche 
zur  Tangentialebene  in  der  Umgebung  des  Berührungspunktes 
näher  kennen  zu  lehren. 

Jede  Ebene,  welche  man  durch  den  Punkt  M  auf  der 
Fläche  (1)  legen  kann,  hat  eine  Gleichung  von  der  Form 

(10)  A{%-x)  +  B(,  -y)  +  C7(S-*)«0; 

wir  denken  uns  eine  dieser  Ebenen  herausgehoben  und  be- 
stimmen den  Abstand  des  Punktes  M'  mit  den  Coordinaten 
(5)  von  derselben;  er  ist 

wobei  b'  wieder  eine  Grösse  zweiter  Ordnung  bedeutet. 

Im  Allgemeinen  ist  also  d  in  Bezug  auf  h  und  h  von  der 
ersten  Ordnung,  ändert  sein  Vorzeichen,  wenn  A,  t  es  ändern, 
die  Ebene  (10)  schneidet  daher  im  Allgemeinen  die  Fläche  in  M. 

Hat  aber  die  Ebene  eine  solche  Stellung,  dass 
A  +  Cp  =  0,        B+Cq  =  0 

ist,  dann  wird  d  von  der  zweiten  Ordnung.  Die  Ebene  ist 
dadurch  yöUig  bestimmt;  denn  setzt  man  in  (10)  J[  >»  —  Cp, 
J5  =  —  Cq,  so  geht  die  Gleichung  über  in 

t  —  ^^p(i  —  o^)  +  q(v  —  y)- 

Man  Jcann  also  die  Tangentialebene  als  diejenige  unter  den 
Ebenen  durch  den  Punkt  M  definiren,  welche  sich  der  krummen 
Fläche  in  der  Umgdfung  des  Punktes  am  engsten  anschliesst^ 
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oder  in  Anwendung  einer  in  142  eingeführten  Terminologie 
als  diejenige  Ebene,  welche  mit  der  Fläche  im  Punkte  M  eine 
Berührung  mindestens  der  ersten  Ordnung  aufweist. 

Führt  man  die  Entwicklung  yon  !S^  in  (5)  weiter,  so  wird 

fs^  =  gj^ph  +  qk  +  y  (rÄ*  +  2shk  +  t¥)  +  ri, 

wo  nunmehr  ri  eine  Grösse  der  dritten  Ordnung  bezeichnet; 
für  den  Abstand  des  Punktes  M'  von  der  Ebene  (10)  ergibt 
sich  dann  der  Ausdruck 

(A  +  Cp)h  +  (iö  +  Cq)k  +  -^  (rÄ«  +  28hk  +  tk^ 

S  =  ^        +  7{ 

und  insbesondere  für  seinen  Abstand  von  der  Tangentialebene 

wobei  auch  iy"  von  der  dritten  Ordnung  ist. 

Hat  das  Trinom  rh^  +  2shh  +  tJc^  ftlr  alle  Wertverbin- 
dungen h/hy  ausgenommen  0/0,  das  nämliche  Vorzeichen,  so 
liegt  die  Fläche  in  der  nächsten  Umgebung  des  Punktes  M  ganz 
zu  einer  Seite  der  Tangentialebene. '  Die  Bedingung  dafür  ist  (119) 

(12)  rt  —  s^>0. 

Ist  das  Trinom  verschiedener  Zeichen  fähig,  was  dann  der 
Fall  ist,  wenn 

(13)  rt  —  s'KO, 

so  liegt  die  Fläche  in  der  Umgebung  des  Punktes  M  theils 
zur  einen,  theils  zur  andern  Seite  der  Tangentialebene  und 
wird  daher  von  dieser,  da  Stetigkeit  vorausgesetzt  ist,  geschnitten; 
die  Grenzen  der  Gebiete  verschiedener  Vorzeichen  von  d  er- 
geben sich  aus  der  Gleichung 

rh^  +  2shk  +  tk*^0, 

welche  im  Falle  (13)  die  verschiedenen  reellen  Wurzeln 


k^       —8±y8*  —  rt 

liefert,  durch  die  in  der  icy- Ebene  zwei  durch  den  Punkt  P 
laufende  Geraden  bestimmt  sind;  dieselben  theilen  die  a?y-Ebene 

Cxuber,  Vorlegangen.  I.  29 
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in  vier  Gebiete;  diesen  entsprechen  auf  der  Fläche  vier  Gebiete 
der  Umgebung  von  M^  welche  abwechselnd  zur  einen  und  zur 
andern  Seite  der  Tangentialebene  liegen. 

In  dem  Grenzfalle 
(14)  rt  —  s'  =  0 

ist  das  Trinom  im  Zähler  von  8  ein  yollsiSndiges  Quadrat 
—  (rÄ  +  ^ifc)^,   ä  behält  im  allgemeinen  dasselbe  Vorzeichen; 

aber  in  der  durch 

rh  +  5Ä;  =  0 

bestimmten   Richtung    -r-  == =  —  —    verschwindet    der 

erste  Theil  von  ä  und  es  Mngt  die  weitere  Entscheidung  von 
den  Gliedern  höherer  Ordnung  ab. 

18L    Beispiele,     1)  Um  för  die  Fläche 

2^  =  -  +  C 

die  Tangentialebene  im  Punkte  x/y/z  zu  bestimmen,  be- 
rechne man 

X  '  y 

und  erhält  nun  unter  Berücksichtigung  der  Gleichung  der  Fläche 

als  Gleichung  jener  Tangentialebene. 
Femer  folgt  aus 

dass   rt  —  s*  =  — r  positiv  ist,  wenn  a,  b  gleidbbezeichnet  sind,. 

und  negativ,  wenn  sie  ungleich  bezeichnet  sind;  im  ersten 
Falle  findet  blosse  Berührung  statt  —  die  Fläche  ist  ein 
elliptisches  Paraboloid  — ,  im  zweiten  Falle  ist  die  Berührung- 
mit  einem  Schneiden  verbunden  —  die  Fläche  ist  ein  hyper- 
bolisches Paraboloid.  Der  Schnitt  der  Tangentialebene  mit 
der  Fläche  ergibt  sich  dann  wie  folgt:  Zu  seiner  Bestimmung 
hat  man  die  drei  Gleichungen 
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2e  = 

a 

+ 

1)» 

b 

t  +  e  = 

a 

+ 

b 

2e  = 

X* 

a 

+ 

T 

die  erste  gehört  der  Fläche  an^  die  zweite  der  Tangential- 
ebene, und  die  dritte  sagt  aus,  dass  der  Punkt  xjyjz  auf  der 
Flache  liegt.  Subtrahirt  man  die  mit  2  multiplicirte  zweite 
Gleichung  von  der  Sumjne  der  beiden  andern,  so  ergibt  sich 

und  ist  z.  B.  a  >  0,  6  <  0  und  6  =  —  6',  so  zerfallt  diese 
Gleichung  in  die  reellen  Gleichungen  ersten  Grades 

ypg  +  y^n  —(yVx  +  y^y)  =  o 
yVi-Y^ri-  (YFx  -  Y^y)  =  O ; 

die  Projection  des  gesuchten  Schnittes  in  der  a;y-Ebene  be- 
steht sonach  aus  zwei  durch  x/y/0  gehenden  Geraden,  der 
Schnitt  selbst,  da  er  in  einer  Ebene  liegt,  ist  gleichMls  ein 
System  zweier  Geraden  durch  den  Punkt  x/y/g.  Jede  Tangen- 
ticUebene  des  hyperbolischen  Pardbolaids  schneidet  demnach  die 
Fläche  in  zwei  dwrch  den  Bervhrungspunkt  laufenden  Geraden, 
2)  Fasst  man  von  den  drei  Gleichungen 

^  =  a  cos  u 

y  =  a  sin  u 

einer  Schraubenlinie  die  beiden  ersten  zu  —  =»  tgu  zusammen, 
so  reprasentiren  die  beiden  Gleichungen 

die  Hauptnormale  im  Punkte  vom  Parameter  u  (177,  1));  eli- 
minirt  man  u,  so  ergibt  sich 

(16)  Ä-«6Arctg|- 

als  Gleichung  des  Ortes  aller  Hauptnormalen.  Diese  transcen- 
dente  Flache  heisst  das  gerade  Schraitbencanoid  oder  die  Wendel- 

29» 
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fläche;  sie   wird  also  durch  eine  Gerade  erzeugt,  welche  längs 
der  Schraubenlinie  gleitet  und  die  Axe  des  Schraubencylinders 
unter  rechtem  Winkel  schneidet. 
Für  diese  Fläche  ist 

hy  hx 

2bxy  &(a;«  — y*)  ^_  2bxy 

^  — (x'  +  y*)«'        ^—       {x^  +  yy        ^~       (x'  +  yV' 

daher  lautet  die  Gleichung  ihrer  Tangentialebene   im  Punkte 

x/y/0 

^        ^  a:«  +  y«     * 

Weil  ferner 

I  so  ist  in  jedem  Punkte  mit  der  Berührung  ein  Schneiden  yer- 

!  bunden. 

'  3)  Um  für  die  algebraische  Fläche  dritter  Ordnung 

xyz  =*  (j? 
die  Tangentialebene  zu  bestimmen,  setze  man 

F{x,y^  z)^xyz  —  a^^ 
leite  daraus 

dF  dF  dF 

ab    und    trage    dies   in   (9)  ein;    unter   Berücksichtigung   der 
Gleichung  der  Fläche  ergibt  sich 

yzi  +  zxri  +  xy%  =  3a» 
als  Gleichung  der  Tangentialebene. 

Die  Abschnitte  auf  den  Goordinatenaxen  sind  hiemach 

Das  Volumen  des  Tetraeders  aus  der  Tangentialebene  und  den 
Coordinatenebenen 


ist  also  constant. 

In  dem  Dreieck,  welches  die  Coordinatenebenen  aus  der 
Tangentialebene  ausschneiden,  spielt  der  Berührungspunkt  die 
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Rolle  des   Schwerpunktes;   denn  die  Coordinaten  des  Schwer- 
punktes jenes  Dreiecks  sind 

«  +  o  +  o_^           0  +  p  +  0  _  ,,          0  +  0  +  y_ 
3"  ^'  3         ~y>        8         ~^' 

4)  Dem  dreiaxigen  EUipsoid 

^  j.  y_'  j.  -  =  1 

ein  reguläres  coaxiales  Octaeder  zu  umschreiben. 

Die  Tangentialebene  im  Punkte  x/y/z  hat  die  Gleichung 

^t  -r  51  -r  ^1  —  A  j 

.soll  sie  eine  Seitenfläche  des  Octaeders  sein,  so  muss 


X 

"= 

y 

= 

sein;  hieraus  folgert  man  mittelst  der  Gleichung  der  Fläche 

1 


X  = 


Va«  +  6«  +  c« 
demnach  sind 

X  =  a*x ,        y  =  b^x ,         0  =  c^x 

die  Coordinaten  des  Berührungspunktes  einer  solchen  Ebene  und 

ihre  Gleichung;  die  Gleichungen  der  sieben  andern  ergeben 
sich  durch  Zeichenabänderung  auf  der  linken  Seite. 

5)  Durch  den  Punkt  a^o/yo/^o  *^  ^i®  Fläche  F(x,  y,z)=^0 
Tangentialebenen  zu  legen. 

Der  Berührungspunkt  x/y/z  einer  solchen  Tangentialebene 
muss  den  Gleichungen 

Fix,  y,z)^0 

(^o-^)||'+(yo-y)|f+K-^)|f=o 

genügen^  deren  erste  aussagt^  dass  er  auf  der  Fläche  liegt,  und 
deren  zweite  die  Forderung  ausdrückt,  dass  die  Tangential- 
ebene durch  den  gegebenen  Pimkt  zu  gehen  habe. 

Beide  Gleichungen  zusammen  bestimmen  eine  Curve  auf 
der  gegebenen  Fläche,  den  Ort  der  Berührungspunkte  aller 
Tangentialebenen  durch  x^/y^/z^. 

Fügt  man  die  Gleichungen  der  Tangente 
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6  —  a;  ^^  ri  —  y  ^  S  —  e 

hinzu  und  eliminirfc  zwischen  allen  vier  Gleichungen  x,  y,  z^ 
so  ergibt  sich  der  Ort  der  aus  xjyjz^  an  die  Fläche  geführten 
Tangenten  oder  der  der  Fläche  aus  dem  gegebenen  Punkte  um- 
schriebene  Kegd. 

6)  Parallel  zu  der  Geraden  ~  =  ~-  =  —  an  die  Fläche 
/  a         ß         y 

F{x,  y,  je?)  =  0  Tangentialebenen  zu  legen. 

Der  Berührungspunkt  x/y/z  einer  solchen  Tangentialebene 
hat  den  Gleichungen 

F(x,  y,0)^O 

dF.^dF,       dF       ^ 
^di  +  ^d^  +  Vdi-^ 

zu  genügen.  Diese  bestimmen  zusammen  die  Ortscurre  aller 
solchen  Berührungspunkte.  Die  in  einem  solchen  Punkte 
parallel  zur  gegebenen  Geraden  geführte  Tangente  hat  die 
Gleichungen 

l  —  x  ^  n—_y  ^  fzLf . 

a  ß  y      ' 

eliminirt  man  zwischen  allen  vier  Gleichungen  x,  y,  ü,  so 
kommt  man  zur  Gleichung  des  der  Fläche  parallel  zur  gege- 
benen Geraden  umschriebenen  Cylinders. 

Insbesondere  erhält  man  die  Gleichung  des  zur  jer-AxQ 
parallelen  Cylinders  durch  Elimination  von  e  zwischen  den 
Gleichungen 

Fix,  y,  e)  =  0, 

If-o- 

182.  Die  im  Berührungspunkte  zur  Tangentialebene  ei^ 
richtete  Senkrechte  wird  die  Normale  der  Fläche  in  jenem 
Punkte  genannt.  Ihre  Gleichungen  ergeben  sich  unmittelbar 
aus  der  Gleichung  der  Tangentialebene  und  lauten 

(16)  Lz:^  =  lJ=i_y  =  fzif,  ; 

oder  aber 

(M\  s  — ^  _  ^  —  y  _  g  —  g 

\^^)  dF    ~     dF    ~    dF  ' 

dx  dy  de 

je  nach  der  Form  der  Gleichung  der  Fläche. 
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Ans  (16)  ergeben  sich  fUr  die  Projectionen  der  Normale 
auf  der  ex-  und  y^sr-Ebene  die  Gleichungen 

i|-a;  +  i)(g-i»)  =  0 


(16*) 

^     ^  U-y  +  s(5-^)  =  o. 

Jede  durch  die  Normale  im  Punkte  x/y/z  gelegte  Ebene 
heisst  eine  iformoM>€ne  der  Fläche  in  dem  gedachten  Punkte. 
Beachtet  man^  dass  das  Gleichungspaar  (16*)  die  Normale  als 
Schnittlinie  zweier  (projicirenden)  Ebenen  bestimmt,  so  ist 

(18)     i-x+p{%-e)+x[n-y  +  g.{t-»)\  =  (i 

die  Gleichung  des  Büschels  der  Normalebenen;  jedem  beson- 
deren Werte  des  unbestimmten  Multiplicators  k  entspricht  eine 
specielle  Normalebene. 

Beispiele,  1)  Der  Ort  der  Normalen  einer  krummen  Fläche 
in  den  Punkten  einer  ihr  aufgeschriebenen  Curve  ist  eine 
krumme  Fläche,  welche  man  die  zu  dieser  Gurve  gehörige 
Normalenfläche  nennen  kann. 

Es  ist  die  a;y-Spur  der  Normalenfiäche  des  geraden  Schrau- 
benconoids 

ü  =  6  Arctff-^ 

®  X 

längs  der  durch  z  ^^=  c  charakterisirten  Erzeugenden  zu  be- 
stimmen. 

Mit  Hilfe  der  in  181,  2)  zusammengestellten  Differential- 
quotienten erhält  man  zunächst  die  Gleichungen  der  Normalen 
in  einem  Punkte  x/y/z 

hy  — hx         rc*  +  y*' 

für  die  Punkte  der  ins  Auge  gefassten  Erzeugenden  ist 

z  =  c,         ^  =  tgy  =  ^; 

demnach  hat  die  Spur  der  Normale  in  der  rry-Ebene  die 
Coordinaten 


t  =  x- 


i?  =  /t*  + 


be 


«(1+^*)' 
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die  Elimination  von  x  zwischen  den  zwei  letzten  Gleichungen 
gibt  die  Gleichung  der  verlangten  Spur.     Zum  Zwecke  dieser 


Elimination 
dies  gibt 


löse  man  die   Gleichungen  nach   x  und   —    auf; 


X  ■■ 
Jl_ 

X 


hc 


und  daraus  folgt  durch  Multiplication 

Die  Spur  jener  Normalenfläche  in  der  xy -'Ebene  ist  also 
eine  gleichseitige  Hyperbel  mit  den  Asymptoten   |  +  f*^  ="  0, 

(ii  —  ri  =  0,  Fig.  98.  Dem 
Theile  CO  der  Erzeugenden 
des  Schraubenconoids  ent- 
spricht der  Hyperbelzweig 
IT'N'N,  dem  Theile  CG' 
der  andere  nicht  gezeichnete 
Zweig;  N^'M",  KM',  NM 
sind  einige  Lagen  der  Normale. 
2)  Durch  den  Punkt 
^o/yo/^o  ^®  Ebene  zu  legen, 
welche  zu  der  Fläche 

xyz  =  a^ 
Punkte   a/a/a   derselben  normal  ist. 
Man  findet  durch  Differentiation  der  Flächengleichung  in 
Bezug  auf  x  und  y 


im 


P 


^  =  -7 


und  hiermit  als  Gleichung  des  Büschels  der  Normalebenen  im 
Punkte  a/a/a 

soll   die  Ebene  durch  den   gegebenen  Punkt  x^/y^/z^  gehen, 
so  muss  k  so  bestimmt  werden,  dass 


Xt 


—  ^0  + A(yo  — ^o)  =  0; 


hiernach  ergibt  sich  als  Gleichung  der  gesuchten  Normalebeue 
(yo  —  ^o)S  +  (^0  —  ^o)^  +  (^0  —  yo)5  =  0. 
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§  4.    Einhüllende  Flächen. 

183.    Es  sei  f(Xy  y,  0,  u)  eine  eindeutige  stetige  Function 
der  vier  Argumente  x^  y,  jef,  U]  die  Gleichung 
(1)  fi<c,y,z,u)  =  0 

stellt  dann  eine  Schar  von  oo^  Flächen  oder  ein  einfach  aus- 
gedehntes FlädienconHnuum  dar. 

Ist  die  Gleichung  in  Bezug  auf  u  algebraisch  vom  Grade 
p  und  liefert  sie  für  den  Punkt  x^jyjfi^  q  (<p)  reelle  Werte 
von  Uy  so  sagen  wir^  der  Raum  sei  durch  die  Flächenschar  in 
dem  genannten  Punkte  g-fach  erfüllt.  Bleibt  die  Zahl  q  für 
alle  Punkte  des  Baumes  dieselbe,  so  erfüllt  das  Flächensystem 
den  Baum  gleichförmig. 

Wechselt  die  Zahl  q  ihren  Wert,  so  zerfällt  der  Baum  in 
Gebiete,  welche  ungleich  vielfach  erfüllt  sind;  an  den  Grenzen 
dieser  Gebiete  werden  aus  den  in  161  näher  entwickelten 
Gründen  mindestens  zwei  der  Werte  u  einander  gleich.  Dem- 
nach sind  diese  Grenzen  durch  das  Besultat  der  Elimination 
von  u  zwischen  den  Gleichungen 

f(x,  y,  z,u)  =  0 


(2)  . 

bestimmt,  welches  symbolisch  dargestellt  werden  soll  durch 

(3)  Bsor,f{x,y,0,u)  =  O, 

Das  Gebilde,  welches  dieser  Gleichung  entspricht,  umfasst 
auch  den  Ort  singnlärer  Punkte  der  Flächen  (1),  falls  sie  solche 
besitzen. 

Sehen  wir  von  solchen  Punkten  ab,  so  ergibt  sich  die 
Bedeutung  des  in  (3)  enthaltenen  Gebildes  durch  folgende  Be- 
trachtung. 

Bei  feststehendem  Werte  von  u  gehört  zur  ersten  der 
Gleichungen  (2)  eine  specielle  Fläche,  aus  der  Schar  (1);  die 
linke  Seite  der  zweiten  Gleichung  geht  aus 

fix,  y^  z^  u  +  h)  —  fix,  y,  z,  u) 
h 

bei  dem  Grenzübergange  lim  A  =  0  hervor.     Nun  bestimmen 
die  beiden  Gleichungen 
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f{x,  y,  0,  m)  =  0 


^^^  W,  y,e,u-\-K)  =  0 

die  Durchschnittscurve  der  Flächen,  die  den  Parameterwerten 
u  und  u  -\-  h  entsprechen;  durch  diese  Curve  geht  aber  auch 
diejenige  Fläche,  welche  die  Gleichung 

(5)  f{^7  y;  ^;  w  +  Ä)  — /-(x,  y,  e,u)^0 

hat;  zur  Bestimmung  jener  Durchschnittscurve  kann  also  statt 
der  zweiten  der  Gleichungen  (4)  auch  diese  letzte  Gleichung 
herangezogen  werden,  die  aber  nach  dem  Mittelwertsatze  in  87 
wieder  ersetzt  werden  kann  durch 

Ä/*tt(^,  y,  z,u  +  0Ä)  =  0 
oder  endlich  durch 
(5*)  f:(x,y,z,u  +  eh)  =  0. 

Demnach  ist  die  Schnittlinie  der  beiden  Flächen  (4)  auch 
durch  das  Gleichungspaar 

f(^>  Vj  ^,  w)  =  0 
n{x,  y,  0,  u  +  BÄ)  =  0 

bestimmt.  Indem  nun  h  gegen  Null  conyergirt,  bewegt  sich 
die  Schnittlinie  auf  der  Fläche  u  gegen  eine  Grenzlage,  welche 
dargestellt  ist  durch  das  Gleichungspaar 

f(x,  y,  0,u)  =  O 
fu(po,yyZ,u)  —  Q, 
das  zusammenfällt  mit  dem  Gleichungspaar  (2).  Diese  Grenz- 
lage der  Schnittcurve  nennt  man  die  Charakteristik  der  Fläche  u. 
Mit  stetig  yariirendem  u  kommt  sowohl  die  Fläche  wie  die 
auf  ihr  liegende  Charakteristik  in  Bewegung  und  letztere  be- 
schreibt dabei  eine  neue  Fläche,  welche  man  die  Einhuüende 
oder  Unveloppe  der  Flächenschar  (1)  nennt;  die  Flächen  dieser 
Schar  heissen  die  Eingehüllten. 

Damit  ist  die  geometrische  Bedeutung  der  Gleichung  (3) 
gewonnen.  Man  kann  sich  die  Einhüllende  auch  durch  die 
Gleichung 

f{^>  y,  ^,  w)  =  0 

yertreten  denken,  wenn  man  darin  unter  u  diejenige  Function 
von  X,  y,  z  versteht,  die  sich  durch  Auflösung  von 
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fu{^>  Vj  ^,  w)  =  0 
nach  u  ergibt;  denn  in  diesem  Vorgänge  liegt  der  Eliminations- 
process. 

184.  Die  Beziehung  der  eingehüllten  Flächen  zur  Ein- 
hüllenden spricht  sich  in  dem  folgenden  Satze  aus:  Jede  ein- 
gehüllte Fläche  wird  von  der  Einhüllenden  längs  der  mgehörigen 
Charakteristik  berührt. 

Vermöge  der  soeben  gemachten  Bemerkung  über  die  ana- 
lytische Darstellung  der  Einhüllenden  hat  die  Tangentialebene 
im  Punkte  x/y/z  derselben  die  Gleichung 

a-^)[f^+fü'S  +  ('j  -  j')[^' + A'lj] 

+  (5-^)[/';  +  /-u|7]  =  0; 

weil  aber  für  die  Punkte  der  Einhüllenden  fu  =  0  ist,  so  ver- 
einfacht sich  diese  Gleichung  zu 

das  aber  ist  auch  die  Gleichimg  der  Tangentialebene  an  die 
Flache  u  der  Schar,  aber  in  einem  Punkte,  für  den  fu  =  0, 
d.  h.  in  einem  Punkte  ihrer  Charakteristik.  Es  &llen  also  die 
Tangentialebene  der  Einhüllenden  und  der  eingehüllten  Fläche 
in  einem  solchen  Punkte  zusammen,  beide  Flächen  berühren 
sich  dort. 

Auf  der  Einhüllenden  kann  aber  noch  eine  besondere  Er- 
scheinung zutage  treten.  Die  Charakteristik  auf  der  Fläche  u, 
welche  durch  das  Gleichungspaar 

(6)  fi^,  »,  ^;  «*)  =  0,        /•J(x,  y,  £f,  u)  =  0 

mit  festem  m  bestimmt  ist,  kann  nämlich  von  der  Fläche  des 
Systems  mit  dem  Parameter  u  -f-  h,  d.  i.  von 

f(^y  y,  ^,  W  +  Ä)  =  0 

oder 

(7)  fix,  y,  0,  u)  +  f:(x,  y,  z,  u)h  +  fLi{x,  y,  ;er,  w  +  GÄ)  ^  =  0 

in  einzelnen  Punkten  geschnitten  werden;  für  diese  Punkte 
bestehen  die  Gleichungen  (6)  und  (7)  zugleich  und  vereinfacht 
sich  daher  die  letzte  zu 
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wenn  nun  h  gegen  Null  convergirt,  so  werden  sieh  diese 
Schnittpunkte  auf  der  Charakteristik  (6)  bewegen  und  gewissen 
Grenzpunkten  nähern^  zu  deren  Bestimmung  die  Gleichungen 
(8)  A^,  y,  ^,  w)  =  0,  /;;(a;,  y,  0,  m)  —  0,  /*J«(a;,  y,  ^,  u)  =  0 
zu  dienen  hätten.  Mit  stetig  sich  änderndem  u  kommen  diese 
Grenzpunkte  in  Bewegung  und  ihr  Erzeugnis  ist  eine  auf  der 
Einhüllenden  gelegene  Curve,  welche  man  als  die  Büdck^r- 
kante  der  Einhüllenden  bezeichnet,  weil  sie,  wenn  sie  vorhan- 
den ist,  in  Form  einer  scharfen  Kante  auf  der  Fläche  erscheint. 
Analytisch  ist  die  Curve  durch  die  drei  Gleichungen  (8)  oder 
durch  die  zwei  ersten  derselben  gegeben,  wenn  darin  für  u  der 
aus  der  dritten  resultirende  Wert  eingesetzt  wird. 

Jede  Charakteristik  wird  in  den  ihr  angehörigen  Grenz- 
punkten von  der  Rückkehrkarde  berührt. 

Auf  Grund  der  zuletzt  gemachten  Bemerkung  ist  nämlich 
die  Richtung  der  Tangente  in  einem  Punkte  x/y/z  der  Rück- 
kehrkante durch  das  Gleichungspaar 

(^'+/"«S)^^+  {fy+f^^)^y+  [f'+n^^)^'-^ 

(/•„".  +/-Ji  g)  dx  +  {fi'y  +  ni  fj)  dy  +  (/•„';  +  /-j;  ^^)dz  =  0 

bestimmt  (166);  weil  aber  in  den  Punkten  der  Rückkehrkante 

/"„  =  0,    fui  =  0    ist,  so  reduciren  sich  diese  Gleichungen  auf 

fxdx+   fydy+  f^dz^O 

fuxdx  -f  fi'ydy  +  fu'tdz  =  0  5 

diese  Gleichungen  bestimmen  aber  auch  die  Richtung  der 
Tangente  in  einem  Punkte  der  Charakteristik  (2),  aber  in 
einem  Punkte,  für  welchen  auch  fu*  =  0  ist,  d.  h.  in  einem 
Grenzpunkte. 

Die  Rückkehrkante,  falls  eine  solche  zustande  kommt,  ist 
demnach  Einhüllende  der  Charakteristiken  aller  eingehüllten 
Flächen. 

186.  Beispiele,  1)  Aus  den  Punkten  der  Parabel  y*+4aa:=0 
in  der  a:y-Ebene  eines  räumlichen  Coordinatensystems  werden 
Kugeln  beschrieben,  welche  durch  den  Scheitel  der  Parabel^, 
also  durch  den  Ursprung  des  Systems  gehen;  es  ist  die  Ein- 
hüllende dieser  Kugeln  zu  bestimmen. 
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Eine  Eagel  des  Systems  ist  durch 

(x-i,y  -\-  (j,  -  ßY  -\-  e*  ^  a'  -\-  ß' 

dargestellt;  wenn  /J*  +  4aa  =  0  ist;   eliminirt  man  mit  Hilfe 
dessen  a,  so  lautet  die  Gleichung  des  Eugelsystems 

x'  +  f  +  0'+^x-2ßy  =  O 

und  ist  ß  der  veränderliche  Parameter.    Bildet  man  die  Discri- 
minante  der  Gleichung  in  Bezug  auf  ß,  so  ergibt  sich 

(^  +  y»  +  ^2)^  _  2ayK 

Dies   ist  die  Gleichung  der  Einhüllenden  ^  einer  algebraischen 
Fläche  dritter  Ordnung. 

Die   Charakteristik  auf  der  Kugel  vom  Parameter  ß  ist 
durch  die  Gleichungen 


(A) 


A^_  2y   =0 


bestimmt;  da  die  zweite  eine  Ebene  durch  die  ;8r-Axe  darstellt, 
deren  a:y-Spur  auf  der  Tangente  an  die  Parabel  im  Punkte 
a/ß,  welche  Tangente  den  Richtungs-  pig.  99. 

coefficienten ^  hat,  senkrecht  steht, 

so  ist  die  Charakteristik  der  durch 
diese  Ebene  aus  der  Kugel  geschnittene 
Kreis,  der  sich  in  die  Sehne  OPy  Fig.  99, 
projicirt.  Der  Ort  des  Punktes  P  ist 
eine  Cissoide  (164,  4));  daraus  folgt, 
dass  die  gefundene  Fläche  der  Ort 
jener  Kreise  ist,  welche  die  Leit- 
strahlen OP  einer  gewissen  Cissoide 
(i^  +  y*)^  =  2ay*)  zu  Durchmessern  haben  und  deren 
Ebenen  auf  der  Ebene  dieser  Cissoide  normal  stehen. 

Um  die  Rückkehrkante  zu  bestimmen,  hat  man  zu  den 
Gleichungen  (A)  noch  jene  Gleichung  hinzuzufügen,  die  durch 
Differentiation  der  zweiten  nach  ß  entsteht;  diese  Gleichung 
lautet  aber 

-?-  =  0, 
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woraus  rr  =  0  folgt;  dies  in  die  Gleichungen  (A)  eingeführt 
gibt  auch  noch  y  ==^0  und  0  ^^0,  Die  Bückkehrkante  zieht 
sich  also  hier  auf  einen  Punkt  zusammen^  der  ein  singularer 
Punkt  der  Flache  ist. 

2)  Die  Einhüllende  einer  yariabeln  Kugel  zu  ermitteln, 
deren  Mittelpunkt  sich  stetig  auf  einer  Oeraden  bewegt. 

Wählt  man  die  Gerade  zur  xf-Axe,  so  hat  die  Schar  der 
Kugeln  die  Gleichung 

x^  +  y'  +  (0-uy^2ip{u)', 
Differentiation  nach  u  ergibt 

e  =  u  —  ip\u), 
woraus  hervorgeht^  dass  die  Charakteristik  ein  Kreis  ist,  dessen 
Ebene  normal  zur  jer-Axe  ist  und  dessen  Mittelpunkt  in  dieser 
Axe  liegt.  Löst  man  zum  Zwecke  der  Elimination  die  zweite 
Gleichung  nach  u  auf,  so  ergibt  sich  dafür  eine  Function  von 
z,  welche  in  die  erste  Gleichung  eingetragen  dieser  schliesslich 
die  Form  a?*  -|-  y*  =  f(/f)  oder,  nach  Umkehrung, 
(9)  g=^F(^-\-y^ 

verleiht.  Dies  ist  also  die  allgemeine  Gleichung  der  Rotations- 
flächen, deren  Rotationsaxe  die  jer-Axe  ist. 

3)  Die  Einhüllende  einer  constanten  Kugel,  deren  Mittel- 
punkt auf  einer  gegebenen  Curve  sich  bewegt,  nennt  man 
CancUfläche^  die  Curve  heisst  ihre  Axe. 

Sind 

Xq  =  X(u) 

yo=5-W 

^0  =  ZW 
die  Gleichungen  der  Axe,  so  hat  die  Kugelschar  die  Gleichung 

fügt  man  dazu  die  durch  Differentiation  nach  u  entstandene 

SO  ergäbe  die  Elimination  von  u  zwischen  beiden  die  Gleichung 
der  Canalfläche. 

Die  zweite  Gleichung  stellt  aber  die  Normalebene  der 
Axe  im  Mittelpunkte  der  Kugel  u  dar;  demnach  ist  der  durch 
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diese  Ebene  aus  der  Kugel  geschnittene  grösste  Kreis  die 
Charakteristik.  Hiemach  kann  die  Ganalfläche  auch  durch 
Bewegung  eines  Kreises  vom  Halbmesser  r  erzeugt  werden, 
wenn  sein  Mittelpunkt  auf  der  Axe  sich  bewegt  und  seine 
Ebene  zu  ihr  bestandig  normal  ist. 

Da  die  Einhüllende  und  die  Eingehüllte  längs  der  Cha- 
rakteristik gemeinsame  Tangentialebenen^  also  auch  gemein- 
schaftliche  Normalen  haben^  und  da  die  Normalen  einer  Kugel 
durch  den  Mittelpunkt  gehen^  so  schneiden  die  Normalen  einer 
Canalfläche  deren  Axe. 

Um  die  Bückkehrkante  zu  bestimmen^  hätte  man  den 
obigen  zwei  Gleichungen  noch 

-(s)'+(^)'+(i5)* 

anzufügen. 

Die  specielle  Canalfläche ,  deren  Axe  ein  Kreis  ist^  führt 
den  Namen  TortAS.  Legt  man  die  Axe  sO;  dass  ihre  Gleichungen 
lauten :  n 

Xq  =  R  cosw 

y^=^  It  sin  u 

SO  erhält  man  die  Gleichung  des  Toms  durch  Elimination  von 
u  zwischen 

{x  —  R  cos  uf  +  (y  — -  U  sin  w)*  -f-  ^*  =  ^ 
X  sin  ti  —  y  cos  m  =  0; 
in  rationaler  Form  lautet  sie 

(^*  +  y»  +  ^*  +  R*  —  r^y  =  4Ä*(^*  +  f)' 
Für  die  Rückkehrkante  kommt  noch  die  Gleichung, 
a;  cos  M  +  y  sin  w  «=  0 
hinzu;  die  beiden  Gleichungen 

:r  sin  u  —  y  cos  w  =  0 
X  cos  M  4"  y  sin  M  =  0 
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werden,  da  ihre  Determinante  von  Null  yerschieden  (—  1)  ist, 
nm-  durch  rc  =  0,  y  =*=  0  befriedigt  und  hiermit  ergibt  die 
erste  Gleichung 

dies  hat  nur  reelle  Bedeutung,  wenn  R^r  ist ;  ist  .R  < r,  so 
besteht  die  Bückkehrkante  in  zwei  singulären  Punkten  der 
Fläche  mit  den  Coordinaten  0/0/+ "j/r*  —  i^*;  ist  R  =  r, 
so  ist  nur  ein  solcher  Punkt,  0/0/0,  vorhanden. 

186.  Eine  specielle  Gattung  von  Einhüllenden  einfach- 
unendlicher Flächenscharen  erfordert  vermöge  ihrer  Wichtig- 
keit eine  besondere  Betrachtung.  Sind  nämlich  die  Flächen 
der  einfach-unendlichen,  also  von  einem  veränderlichen  Para- 
meter abhängigen  Schar  Ebenen^  so  heisst  die  Einhüllende 
-eine  ahwickdbare  oder  devdoppMe  Fläche. 

Es  seien  A^  B,  C,  D  stetige  Functionen  von  u  und 

(10)  Ax-j-By+C^  +  D^O 

die  Gleichung  der  Ebenenschar.  Durch  DifPerentiation  der- 
selben nach  u  entsteht  eine  neue  in  Bezug  auf  Xy  y^  e  lineare 
Gleichung 

(11)  A'x  -f  B'y  +  Ce  +  D'=  0; 

die  Charakteristik  jeder  Ebene  der  Schar  ist  also  eine  Gerade 
und  die  Einhüllende  als  Ort  von  Geraden  eine  Begdfläche. 
Ihre  geradlinigen  Erzeugenden  sind  als  Charakteristiken  Tan- 
genten an  die  Rückkehrkante,  die  bestimmt  ist  durch  die  Glei- 
chungen (10)  und  (11)  in  Verbindung  mit  der  Gleichung 

(12)  A''x  -f  B''y  -f  C'z  +  2)"=  0 . 

Die  Einhüllende  einer  einfach-unendlichen  Ebenenschar  ist 
demna^  eine  Begelfläche,  deren  Erzeugende  das  System  der  Tan- 
genten einer  Eaiimcurve  bilden,  die  auf  der  Einhüllenden  ais 
Rückkehrhante  auftritt.  Jede  Ebene  der  Schar  ist  Tangential- 
ebene der  einhüllenden  Fläche  in  aUen  Punkten  einer  Erzeugen- 
den, derjenigen  Erzeugenden  nämlich,  welche  die  Charakteristik 
dieser  Ebene  ist 

Wir  stellen  die  Gleichungen  (10),  (11),  (12)  zu  einem 
System  zusammen: 
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Ax   +By   +Cz   +  D  =  0 

(13)  A'x  +  Wy  +  C'j?  +  2)'=  0 

A''x  +  B"y  +  C"z  +  2)"=  0 

und  bemerken  hierzu  Folgendes. 

Die  erste  Qleichung  bedeutet  bei  festem  u  eine  einzelne 
Ebene  der  Schar^  bei  variablem  u  die  Schar  selbst. 

Die  zwei  ersten  Gleichungen  reprasentiren  bei  festem  u 
eine  einzelne  Charakteristik  oder  Erzeugende,  bei  veränder- 
lichem u  das  ganze  System  oder  die  Einhüllende. 

Alle  drei  Gleichungen  zusammen  stellen  bei  festem  u  einen 
einzelnen  Punkt  der  Rückkehrkante  dar,  bei  variablem  u  die 
Bückkehrkante  selbst,  indem  sie  x,  y,  e  2\b  Functionen  von  u 
definiren. 

Im  Grunde  dieser  Auffassung  können  wir  nun  noch  nach- 
weisen, in  welcher  Beziehung  die  Ebenen  der  Schar  zu  der 
Rückkehrkante  stehen:  sie  mid  deren  OsctdoHansd^enen. 

um  dies  zu  zeigen,  fassen  wir  die  Gleichungen  (13)  als 
Gleichungen  der  Rückkehrkanie  auf  und  differentiiren  die  erste 
nach  w;  dies  gibt  zunächst 

A'x  +  Ry+C'z-^-D'+A^  +  Bli  +  C^^O 

und  wegen  der  zweiten 

abermalige  DifiFerentiation  nach  u  liefert  zunächst 

wenn  man  aber  die  zweite  differentiirt,  so   erhält  man  unter 
Berücksichtigung  der  dritten 

du    *  du    *         du 

und  damit  reducirt  sich  die  vorangehende  Gleichung  auf 

(15)         ^S+^S  +  ^£'-o. 

Aus  (14)  und  (15)  ergibt  sieh  das  Verhältnis  der  Richtungs- 
coefficienten  der  Osculationsebene  (170,  (6)) 

Csaber,  Vorleiimgen.   I.  30 
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=  ^  :  -B  :  C, 

demnach  fallt  that^chlich  die  Osculationsebene  im  Paukte  tf 
der  Bückkehrkante  mit  der  Ebene  u  der  Schar  zusammen. 

Man  kann  aber  auch^  von  einer  Raumcurve  ausgehend, 
zeigen^  dass  die  Einhüllende  ihrer  Osculationsebenen  identisch 
ist  mit  ihrer  Tangentialfläche  (166^  1)). 

Benützt  man  nämlich  für  die  Raumcurve  die  früher  ge- 
brauchten Bezeichnungen  und  den  Bogen  s  als  Parameter,  so 
schreibt  sich  die  Gleichung  der  Osculationsebene 

(16)  (I  —  x)  cos  9)  +  (i?  —  y)  cos  ^  4-  (5  —  e)  cos  x  =  0 ; 
differentiirt   man   sie,   um    die    Charakteristik   zu    bestimmen, 
nach  8,  so  entsteht  zuerst 

,j.  >.  d  cos  <p    ,     X  .  d  cos  ^     ,    /,  >.  d  cos  ;|r 

—  (cos  a  cos  tp  +  cos  ß  cos  ^  +  ^^^  ?  ^^^  x)  =  ^  5 
der  letzte  Klammerausdruck  hat  den  Wert  Null,  und  berück- 
sichtigt man  im  übrigen  die  Gruppe  (11)   der  Freuet 'sehen 
Formeln  (176),  so  lautet  die  letzte  Gleichung  endgiltig 

(17)  (I  —  x)  cos  1  +  {ri  —  y)  cos  f*  +  (g  —  ss)  cos  v  =  0 
und  stellt  die   zur  Hauptnormale   senkrechte  Tangentialebene 
dar;   folglich  wird  (16)  durch  (17)  wirklich   längs  einer  Tan- 
gente der  Raumcurve  geschnitten. 

187.  Man  hat  zwei  Gattungen  von  abwickelbaren  Flächen 
zu  unterscheiden. 

Solche  Flächen,  bei  welchen  eine  eigentliche  Rückkehr- 
kante auftritt,  nennt  man  allgemeine  Developpable. 

Solche  Flächen,  bei  welchen  die  Rückkehrkante  sich  auf 
einen  singulären  Punkt  zusammenzieht,  durch  welchen  dann 
nothwendig  alle  Charakteristiken  hindurchgehen,  heissen  Kegdr 
flächen;  der  singu^re  Punkt  wird  Scheitel  genannt.  Rückt 
er  insbesondere  in  bestimmter  Richtung  ins  Unendliche,  so 
sind  alle  Charakteristiken  parallel  und  die  Fläche  heisst  Cylinder- 
fläche. 

Die  zweite  Kategorie  von  abwickelbaren  Flächen  entsteht 
dann,  wenn  zwischen  den  Coefficienten  -4,  B,  C,  Z)  der  Ebenen- 
schar eine  lineare  (für  alle  Werte  von  u  geltende)  Relation 
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(18)  aA  +  bB+cC+D  =  0 

mit  Constanten  Goefficienten  a,  b,  c  besteht.  Aus  dieser  er- 
gibt sich  nämlich  durch  ein-  und  zweimalige  Differentiation 
nach  u 

(19)  aA'  +  bB'  +  cC'  +  D'  =  0 

(20)  a^"+  6J?"+  cC'+  D"=  0 

und  wenn  man  die  Gleichungen  (18),  (19),  (20)  von  den  cor- 
respondirenden  Gleichungen  (13)  subtrahirt,  so  tritt  an  die 
Stelle  von  (13)  das  System 

A  (x  —  a)  +  B  (y  —  b)  +  C  {e  —  c)  =  0 

(21)  A'(x  —  a)  +  B'  (y  —  b)  +  C  {g  —  c)  =  0 
A'\x  -  a)  +  B'Xy-b)  +  C"(^  -c)  =  0, 

welches  aber  nicht  eine  Curve,  sondern  den  Punkt  a/b/c  be- 
stimmt, weil  es  nur  durch 

x  — a  =  0,        y  —  6  =  0,        z  —  c  =  0 
befriedigt  wird,  sofern  die  Determinante 

\  A     B      C    \ 

•  A'    B'    c   ; 

I  ^"   -B"    C"  i 

nicht  identisch  Null  ist.  Findet  aber  dieses  statt,  so  bestim- 
men die  Gleichungen  nur  das  VerhÄltnis  {x — ») :  (y —  b):  (a — c), 
also  eine  Richtung,  die  Flache  wird  zur  Gylinderfläche. 

188.  Der  geometrische  Unterschied  zwischen  einer  deve- 
loppabeln  und  einer  nicht-developpabeln  Fläche  drückt  sich 
darin  aus,  dass  die  Tangentialebene  in  einem  Punkte  einer 
Fläche  der  ersten  Art  zugleich  Tangentialebene  in  unendlich 
vielen  andern  Punkten  ist,  wahrend  sie  bei  einer  Fläche  der 
zweiten  Art  —  von  Ausnahmefällen  abgesehen  —  nur  in  dem 
einem  Punkte  berührt.  Es  entsteht  die  Frage,  wie  sich  dieser 
Unterschied  analytisch  ausdrückt,  mit  andern  Worten,  welche 
besonderen  Eigenschaften  der  Function  f(Xj  y)  zukommen,  die 
die  Applicate  0  einer  developpablen  Fläche  darstellt. 

Die  erste  der  Gleichxmgen  (13),  als  Gleichung  einer  Tan- 
gentialebene an  die  durch  die  beiden  ersten  Gleichungen  dar- 
gestellte  abwickelbare   Fläche   aufgefasst,  enthält   ausser   den 

30* 
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Teränderlichen  Coordinaten  in  den  Coefficienten  nur  eiii«ii 
Pftrameter.  Denkt  man  sich  daher  die  Gleichung  der  Tan- 
gentialebene an  eine  solche  Fläche  in  der  Form 

g  _  ^  =  jp(|  —  x)  +  g(iy  —  y) 
oder 

pi  +  qv  —  t  +  ^  —p^  —  ay  =  0 

geschrieben^  so  sind  die  Goefficienten  p,  q,  ß  —  px  —  qy  nur 
Yon  einem  Parameter  abhängig;  daher  hängen  auch  p,  q  toh 
einander  ab^  d.  h.  es  ist 

(22)  g  =  90). 

Diese  Gleichung,  in  welcher  9  eine  willkürliche  Function  be- 
deutet^ charakterisirt  also  die  abwickelbaren  Flächen  und  wird 
als  Differentialgleichung  erster  Ordnung  dieser  Flächengattung 
bezeichnet^  weil  sie  eine  Beziehung  zwischen  DifTerentialquo- 
tienten  erster  Ordnung  darstellt. 

Man  kann  indessen  aus  (22)  noch  eine  andere  für  die  ab- 
wickelbaren Fachen  charakteristische  Gleichung  ableiten,  weldie 
frei  ist  von  einer  willkürlichen  Function.  Differentiirt  man 
nämlich  (22)  einmal  nach  x,  dann  nach  y,  so  ergeben  sich  die 
Gleichungen 

s  =  9p{py 

<  =  9p{p)s 
und  durch  Division  derselben   weiter    —  =s  — -   oder 

t  8 

(23j  rt  —  s^  =  0. 

Diese  Gleichung  (ygl.  180),  welche  eine  Beaiehung  ausdrückt, 
die  für  jeden  Punkt  einer  developpabeln  Fläche  zwischen  den 
drei  DüFerentialquotienten  zw^ter  Ordnung  surecht  besteht, 
nennt  man  die  Differenitiaigleichung  zweiter  Ordnung  der  ab- 
wickelbaren Flächen. 

1S9.  Die  Erzeugenden  einer  allgemeinen  Deyeloppabeln, 
als  Tangenten  an  ihre  Rückkehrkante,  zerfallen  durch  den  Be- 
rührungspunkt in  je  zwei  Strahlen;  die  Strahlen  MT,  Fig.  100, 
welche  der  positiren  Richtung  der  Tangente  entsprechen, 
bilden  einen  Mantel  5,  die  andern  Strahlen  MT'  einen  zweiten 
Mantel  5',  und  beide  Mäntel  vereinigen   sich  in  der  Curve  C 
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an  einer  scharfen  Kante;  ein  ebener  Schnitt  wie  PMP'  be- 
steht demgemäss  ans  zwei  Ästen,  welche  sich  im  Punkte  M 
der  Rückkehrkante  zu  einer  Spitze  verbinden. 

Ihren  Namen  haben  die  abwickelbaren  Flächen  auf  Grund 
der  folgenden  Eigenschaft  erhalten.  Wenn  der  Punkt  M  sich 
stetisr  auf  der  Curve  C  be-  „,     _ 

O  Pig.  100. 

wegt,  so  voUfQhrt  die  zu 
ihm  gehörige  Osculations- 
ebene  auch  eine  stetige  Be- 
wegung und  walzt  sich  auf 
der  abwickelbaren  Fläche,  sie 
beständig  berührend;  dabei 
nimmt  sie  nach  und  nach 
alle  geradlinigen  Erzeugenden 
und  somit  auch  alle  Punkte 
der  Fläche  in  sich  auf  Stellt 
man  sich  vor,  dass  jeder  Punkt 
der  Fläche  in  dem  Augen- 
blicke, wo  er  in  die  sich  wälzende  Tangentialebene  zu  liegen 
kommt,  auf  ihr  haften  bleibt,  so  wird  diese  Ebene  nach  und 
nach  die  ganze  Fläche  in  sich  au&ehmen  und  zwar  so,  dass 
dabei  keine  Faltungen  und  Dehnungen,  sondern  nur  Biegungen 
erfolgen  und  daher  alle  Linien,  die  vordem  auf  der  Fläche 
wareu,  in  unveränderter  Länge  aber  in  veränderter  Form  in 
die  Ebene  übergehen.  Man  sagt  dann,  die  Fläche  sei  auf  der 
Ebene  abgewickelt  Die  Abwicklung  bedeckt  die  Ebene  zwei- 
fach, indem  die  beiden  Mäntel  nun  übereinander  zu  liegen 
kommen,  ihre  gemeinsame  Begrenzung  ist  diejenige  Curve,  in 
welche  sich  die  Rückkehrkante  bei  dem  Abwicklungsprocesse 
transformirt. 

Weil  Bogenlängen  bei  der  Abwicklung  unverändert  bleiben 
und  weil  zwei  Tangenten  von  C  in  der  Abwicklung  einen 
Winkel  einschliessen,  welcher  die  wirkliche  Drehung  misst, 
durch  welche  die  eine  Tangente  im  Räume  in  die  andere  über- 
geführt wird  (169),  so  hat  die  transformirte  Rückkehrcurve  in 
jedem  Punkte  eine  Krümmung,  welche  der  Flexion  der  Raum- 
curve  in  dem  correspondirenden  Punkte  gleichkommt.  Die 
Flexion    der  Rückkehrkante   bleibt   also   bei   der  Abwicklung 
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nn verändert  erhalten,  die  Torsion  aber  geht  verloren,  weil  aus 
der  Raumcurve  eine  ebene  Curve  wird. 

190.  Die  Function  f{Xy  y,gyUjV)  sei  eindeutig  und  stetig 
in  Bezug  auf  die  Coordinaten  x,  y,  z  wie  in  Bezug  auf  die 
von  einai|der  unabhängigen  Parameter  Uy  v\  dann  stellt  die 
Gleichung 

(24)  f(x,  y,  z,  «,  t;)  =  0 

ein  System  von  oo^  Flächen  oder  ein  zweifach  ausgedehntes 
Flächencontifmum  dar.  Auch  bei  einem  solchen  kann  unter 
Umständen  von  einer  Einhüllenden  gesprochen  werden^  doch 
in  einem  gegenüber  dem  früheren  Falle  (188)  veränderten  Sinne. 
Ertheilt  man  nämlich  dem  v  einen  festen  Wert;  so  stellt 
die  Gleichung  (24)  eine  einfach-unendliche  Flächenschar  dar, 
deren  Einhüllende  im  früheren  Sinne,  wenn  sie  existirt,  durch 
Elimination  von  u  zwischen  den  Gleichungen 

(25)  f(x,  y,  0,u,v)  =  O,        fi{x,  y,  z,  w,  v)  =  0 

bestimmt  wird.  Diese  Elimination  kann  man  sich  so  voll- 
zogen denken,  dass  man  aus  der  zweiten  Gleichung  u  ausdrückt 
und  den  Wert  dafür,  der  aus  x,  y,  z,  v  sich  zusammensetzt, 
in  die  erste  Gleichung  einträgt. 

Die  Gleichung  der  Einhüllenden  enthält  nun  t?,  und  denkt 
man  sich  dieses  jetzt  veränderlich,  so  hat  man  es  neuerdings 
mit  einer  einfach-unendlichen  Flächenschar  zu  thun,  deren 
Einhüllende  durch  Elimination  von  v  zwischen 

f{^7 y, ^j «<; ^)  =  0,   f'.ix, y, z, u, v)  +  /;; {x, y, z,  u, v)^=0 

erhalten  wird;  die  zweite  dieser  Gleichungen  ist  aus  der  ersten 
gebildet,  nachdem  darin  u  in  der  besprochenen  Weise  durch 
den  Ausdruck  in  x,  y^  z^  v  ersetzt  worden  ist;  sie  erfihrt 
aber  vermöge  (25)  eine  Vereinfachung  und  lautet  schliesslich 

(26)  f;{x,y,z,u,v)^0. 

Diese    zuletzt    bestimmte   Einhüllende,  deren    Gleichung 

man   also,  alles  zusammenfassend,    dadurch  erhält,  dass  man 

zwischen  den  drei  Gleichungen  (25)  und  (26),  oder  kurz 
zwischen 

/•=o,      /-«'»o,      /-.'^o 
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beide  Parameter  u^  v  eliminirt^  nennt  man  die  EinhüUende  des 
zweifach  unendlichen  Flachensystems. 

Auf  der  Flache  u/v  entsteht  bei  dem  ersten  Processe 
eine  Charakteristik  und  diese  liegt  auf  der  Fläche  (25);  auf 
dieser  Flache  entsteht  bei  dem  zweiten  Processe  abermals  eine 
Charakteristik,  welche  die  frühere  im  Allgemeinen  in  einer 
Anzahl  Punkte  schneidet:  in  diesen  Punkten  wird  die  Fläche 
u/v  des  Systems  von  der  schliesslichen  Einhüllenden  berührt. 
Darin  also  liegt  der  Unterschied  gegenüber  dem  früheren  Falle, 
dass  nunmehr  jede  Eingehüllte  von  der  Einhüllenden  nur  in 
einer  Anzahl  vereinzelter  Punkte  berührt  wird. 

Beispiele,  1)  Jedem  Punkte  eines  dreiaxigen  EUipsoids 
mit  den  Halbaxen  a,  6,  c  wird  eine  Ebene  in  der  Weise  zu- 
geordnet, dass  sie  durch  die  Projectionen  des  Punktes  auf  den 
Hauptaxen  der  FULche  hindurchgeht.  Es  ist  die  EinhüUende 
dieses  Ebenensystems  zu  bestimmen. 

Die  Hauptaxen  mögen  als  Coordinatenaxen  gewählt  wer- 
den; die  reciproken  Abstände  der  Projectionen  eines  Punktes 
M  des  EUipsoids  auf  OX,  OY,  OZ  von  0  seien  w,  v,  w] 
dann  lautet  die  Gleichung  des  Ebenensystems 

ux  -{-  vy  -{-  WZ  —  1  =  0, 
wobei  jedoch  u,  v,  u?  an  folgende  Bedingung  geknüpft  sind: 
_!_   ,   J_     ,   .J i  _  o 

Hier  empfiehlt  sich  ein  Rechnungsgang,  der  dem  in  ld3 
erläuterten  analog  ist.  Betrachtet  man  u,  v  als  die  unabhän- 
gigen Parameter,  so  gibt  die  Differentiation  beider  Gleichungen 
nach  u  einerseits  und  nach  v  andererseits 

\        dw         ^  '  i        die         r. 

JL  j.  .!_  ?!?  =  0  __^_  -L  .  L_  ^  ««  0- 

a^u*^  c*w*du  '  ö^v^^c^w^dv        ^' 

durch  Elimination   der  Differentialquotienten   erhält  man  die 
Beziehung 

a^u^x  =  b^v^y  =  €^w^0 

und  es  bedarf  nun  noch  der  Elimination  von  u,  v,  w  zwischen 
diesen  zwei  und   den    ursprünglichen   zwei  Gleichungen.     Be- 
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zeichnet  man  den  gemeinsamen  Wert  der  letzten  drei  Prodacte 
mit  Pf  so  hat  man  einmal 

P 

P 
c*w* 

woraus  sich  durch  Addition  unter  Beachtung  der  gegebenen 

Gleichungen    p  =»  l    ergibt ;    andererseits    ist    mit   Benützung 

dieses  Wertes  von  p 

—         1 
a         a^u^ 

y_ i_ 

b   ~  6»r« 
j_  _     1 
c         c'w' 

und  daraus  erhält  man  als  Gleichung  der  Einhüllenden 

Zwei  Bemerkungen  mögen  hinzugefügt  werden.  Für  alle 
Punkte  eines  Hauptschnittes  des  Ellipsoids  iäUt  die  Ebene  des 
Systems  mit  der  Ebene  dieses  Hauptschnittes  zusammen;  dem- 
nach ist  eine  solche  Ebene  Tangentialebene  an  die  Einhüllende 
nicht  in  einem  Punkte,  sondern  längs  einer  Linie;  in  der 
That  hat  die  Fläche  in  den  Coordinatenebenen  scharfe  Kanten 
(Schneiden). 

Für  die  Scheitelpunkte  des  Ellix>soids  wird  die  Ebene  des 
Systems  unbestimmt,  dieser  umstand  deutet  auf  singulare 
Punkte  an  der  Einhüllenden  hin;  diese  hat  denn  auch  in  den 
Coordinatenaxen  vierschneidige  Spitzen. 

2)  Aus  den  Punkten  desselben  und  auf  das  nämliche 
Goordinatensystem  bezogenen  EUipsoids  werden  Kugeln  be- 
schrieben, welche  durch  den  Mittelpunkt  der  Fläche  geben. 
Es  ist  die  Einhüllende  dieses  Kugelsystems  zu  bestimmen. 

Sind  cc,  ßy  y  die  Coordinaten  eines  beliebigen  Punktes  des 
Ellipsoids,  so  kommt  dem  Kugelsystem  die  Gleichung 
x^  +  y^  +  z^  —  2ax  —  2ßy  —  2y^  =  0 
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ara,  wobei  jedoch 

ist.  Sieht  man  a^  ß  als  die  unabhängigen  Parameter  an  und 
difEerentürt  beide  Gleichungen  darnach^  so  entstehen  die  ölei- 
chungspaare 

ä«  "^  c*  a«  ~  ^^  "6«  ^  c*  dß~   ' 

nach  Ausscheidung  der  Differentialquotienten  ergibt  sich  daraus 
die  Relation 

Geht  man  mit  den  Werten 

in  die  beiden  gegebenen  Gleichungen  ein^  so  entsteht 

^  +  y   +  ^  =  2 -^- — ^—-^ 

und  durch  Elimination  ron  x  die  Gleichung  der  Einhüllenden 

(a;2  +  y»  +  ;?«)2  =  4(a^x^  +  6*y«  +  c'z^) . 

Alle  Kugeln  des  Systems  gehen  durch  einen  Punkt,  den 
Mittelpunkt  des  EUipsoids;  dieser  erscheint  denn  auch  als 
Punkt  der  Einhüllenden,  aber  als  ein  singulärer;  er  steht 
ausser  Zusammenhang  mit  der  übrigen  Fläche  und  heisst  iso- 
lirter  Punkt. 

§  5.    Die  Folarfläche  einer  Saumonrve. 

191.  Jedem  Punkte  einer  Raumcurve  sind  drei  ausgezeich- 
nete Ebenen  zugeordnet;  die  Osculationsebene,  die  Normalebene 
und  die  zu  beiden  senkrechte  Tangentialebene.  Jede  dieser 
Ebenen  gibt,  wenn  der  Punkt  die  Curve  stetig  durchläuft, 
Anlass  zur  Entstehung  einer  einfach  unendlichen  Ebenenschar 
und  hiermit  auch  zu  einer  abwickelbaren  Flache. 

Die   abwickelbare   Fläche,   welche   die   Osculationsebenen 
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einhüllt,  ist  bereits  als  Tangenten  fläche  der  Baumcurve  besprochen 
und  behandelt  worden  (186). 

Die  Einhüllende  der  Normalebenen,  mit  welcher  wir  uns 
jetzt  beschäftigen  wollen,  steht  zn  der  Gurve  in  wichtigen  und 
merkwürdigen  Beziehungen  und  führt  den  Namen  Polarfläche 
der  Curve. 

Die  Einhüllende  endlich  der  zu  den  Hauptnormalen  senk- 
rechten Tangentialebenen  wird  die  recHficirende  Devdqppabie 
der  Gurve  genannt  aus  einem  Grunde,  welcher  an  einer  BpSAe- 
ren  Stelle  angegeben  werden  wird. 

Alle  auf  die  Polarfläche  bezüglichen  Fragen  finden  ihre 
Erledigung  in  jenen  drei  Gleichungen,  auf  welche  die  Theorie 
der  abwickelbaren  Flächen  geführt  hat,  nämlich  in  der  Glei- 
chung der  Normalebene  eines  veränderlich  gedachten  Punktes 
M(x/y/  z)  der  gegebenen  Gurve  G  und  jenen  zwei  Gleichungen, 
welche  aus  dieser  durch  ein-  und  zweimalige  Differentiation 
Dach  dem  venlnderlichen  Parameter  hervorgehen;  als  solchen 
wählen  wir  die  Bogenlänge  s.    Dann  lautet  die  erste  Gleichung 

(5  —  x)  cosa  +  (yi  —  y)  cos/3  +  (g  —  e)  cosy  =  0; 

die  zweite,  zunächst  in  unentwickelter  Form, 

(^  -  ^)  -äT  +  (^  -  y)  -^  +  (e  -  ^)  -^ 

-  g  cos«  +  ^  cos^  +  g  cosy)  =0; 

der  letzte  Klammerausdruck  aber  hat  den  Wert  1,  weil 
—  SS  cos « , . .  .    daher  ist  mit  Beachtung  der  Gruppe  (I)  der 

Frenet'schen  Formehi  (176)  die  endgiltige  Form  dieser 
Gleichung 

(6  —  x)  cos  A  +  (^  —  y)  cos  ft  +  (S  ~"  ^)  <^ö8  V  =  (> ; 
die  dritte  ergibt  sich  zimächst  in  der  Gestalt 

/u  \  d  coB  X     ,    /  N  d  cos  tt    ,    /,  V  (2  cos  y 

(dx         n     I    dy  ,    dg  \        dg 

und  weil  der  letzte  Klammerausdruck  den  Wert  Null  hat,  so 
hat   man    schliesslich    mit  Benützung    der   Gruppe   (III)   der 
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Frenetischen  Formeln  und  unter  Rücksichtnahme  auf  die  erste 
Gleichung 

(I  — ir)co89  +  (>?  — y)cos^  +  (f  —  xf)co8x  =  —  T^- 

Demnach  heisst  das  die  Polarfläche  charakterisirende  Glei- 
chungssystem 

(I  —  ^)  cos  a  +  (^  —  y)  cos  /J  +  ({;  —  i8i)  cos  y  =  0 
(1).  (I  —  x) cos k  +  (i?  —  y) cos fi  +  {i  —  e)co^v  =  Q 

(6  — a:)cos9  +(17  — y)cos^  +  (f  — -gr)cosx  =  — T^. 

Einzeln  und  bei  festem  M  betrachtet,  stellen  diese  drei 
Gleichungen  yermöge  ihrer  Bichtungscosinusse  drei  zu  einander 
senkrechte  Ebenen  dar^  welche  sich  in  jenem  Punkte  M^  der 
Rückkehrkante  C^  der  Polarfläche  schneiden ,  der  durch  die- 
selben drei  Gleichungen  zusammen  bestimmt  ist;  sie  bilden, 
wie  sich  leicht  erkennen  lässt,  das  Fundamentaltrieder  fär  den 
Punkt  Mq  der  Curve  C^. 

Denn  die  erste  Ebene  ist  Oscalationsebene  von  Cq  in  Jf^; 
die  zweite  schneidet  sie  längs  der  Charakteristik,  also  längs 
der  Tangente  an  C^  in  üf^,  und  da  sie  auf  ihr  senkrecht  steht, 
so  ist  sie  die  zur  Osculations-  und  Normalebene  senkrechte 
Tangentialebene;  die  dritte,  zu  den  beiden  vorgenannten  senk- 
recht, ist  demnach  Normalebene. 

Daraus  folgt  weiter,  dass  die  Schnittlinie  der  zweiten 
Ebene  mit  der  dritten  die  Binormale,  die  Schnittlinie  der 
dritten  mit  der  ersten  die  Hauptnormale  von  C^  in  M^  ist. 
Nimmt  man  hinzu,  dass  die  Richtungscosinusse  der  Schnitt- 
linie zweier  der  Ebenen  (1)  übereinstimmen  mit  den  Rich- 
tungscosinussen der  dritten  Ebene  (173),  so  ergibt  sich  der  Satz: 
Die  Curven  C  und  C^  stehen  in  solcher  Beziehung  au  einander, 
dciss  in  oarrespondirenden  Punkten  die  Tangente  der  einen  der 
Binormale  der  andern  parallel  ist,  die  Hauptnarmalen  aber  unier 
einander  parallel  laufen. 

Die  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  nach  |,  1;,  g  werde 
mit  Xqj  y^y  0Q  bezeichnet;  da  die  Determinante  des  Systems 
den  Wert  1  hat,  so  lautet  diese  Auflösung  wie  folgt: 
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(2) 


' 

0 

cos/3 

cosy 

Xq  =  X  + 

9 

~-^  ds 

cos^ 

cosi/ 

=  a:  +  ^cosA  — 

-T-fco«, 

cos^ 

cosx 

COS« 

0 

eosy 

yo=y+ 

cosA 

9 

rpdg 

^  ds 

cosv 

=  y  +  pcosfi- 

-rgcos* 

cos  9 

cosx 

cosa 

cos/3 

0 

^0=^  + 

cosA 
cos  9 

COSfi 

cos^ 

9 

rpdg 
^  ds 

=  JS  +pcosv  — 

-tHcosx 

Bei  festem  s  bestimmen  diese  Oleichungen  den  dem  Punkte  M 
von  C  correspondirenden  Punkt  Mq  der  Rückkehrkante  C^  der 
Polarfläche,  bei  veränderlichem  s  stellen  sie  die  Curve  Cq 
selbst  dar. 

192.  Der  Punkt  M^  hat  für  die  Curve  C  im  Punkte  M 
noch  eine  andere  wichtige  geometrische  Bedeutung:  Er  ist  der 
Mittelpunkt  derjenigen  unter  den  durch  M  gehenden  Kugeln^ 
welche  sich  der  Curve  C  in  der  Umgebung  von  M  am  engsten 
anschliesst;  sie  wird  die  osculirende  Kugel  oder  Schmiegnng»- 
kugel  der  Curve  C  im  Punkte  M  genannt. 

Um  dies  zu  erweisen,  bezeichnen  wir  den  Mittelpunkt 
einer  Kugel  mit  x^jy^l z^^  ihren  HAlbmesser  mit  jß,  so  dass 

(3)  (I  -  x,Y  +  (^  -  yo)'  +  a  -  ^o)*  =  -B» 

ihre  Gleichung  ist,  und  schreiben  der  Kugel  zunächst  nur  vor,  dass 
sie  durch  den  Punkt  ilf  gehe;  dies  gibt  die  Bedingungsgleichung 

(4)  {X  -  x„)»  +  (y  -  yo)*  +  (^-  ^o)*  =  -B*. 

Nun  wählen  wir  auf  C  einen  dem  M  benachbarten  Punkt 
M^  mit  dem  Parameterwerte  5  4"  ^^  dessen  Coordinaten  sich 
(176)  wie  folgt  ausdrücken: 

^1  =  ^  +  *  cosa  +  ~  cos  A  +  -g-  ^  +  f, 

Vi  =2/  +  Äcos/J  +  ~cos/*+-g-jjf +  ^2 

Z^    =Z  +ÄC0Sy  +  -C0SV+~j^  +  £3 
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und  bestimmen  das  Qaadrat  seiner  Entfernung  7)  yom  Mittel- 
punkte der  Kugel;  es  ist 

D-  =  [a:  —  :ro  +  A  cos«  +  —  cos  A  +  y  JJ5-  +  fj 
+  [y  —  yo  +  *  cos/3  +  IJ  cosft  +  ^0  +  fj 
+  L^  —  ^0  +  A  cosy  +  —  cosi;  +  ~  ^  +  £,] 


(5) 


5p 

+  2h[{x  —  iCo)eosa  +  (y  —  3/0)  <^<>s /J  +  (ät  —  ^srj  cos  y] 
+  y  [(^—^0)  <50sA  +(y— yo)  cos|[i  -f  (z—JSq)  cosi;  +  (>] 

+  ¥[(---o)£?+(y-yo)g  +  (-— .)g]+^, 

wobei  E  wie  «j,  fg?  ^s  Grössen  der  vierten  Ordnung  bezüglich 

h  bedeuten. 

Der  letzte  Klammerausdruck  kann  noch  wie  folgt  trans- 

formirt  werden.     DiflFerentiirt  man  die  Gleichung  (178,  (11)) 

d*x 
cosA  =  p^^ 

nach  s  und  benützt  dabei   die  Gruppe  (III)  der  Frenetischen 
Formeln  (175),  so  ergibt  sich 

cos«         cos  <p dg     cosi     ^^      d^x 

"^  f~  ~  ds  '  T~  "^  ^  rf"«' 

analog 

cos  p         cos  ^ dg     cos  fi    ,        d^y 

^              f    ~  di  '  "V  "l"  ^  57» 
cos  y         cos  %  dQ     cos  v  ^^      d^e 

multiplicirt  man  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  x  —  x^y 
9  —  yo;  ^  —  ^0  ^^^  addirt  hierauf^  so  kommt  man  zu 

(^  -  ^0)  jp  +  (y  -  yo)  j?  +  (^  -  ^0)  ill 

=  —  ^  [(a:  —  a:o)cosa  +  (y  —  yo)<^08/'  +  (^  —  -«^o)  cosy] 
~  ^  K^  ~  ä:o)cos9)  +  (y  —  yo)co8V'  +  (^  —  ^0)  cos  3;] 
■"  ?  57  K^  ~  a;o)cos  A  +  (y  —  yo)cos^  +  (^  —  z^)  cosv] . 
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Hiermit  folgt  aus  (5),  wenn  auf  die  Gleichung  (4)  Rück- 
sicht genommen  wird, 

(2)  +  B){D  -  R) 
—  2h[(x  —  Xojcosa  +  (y  —  yo)<^os/J  +  (b  —  iero)co8y] 

+  j[{x  —  x^)coak  +  (y  —  yo) eos (i  +  (z  —  z^)co8v -^  q] 
~  y[v  {(a:—  a:o)co8a  +  (y  —  yo)c^OBß  +  (z  —  s!o)^^y] 
+  ^57  !(^  — ^o)<50sA  +  (y  — yo)cos^  +  (^  —  äTo) cos i; ) 
+  ^{(^— ^o)cos9  +  (y— yo)<^s^  +  (e—ZQ)coBx]]+JE. 

Die  Differenz  D  —  B  drückt  den  kürzesten  Abstand  des 
Punktes  Jf^  von  der  Kugel  aus;  da  die  Kugel,  um  bestimmt 
zu  sein,  noch  drei  Bedingungen  unterworfen  werden  muss,  so 
setzen  wir  fest,  jener  kürzeste  Abstand  solle  von  höchstmög- 
licher, also  von  vierter  Kleinheitsordnung  sein;  dazu  ist  noth- 
wendig,  dass 

{Xq  —  x)  cos  «  +  (yo  —  y)  cös  /3  +  (^0  —  ^)  cos  y  =  0 
(xq  —  ic)cos  A  +  (yo  —  y)cos^  +  (Zq  —  z)co8v  =  p; 

beachtet  man  diese  zwei  Bedingungsgleichungen   bei  der  An- 
nullirung  des  Coefficienten  von  A',  so  ergibt   sich  als   dritte 
Bedingung 
{xQ—x)cosq)  +  (yo  — y)cos^  +  (^o"  ^)<^osx  =  —  T^- 

Diese  drei  Gleichungen  stimmen  aber  mit  dem  System  (1) 
überein,  aus  welchem  sich  der  Punkt  (2)  ergeben  hat,  und 
damit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  erwiesen. 

Die  osculirende  Kugel  berührt  die  Curve  in  Jf;  denn  da 
ihr  Mittelpunkt  vermöge  der  ersten  Gleichung  in  der  Normal- 
ebene von  M  liegt,  so  ist  hier  die  Tangente  an  die  Curve 
zugleich  Tangente  der  Kugel.  Die  Berührung  ist  als  eine 
solche  der  dritten  Ordnung  zu  bezeichnen  (l42). 

Für  den  Halbmesser  R  der  osculirenden  Kugel  hat  man 
nun  auf  Grund  von  (4)  und  (2)  die  Bestimmung 

(6)  i^^  =  p*  +  (T^)^ 
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(7) 


198.  Die  osculirende  Kugel  schneidet  die  osculirende  Ebene 
des  Punktes  M  nach  einem  die  Gurve  in  M  berührenden 
Kreise^  dessen  Elemente  sich  wie  folgt  bestimmen. 

Sein  Mittelpunkt  £1  ist  der  Fusspunkt  der  Geraden 
(I  —  x)  cos  a  -f-  (ly  —  y)  cos  /J  +  (g  —  ä?)  cos  y  =  0 
(I  —  x)  cos  A  +  (^  —  y)  cos  ft  +  (g  —  z)  cos  1/  =  p 
auf  der  Osculationsebene  von  C  in  M,  deren  Oleichung  ist 
(8)       {l  —  x)QO^q>  +  {ri  —  y)cos^  +  (g  —  ä)  cos  ^  =  0; 
denn  jene  Gerade  geht  laut  (1)   durch   den  Mittelpunkt  der 
Kugel  und  steht  auf  der  Ebene  (8)  normal.     Behält  man  also 
für  den  Mittelpunkt  Sl  die  Bezeichnung  |,  17,  g  bei^  so  ergibt 
sich  aus  (7)  imd  (8)  für  ihn  die  Bestimmung 


(9) 


g-x  = 


■n  —  y  = 


i-z  = 


0 

cos/3 

cosy 

9 

COS|[t 

cosi/ 

0 

cos^ 

cosx  1 

cosa 

0 

cosy 

cosA 

9 

cosi/ 

cos  9 

0 

cosx 

cos« 

cos/3 

0 

1 

cosA 

cos^ 

Q 

cos  97 

cosV' 

0    . 

=  p  cos  k  , 


Q  COS  fl , 


Q  COS  1/ . 


Weil  hiemach  |  — x  und  cos  A,  ly  —  y  und  cos  /it,  g  —  0  und 
COSI/  gleichbezeichnet  sind^  so  liegt  der  Punkt  1^  von  Jf  aus  gezahlt 
in  der  positiven  Richtung  MH  der  Haupt-  pig.  101. 

normale,  also  auf  der  concaven  Seite  der 
Curve  in  dem  in  178  erläuterten  Sinne. 

Für    den    Halbmesser   des   Kreises 
geben  die  Gleichungen  (9)  den  Wert  q. 

Man  nennt  daher  diesen  Kreis,  weil 
sein  Halbmesser  mit  dem  Halbmesser 
der  ersten  Krümmung  übereinstimmt,  den 
ErümmungsJcreiSj  seinen  Mittelpunkt  Sl 
den  KrümmungsmiUelpunM^  die  Oscula- 
tionsebene, da  sie  diesen  Kireis  enthält,  auch  Krümmungs- 
ebene,   und   die   Gerade  (7),   welche   zur  letzteren  Ebene   im 
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Punkte  Sl  normal  steht^  die  Krümmimgsaxe  der  Cur^e  C  im 
Punkte  JÜf. 

Ein  Blick  auf  Fig.  101  (S.  479)  und  auf  die  Gleiehung 
(6)  lehrt,  dass  der  Abstand  P  des  Mittelpunktes  der  oeculiren- 
den  Kugel  Ton  der  Osculationsebene  bestimmt  ist  durch  die 
Formel 

(10)  p'-{^'^y- 

Auf  Orund  der  Ergebnisse  dieses  und  des  vorangehenden 
Artikels  kann  man  die  Polarfläche  einer  Raumcurve  C  auch 
als  Ort  ihrer  Erümmungsaxen  und  die  Rückkehrkante  der  Polar- 
fläche als  Ort  der  Mittelpunkte  der  osculirenden  Kugeln  de- 
finiren. 

194.  Die  Formel  (10)  lehrt,  dass  der  Mittelpunkt  der 
osculirenden  Kugel  mit  dem  Kirümmungsmittelpunkte  zusammen- 
fällt bei  Curven,  für  welche  beständig 

^  =  0 

also  für  Curven  von  constanteni  FlextonshaJhmesser ;  dann  aber 
ist  vermöge  (6)  auch  Jß  constant.  Dies  findet  demnach  bei 
der  gewöhnlichen  Schraubenlinie  statt. 

In  Punkten  mit  stationärer  Osculationsebene  ist  die  Tor- 
sion Y  ^^;  ^^^  Torsionshalbmesser  also  und  mit  ihm  P 
(sofern  ~-  von  Null  verschieden  istj  imendlich;  solchen  Punk- 
ten entsprechen  also  unendlich  ferne  Punkte  der  Rückkehr- 
kante der  Polarfläche. 

Wir  wollen  femer  die  Frage  nach  Curven  richten,  £Ör 
welche  der  Halbmesser  der  Schmiegungskugel  constant  ist 
Dies  erfordert  nach  (6),  dass 

^  ds     '         ds         ds 


verschwinde,  oder  dass 


(11;  T^ 

^      ^  ds 


Q 


i-'S 


T  ^         ds 


=  0 
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sei.  Das  Verschwinden  des  ersten  Factors  ist  schon  durch  die 
Yoraufgehende  Bemerkung  erledigt;  es  bleibt  noch  das  Ver- 
schwinden des  zweiten  Factors  zu  deuten. 

Differentiirt  man  zu  diesem  Zwecke  die  erste  der  Glei- 
<ihungen  191,  (2)  nach  s  unter  Bezugnahme  auf  die  Frenet- 
schen  Formeln,  so  ergibt  sich 

5j— C0SSP-5J-C08A, 

also  nach  entsprechender  Beduction 


-ii^m 


ds  -       \T    '        dB     J^9: 
ebenso  ergeben  die  beiden  andern  Gleichungen  des  angezoge- 
nen Systems 


dy^__\   Q_    i       \    daß  \ 
da  ~       V ^  "^       da      J 


das  identische  Verschwinden  des  zweiten  Factors  in  (11)  hat 
also  zur  Folge,  dass  beständig 

if^  —  0  ^  —  n  ^=0 

da   ~^'  da   ~^'  da 

oder  dass 

Xq  =  const.,  y^  =  const.,  Zq  =  const. 
ist.  Dann  aber  gibt  es  fOr  alle  Punkte  der  Gurve  nur  eine 
Osculationskugel,  die  Gurve  selbst  liegt  auf  einer  Kugel  und 
wird  eine  sphärische  Baumcurve  genannt;  ihre  Polarfläche  ist 
ein  Kegel,  der  den  Mittelpunkt  der  Kugel  zur  Spitze  hat 
(Beispiel,  166,  2)). 

195.    Beispiel.     Es  ist  die  Polarfläche  der  Schraubenlinie 

^  =  a  cos  u 

y  :s=  a  sin  u 

ff  =  bu 
zu  charakterisiren. 

Oiuber,  Yorlosangen.   I.  31 
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Mit  Benüixung  der  in  177,  1)  gefundeneii  Besidtate 

COS  X  —  —  cos  Uy       cos  fi  «=  —  sin  w ,  cos  v  =  0 , 

b  smu                  ,  &  cos  tf  a 

COSg>= -7-_==;        COS^  «= 7===>         COS  Y  =     ,  ^  . 

ergibt    die   Ausführung  der    Oleichungeii    191,  (2)    folgendes 
Resultat: 


6» 

Xa= cos  W 

a 

yo  =  —  —  Sin  w 


führt  man  an  Stelle  von  u  einen  neuen  Winkel  u  durch  die 
Gleichung  ,  . 

ein^  so  gehen  die  letzten  Gleichungen  über  in 
a?ft«=  —  cosw 

^o  =  &(w'— 3r)5 

die  Bückkehrkante  der  Polarfläche  ist  also  eine  mit  der  ge- 
gebenen Schraubenlinie  in  gleichem  Sinne  gewundene  Schrauben- 

linie    auf  einem   Cylinder  vom  Halbmesser   — ;   während  die 

erste  durch  einen  Punkt  der  positiven  x-Axe  geht,  schneidet 
die  zweite  die  negative  rr-Axe;  beide  Schraubenlinien  haben 
die  nämliche  Ganghöhe. 

Die  Polarfläche  einer  Schraubenlinie  ist  demnach  eine  ab- 
wick^hare  Schratibenfläche. 

106.  Die  Polarfläche  einer  Curve  C  ist  der  Ort  ihrer 
EvohUen. 

Versteht  man  nämlich  unter  einer  Evolute  der  Curve  C 
jede  Curve,  deren  Tangenten  Normalen  von  C  sind,  so  besitzt 
die  Curve  C  unzählig  viele  Evoluten,  die  nothwendig  auf  ihrer 
Polarfläche  liegen  müssen. 

Ist  nämlich  C  eine  Evolute  von  C,  M'   ein  Punkt  dßt- 
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selben  tind  M'M  die  Tangente  in  diesem  Punkte  an  C  und 
zugleich  Normale  in  M  zur  Gurre  Cy  so  erfolgt,  sobald  M 
auf  C  sich  zu  bewegen  beginnt,  eine  momentane  Drehung  von 
MM^  um  den  Punkt  üf' ;  gleichzeitig  dreht  sich  die  Normal- 
ebene von  M  augenblicklich  um  die  Ejrümmungsaxe  des  Punktes 
Jf ;  soll  demnach  M'M  normal  bleiben  zur  Gurve  0,  so  muss 
M'  auf  der  Erümmungsaxe  liegen.  Es  gehört  also  der  einem 
beliebigen  Punkte  M  zugeordnete  Punkt  M'  der  Erolute  der 
Erümmungsaxe  von  j9f  an,  folglich  liegt 
die  ganze  Evolute  auf  der  Polarfläche. 

um  die  Evoluten  analytisch  zu 
charakterisiren,  seien  die  Goordinaten 
des  Punktes  M'  einer  solchen  mit 
x%  i/j  /,  sein  Abstand  von  der  Oscu- 
lationsebene  mit  6  bezeichnet  mit 
der  Festsetzung,  dass  6  positiv  oder 
negativ  ist,  jenachdem  die  Strecke 
SIM\  Fig.  102,  die  positive  oder 
negative  Richtung  der  Binormale  hat;  für  den  Punkt  M  wer- 
den alle  bisher  eingef&hrten  Bezeichnungen  beibehalten. 

Die  GoordinatendiflFerenzen  der  Punkte  M  und  M  ergeben 
sich  durch  Projection  des  rechtwinkligen  Linienzuges  MSiM' 
auf  die  drei  Goordinatenaxen  wie  folgt: 


(12) 


ix' —  a;  =  p  cos  A  +  tf  cos 9 
W —  y  =  P  QOS^  +  tf  cos^ 

{/  —  ßf  ^^  Q  C08V  +  6  GOBX, 


Diese  GoordinatendifPerenzen  sind  den  Gosinussen  der  Rich- 
tungswinkel von  MM'  proportional;  denselben  Richtungscosi- 
nussen sind  aber,  da  MM'  Tangente  an  die  Evolute  ist^  auch 

die  Quotienten  -j-^  -^9  -^  proportional;  daher  bestehen  die 
Relationen 


ds"  ds 


(13) 


dx' 


p 


ds  ' 


dif 


wobei  p  den  ProportionalitatsÜEU^tor  bedeutet.  Führt  man  die 
erste  dieser  Relationen  auf  Orund  von  (12)  und  der  Frenet- 
schen  Formeln  durch,  so  ergibt  sich 

31» 
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p  cos  1 -4- tf  cos 9>                     i    äg         .    ,        /      cos«         coe9>\ 
T =  cos  a  +  5j  cos  A  +  (,  (- ^} 


,    da  .        coal 

und  nach  entsprechender  Redaction 

Q  coal  +  a  cos  w        /dg    •     ff  \         *    .    /de         p  \ 

--  -7 =  (57  +  r) «<>«*  +  IdT - f)««»9'- 

Daraus  schliesst  man,  dass 

i_  —  1?.  -i_  ^^ 
p  ~  d«  "*"  r 

«y         dff         p 

y™  57      Y 

und  erhält  weiter  durch  Elimination  von  p  die  folgende  Be- 
ziehung, welcher  die  Grösse  (f  zu  entsprechen  hat: 

pdff  —  edg 

p«  (?g 


(14) 


+(7)' 


In  der  linken  Seite  dieser  Gleichung  erkennt   man  das  Diffe- 
rential von   arctg  — ;   kennt  man  femer  eine  Function  r  von 

8^  deren  Differential  -^  ^^^>  ^^  ^^^  r-{-c  die  allgemeinste  Form 

einer  Function  von  dieser  Eigenschaft,  wenn  c  eine  willkür- 
liche Gonstante  bezeichnet,  und  somit 

arctg  —  =  r  +  c 

diejenige  Gleichung,  welche  die  allgemeinste  Bestimmung  von 
(f  liefert;  es  folgt  daraus 

tf  =  ptg(r  +  c) 

und  hiermit  nehmen   die  Gleichungen  (12)    zur   analytischen 
Darstellung  der  Evoluten  von  C  die  endgiltige  Gestalt  an: 

a;'a=  a?  +  p  cos  A  +  p  tg  (r  +  c)  cos  q) 
(15)  y'=y +  pcos^  +  p  tg(r  +  c)cos^ 

V  =  jgf  +  p  cos  V  +  p  tg  (r  +  c)  cos  ;|r . 

Wie  c  unendlich  viele  verschiedene  Werte  annehmen  kann, 
so  hat  eine  Gurve  unendlich  viele  Evoluten. 
Aus  den  Formeln  (13),  d.  i.  aus 
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dx' Q  cos  X  -^  ü  cos  9 

da  p 

dy  ^  cos  ^  -{-  odOBip 

m  p 

dii 9  cos  V  +  ^^  ß08 1 

*5F  ~p 

folgt  ^  wenn  man  quadrirt  und  summirt^ 

A^^  _  g«  4-  tf« 

zieht  man  die  Relationen  (14)  hinzu,  da  sie  fttr  die  Evoluten 
charakteristisch  sind,  und  eliminirt  zwischen  beiden  y,  so  er- 
gibt sich  für  p  die  Bestimmung 

^       QdQ  +  ^^^  ' 
diese  in  die  obige  Gleichung  eingetragen  gibt 

Diese  Gleichung  drückt  die  Eigenschaft  aus,  dass  das  Bogen- 
dififerential  der  Evolute  gleichkommt  dem  Differential  der  Strecke 
MM\  Fig.  102,  eine  Verallgemeinerung  der  für  die  Evoluten 
ebener  Curven  168,  |(17)  erwiesenen  Eigenschaft,  auf  welcher 
die  Erzeugung  der  gegebenen  Curve  durch  Abwicklung  eines 
biegsamen,  nicht  dehnbaren  Fadens  von  der  Evolute  beruht 
Diese  Erzeugungsweise  kann  daher  auf  alle  Evoluten  auch 
einer  Raumcurve  übertragen  werden. 

Bezeichnet  man  die  Richtungswinkel  der  Tangente  MM' 
an  die  Evolute  in  Jf'  mit  a ,  ßy  y ,  und  ähnlich  alle  übrigen 
auf  die  Evoluten  bezüglichen  Grössen  mit  denselben  aber  ge- 
strichenen Buchstaben,  so  ist 

/  au' —  X 

COS  a  =    ,  u.  s.  w. 

Daraus  ergibt  sich  durch  Differentiation 

dx'—  dx  =  d(yp«  +  ö«)  .  cos«  +  y^^  +  6^  .  d cos« 
oder  in  anderer  Form  und  mit  Rücksicht  auf  (16) 


ds  cos  a  —  as  cos  a  =  ds  cos  a  +  -^^-^ — —, cos  A  , 
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cosa 

= 

9'ä» 

di 
ds' 
dB- 

cosX' 

cos^ 

ff'd» 

COSft' 

cosy 

f'ds 

cosv' 

dftFaus  folgt,  Aws  der  Factor  ^^  "t^^ — ^  noibwendig  den  «b- 

flcdttten  Wert  1  hat,  and  dann  weiter,  dass  die  Hauptfkmnale 
der  Evolute  in  M*  paraUd  ist  der  Tangente  m  M  (s.  Fig.  109). 
Diese  Thatsache  kann  aucli  in  der  Form  ausgesprochen  werden: 
Die  Osculaüonsebene  einer  Evohäe  in  einem  ihrer  Punkte  steht 
senkrecht  auf  der  TangentidtAene  der  Pdarfläche  in  diesem  Punkte. 

Auch  eine  ebene  Curve  besitzt,  in  der  hier  geübten 
Aufhssung,  unendlich  Tide  Broluten,  die  auf  der  Polarflaeke 
liegen;  letztere  ist  hier  der  zur  Curvenebene  normale  Cylinder, 
dessen  Leitcurve  die  Ortslinie  der  Erümmungsmittelpunkte  ist; 
diese  Ortslinie  zahlt  auch  zu  den  Evoluten  und  ist  die  einzige 
Plancurve  unter  ihnen. 

Bei  einer  Raumcurre  gehört  aber  die  Ortslinie  der  Krüm- 
mungsmittelpunkte nicht  zu  den  Evoluten;  denn  nach  dem 
letzten  Ergebnis  würden,  wenn  dies  der  Fall  wäre,  die  Oscu- 
lationsebenen  der  gegebenen  Curve  und  dieser  speciellen  Evolute 
in  correspondirenden  Punkten  zusammenfallen,  die  Tangenten- 
flache  der  Evolute  müsste  also  mit  der  TangentenflSche  der 
gegebenen  Curve  identisch  sein,  wahrend  sie  dem  Begriffe  der 
Evoluten  gemäss  mit  der  Fßche  der  Hauptnormalen  zusammen- 
fallen sollte.  Dieser  Widerspruch  begründet  die  Richtigkeit 
obiger  Behauptung. 

§  6.    Krümmung  von  Gurven  auf  krummen  Fl&ohen. 

197.  Den  Ausgangspunkt  für  die  Untersuchung  der  Gestalt 
einer  Flache  in  der  Umgebung  eines  ihrer  Punkte  bildet  die 
Frage  nach  der  Flexion,  welche  einer  der  Fläche  aufgeschrie- 
benen durch  diesen  Punkt  laufenden  Curve  hier  zukommt. 


Digitized  by 


Google 


Sechster  Abschnitt.  Anwendang  der  Differential -Rechnung  u.  s.  w.    487 

Die  krumme  Flache  sei  durch  die  Gleichung 

(1)  ^-fix.y) 

gegeben;  durch  den  Punkt  j5f,  Fig.  103,  derselben  mit  den 
Coordinaten  x/y/e  gehe  eine  Curve  C,  dargestellt  durch  die 
Gleichungen 

(2)  x  =  x{8),        y  —  y(s),        e^e{s), 

in  welchen  s  den  von  dem  festen  Punkte  Jlf^  aus  gesahlten 
Bogen  M^M  bedeutet;  weil  die  Gurre  auf  der  Flache  liegt,  so 
müssen  die  Gleichungen  (2)  die  Gleichung 
(1)  identisch  erfÜUen.    Aus  der  Gleichung  ^'^ 

(3)  da^fdx  +  qdy, 
welche    för    die    Coordinaten   der   Curve 
Geltung  hat,  ergibt  sich,  wenn  man  sie 
durch  das  Bogendifferential 

ds=ydx^+dy^  +  dis^ 


=  V{\+P^)dx^+{1  +q^dy*+2pqdxdy 

der  Cunre  dividirt,  die  Beziehung 

(4)  cos  y  —  p  cos  a  +  ?  cos  ß 

zwischen  den  Richtungscosinussen  der  Tangente  MT. 

Durch  Differentiation  von  (4)  in  Bezug  auf  s  erhält  man 
unter  Zuhilfenahme  der  Frenetischen  Formeln 


cosv        t>  cos  A  4- a  cos  u    ,    /   dx    ,       dy\ 

+  (»^  +  '3?)«»-' 


9 


oder 

—  p  cos  X  —  g  cos  u  4-  cos  y  ,       ,    ^^  a    i    a       a  z> 

— ^ i Ei-L =  r  cos*  a  +  2s  COS  «  cos  /J  +  ^  cos*  ß . 

Es  sind  aber  (182,  (16)) 

^  Vp'  +  9'+x'         Vp'  +  a'  +  l'         Vp'  +  q'  +  l' 

wenn  die  Quadratwurzel  positiv  genommen  wird,  die  Cosinusse 
für  diejenige  Richtung  MN  der  Flachennormale  in  M,  welche 
mit  der  z-A^e  einen  spitzen  Winkel  einschliesst;  cosA,  cosfe, 
coBv  hing^^n  die  Cosinusse  der  positiven  Richtung  MH  der 
Hauptnormale  von  C  in  üf  ;  demnach  bedeutet 
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-—  p  cos  Z  —  g  cos  f*  +  CÖ8  V 

den  Cosinus  des  Winkels  0  der  genannten  zwei  Ricbtongen. 
Hiermit  aber  geht  die  letzte  Formel  über  in 

xr*\  COS  9 r  cos*  a  -|-  2«  cos  a  cos  ^  +  *  c<^s*  ß 

Dies  ist  die  Grundgleichung  für  die  Krümmungstheorie  der  Flachen. 

Von  den  in  dieser  Formel  auftretenden  Grössen  beziehen 
sich  p,  g,  r,  fi,  t  auf  den  Punkt  M  als  Punkt  der  Fläche  und 
bleiben  für  alle  durch  ihn  gezogenen  Curven  die  nämlichen; 
a,  ß  bestimmen  die  Richtung  der  Tangente  an  die  Gurve,  9  die 
Neigung  ihrer  Schmiegungsebene  gegen  die  Normale  der  Flache. 

Zunächst  geht  aus  (6)  hervor,  dass  aUe  Gurven  auf  der 
Fläche^  welche  in  M  dieselbe  Tangente  und  dieselbe  OsculoHons- 
ebene  haben,  auch  dieselbe  Flexion  in  M  besitzen,  die  also  auch 
gleichkommt  der  Krümmung  derjenigen  Curve,  welche  aus  der 
Fläche  durch  die  Ebene  TMH  geschnitten  wird. 

Hiermit  ist  die  Untersuchung  der  Flexion  aller  Curven 
zurückgeführt  auf  die  Untersuchung  der  Krümmung  der  ebenen 
Schnitte  der  Fläche. 

198.  Eine  weitere  Folgerung,  die  wir  aus  (6)  ziehen 
können,  beruht  auf  der  Bemerkung,  dass  für  alle  Schnitte  mit 
der  Tangente  MT  der  Quotient 

cos  6 
Q 
denselben  Wert  beibehält;  da  nun  q  eine  absolute  Grösse  ist, 
so  muss  cos  9  entweder  beständig  positiv  oder  beständig  nega- 
tiv sein,  d.  h.  die  positiven  Richtungen  aller  Hauptnormalen 
in  j5f ,  zur  Tangente  MT  gehörig,  schliessen  mit  MN  ent- 
weder sämmtlich  einen  spitzen  oder  sämmtlich  einen  stumpfen 
Winkel  ein. 

Unter  den  Schnitten  durch  die  Tangente  MT  heben  wir 
denjenigen  hervor,  welcher  durch  die  Normale  der  Flache  geht^ 
und  bezeichnen  ihn  als  den  diese  Tangente  berührenden  Ncr- 
malschnitt,  Jenachdem  alle  9  spitz  oder  stumpf  sind,  wird  fOr 
diesen  Schnitt  9  =  0  oder  9  =  ä,  und  heisst  -g-  seine  Krüm- 
mung in  üf,  so  hat  man 
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cos  e 1 

~i  B 

im  ersten  und 

cosO 1 

"^  B 

im  zweiten  Falle. 

Durch  entsprechende  Wahl  der  positiven  Richtung  der 
jsr-Axe  kann  jedoch  immer  der  erste  Fall  herbeigeföhrt  werden, 
so  dass 

(7)  Q  =  R  cos  e 

wird. 

Der  Inhalt  dieser  Formel  bildet  den  Sata  von  Meusnier^ 
womach  der  KrUmmimgshalbmesser  eines  ebenen  Schnittes  gleich- 
kommt dem  Krümmungshalbmesser  des  dieselbe  Tangente  berüh- 
renden Normalschnittes  mulMplicirt  mit  dem  Cosinus  des  Neir 
gungsunnkels  beider  Schnitte. 

Man  kann  den  Satz  auch  in  der  Form  aussprechen,  dass 
der  Krümmungsmittelpunkt  eines  schiefen  Schnittes  als  Pro- 
jection  des  Erümmungsmittelpunktes  des  dieselbe  Tangente 
berührenden  Normalschnittes  auf  die  Ebene  des  ersteren  sich 
darstellt. 

Vermöge  des  Satzes  von  Meusnier  ist  die  Untersuchung 
der  Krümmung  aller  ebenen  Schnitte  durch  einen  Punkt  zurück- 
geführt auf  die  Untersuchung  der  Normalschnitte  durch  diesen 
Punkt. 

199.  Um  den  Ausdruck  für  die  Krümmung  des  Normal- 
schnittes durch  die  Tangente  MT  zu  erhalten,  hätte  man  in 
der  Formel  (6) 

0  =  0     oder     0  =  ä 

zu  setzen,  jenachdem  deren  rechte  Seite  positiv  oder  negativ  ist 
Behält  man  die  Substitution  6  =  0  für  alle  Falle  bei,  so 
hat  der  Krümmungsradius  E  aufgehört  eine  absolute  Gh-össe 
zu  sein;  das  Vorzeichen,  welches  ihm  die  Formel  gibt,  hat 
nach  dem  vorigen  Artikel  die  Bedeutung,  dass  bei  positivem 
R  der  Normalschnitt  seine  concave  Seite  nach  der  Richtung 
MNj  bei  negativem  B  aber  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung wendet. 

Mit  dieser  Maassgabe  bestimmt  also  die  Formel 
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,Qv  1  r  cos*  a  +  2s  cos  üf  cos  jJ  +  *  ^^s*  ß 

^  ^  B~  Vp'  +  «•  +  1 

nicht  allein  die  Grösse  der  Krümmung   des  Normalschnittes, 

sondern  auch  den  Sinn  seiner  Concavitat. 

•g-  behält  ftlr  alle  Normalschnitte  durch  M  dasselbe  Vor- 

zeichen,  die  Concavitat  ist  also  bei  allen  nach  derselben  Seite 
gewendet,  wenn  (119,  180) 

(9)  rt  —  s^>0 

ist.  In  einem  solchen  Punkte,  in  dessen  Umgebung  die  Flache 
ganz  zu  einer  Seite  der  Tangentialebene  liegt,  bezeichnet  man 
sie  als  convex. 

w  wechselt  wahrend  der  Drehung  des  Normalschnittes  am 

die  Normale,  und  zwar  zweimal,  durch  Null  gehend,  sein  Vor- 
zeichen, wenn 

(10)  rt  —  s^<0 

ist  Ein  Theil  der  NormalBchnitte  wendet  die  Goncafitat  nach 
der  einen,  ein  anderer  Theil  nach  der  entgegengesetzten  Rich- 
tung der  Normale,  und  ebenso  liegt  die  Flache  in  der  Umgebung 
von  M  zum  Theil  auf  der  einen,  zum  Theil  auf  der  andern 
Seite  der  Tangentialebene.  In  einem  solchen  Punkte  bezeich- 
net man  die  Fläche  als  concav-convex.  Die  Grenze  zwischen 
den  beiden  Arten  von  Normalschnitten  wird  durch  zwei  Nor- 
malschnitte gebildet,  deren  Krümmung  Null  ist,  welche  also 
in  M  einen  Wendepunkt  haben. 
In  dem  Grenzfalle,    wo 

(11)  rt  —  s^  =  0 

und  der  Zähler  auf  der  rechten  Seite  von  (8)  ein  voUsiandiges 

Quadrat  ist,  behält  -g-  auch  beständig  dasselbe  Vorzeichen  bei, 

verschwindet  aber  für  eine  bestimmte  Lage  des  Normalscfanittes. 
Es  liegt  nun  nahe,  nach  denjenigen  Normalschnitten  zu 
fragen,  für  welche  die  Krümmung  ^en  extremen  Wert  an- 
nimmt, um  diese  Untersuchung  einÜEush  zu  gestalten,  tnum- 
formiren  wir  das  Coordinatensystem  derart,  dass  sein  UiBprung 
mit  j9f,  die  positive  e-Axe  mit  MN,  die  Tangentialebene  alao 
mit  der  :ry- Ebene  zusammenßllt;   den  Winkel,   welchen  die 
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positive  Richtung  MT  der  Tangente  mit  der  positiven  Rich- 
tung der  X'Axe  im  neuen  System  einsehliesst,  nennen  wir  o. 

Dann  tritt  in  der  Formel  (8)  m  an  die  Stelle  von  a,  —  —  o  an 

die  Stelle  von  /J;  p  und  q  werden  Null,  weil  nun  die  ersten 
zwei  von  den  Cosinussen  (5)  der  Normale  verschwinden;  für 
die  zweiten  Differentialquotienten  behalten  wir  auch  im  neuen 
System  die  Zeichen  r,  5,  t  bei  und  haben  daher  jetzt 

(12)  R"  ""^  *"  ^^^^  ö  +  25  cos  o  sin  «D  +  ^  sin*  co . 
Für  die  extremen  Werte  von  ^  verschwindet 

Da»  (ß-)  =  —  (r  —  ^)  sin  2©  +  25  cos  2a), 

es  ergibt  sich  daraus  für  die  betreffenden  Normalschnitte  die 
Bestimmung 

(13)  tg2a,=  -^^, 

welche  nur  dann  illusorisch  wird,  wenn  gleichzeitig 

(14)  r  =  f    und    5  =  0 

ist;  in  jedem  andern  Falle  föhrt  sie  zu  zwei  um  jr  von  ein- 
ander differirenden  Werten  von  2«,  also  zu  zwei  um  -r-  von 

einander  abweichenden  Werten  von  o  selbst.  Da  femer  für 
die  Bestimmung  (13) 

und  cos  2  CD  für  zwei  um  ar  auseinanderliegende  Werte  von  2ci 
entgegengesetzte  Zeichen  annimmt,  so  entspricht  der  einen 
LSsung  ein  Maximum,  der  andern  ein  Minimum  von   -g-* 

Unter  den  NomudschniUen  einer  Fläche  in  einem  Punkte 
M  derselben  gibt  es  also  ewei  ausgezeichnete  ^  die  auf  einander 
senkrecht  Strien  und  deren  einer  das  Maximum^  deren  anderer 
das  Minimum  der  Krümmung  aufweist.  Man  bezeichnet  sie  als 
die  Hauptnarmaisdimtte,  ihre  Erümmungsradien  als  die  Raupt- 
hrümmungsradien  der  Fläche  in  dem  genannten  Punkte, 

Oeht  man  jetzt  zu  einem  dritten  Coordinatensystem  über, 
das  durch  die  Rotation  des  vorigen  um  die  jer-Aze  entsteht 
derart,  dass  die  Ebenen  ye  und  zx  mit  den  Ebenen  der  Haupt- 
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nonualschnitte  zusammenfallei];  so  wird  in  diesem  neuen  Systeme 
der  Differentialquotient  s  Null  werden,  weil  ja  die  Gleichung 
(13)  die  Lösungen  0  und  n  ergeben  muss;  behält  man  fär  die 
beiden  andern  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  wieder 
dieselben  Zeichen  r,  t  bei,  so  lautet  Formel  (12) 

— .  =  f  cos^o  +  ^  sin^o; 

für  0)  =  0  ergibt  sie  jetzt  die  eine  Hauptkrümmung 

1 

für  ö  =  Y  ^^^  andere 
hiemach  ist  also 

/^e:v  1  C08*a)     ,     sin'cD 

Mit  Hilfe  dieser  Formel  ist  es  möglich,  den  Krümmungs- 
halbmesser eines  ieliebigen  Normalschnittes  in  M  durch  die 
Hawpthrümmungsradien  auszudrücken,  wenn  sein  Neigungsunnkd 
mit  einem  Ha/wptnormalschniUe  gegeben  ist.  Der  Inhalt  dieser 
Formel  bildet  den  Satz  von  Euler. 

Durch  die  Sätze  Ton  Meusnier  und  Euler  ist  die  Unter- 
suchung der  Krümmung  aller  durch  einen  Punkt  M  gelegten 
Gurren  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  der  Hauptkrüm- 
mungsradien in  diesem  Punkte. 

Wir  kommen  noch  auf  den  unter  (14)  ausgeschlossenen  Fall 
r  =  t,        5  =  0 

zurück,  für  welchen  die  Gleichung  (13)  keine  Bestimmung 
ergeben  hat.     Die  Formel  (12)  aber  lautet  dann 

1 

und  drückt  aus,  dass  in  einem  solchen  Punkte  alle  Normal- 
schnitte denselben  Krümmungshalbmesser  haben.  Man  be- 
zeichnet einen  solchen  Punkt  der  Fläche  als  Nabelpunkt;  er  ist 
ein  besonderer  Fall  des  Gonyexpunktes. 

200.  Die  Krümmungsverhältnisse  der  Normalachnitte  in 
einem  Punkte  M  gestatten  auf  Grund  der  Euler'schen  Formel 
eine  anschauliche  geometrische  Darstellung,  welche  der  fran- 
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zösische  Geometer  Dupin  angegeben  hat.  Dabei  sind  bezüg- 
lich der  Hauptkrümmungsradien  diejenigen  Falle  zu  unterschei- 
den, welche  sich  im  vorigen  Artikel  bezüglich  der  Krümmungs- 
radien der  Normalschnitte  überhaupt  herausgestellt  haben:  dass 
beide  gleich  bezeichnet,  dass  sie  ungleich  bezeichnet  sind  und 
dass   einer  derselben  unendlich  ist. 

Die  Darstellung  erfolgt  in  der  Tangentialebene  des  Punktes 
M  und  legt  ein  Goordinatensjstem  zu  Grunde,  das  M  zum 
Ursprung  und  die  Tangenten  an  die  beiden  Hauptnormalschnitte 
zu  Axen  hat,  und  zwar  die  Tangente  an  den  Hauptnormal- 
schnitt mit  dem  Krümmungsradius  p.  ^^ 
J?i  zur  X'kxe, 

1)  Sind  J^i,  JBg  gleich  bezeichnet, 
z.  B.  positiy,  so  construire  man  in  der 
Tangentialebene  die  Ellipse 

(16)       1  =  1:  +  ^' 

deren  Halbaxen  also  V^,  "j/iJ^  sind,  Fig.  104-,  der  zu  MX 
unter  dem  Winkel  cd  geneigte  Halbmesser  q  dieser  Ellipse 
ergibt  sich  aus  der  Gleichung 

^  9*  cos*  CO  _,    ^'sin'to 

mithin  ist 

1   cos*  CO     _.       ain'oi 

und  durch  Vergleich  mit  der  Euler 'sehen  Formel  (15)  ergibt 
sich  daraus 

Die  Quadrate  der  Halbmesser  der  Ellipse  (16)  sind  also  den 
Krümmungsradien  der  Normalschnitte  gleich,  welche  durch 
diese  Halbmesser  bestimmt  sind. 

Infolge  dieses  Zusammenhanges  heisst  der  conyexe  Punkt 
auch  elliptischer  Tunkt  der  Fläche. 

Ist  insbesondere  JB^  =  JSg,  so  geht  die  Ellipse  (16)  in 
einen  Kreis  über,  alle  Normalschnitte  sind  gleich  gekrümmt. 
Aus  diesem  Grunde  nennt  man  den  Nabelpunkt  auch  Krexs- 
punkt 
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2)  Sind  J2|,  J2^  unglddi  bezeichnet,  etwa  E^  positiv  und 
Bg  negativ,  so  constinire  man  in  der  Tangentialebene  die 
beiden  conjngiiien  Hyperbeln 

(17) 


Fig.  105. 


mit  den  Halbaxen  V^,  Y —  B^,  Fig.  105.    Der  unter  einem 
Winkel    (d    zur    ^-Axe    geneigte    Halbmesser    q    der    ersten 

Hyperbel  ergibt  sich  aus 
1   cos'«    ^^  sin'«! 

7  ~  'sr  +  "^ ' 

und  gehört  er  der  zweiten  Hy- 
perbel an^  so  ist 

1  coB*Q)   j^  sin*  CD 

mithin  hat  man  im  ersten  Falle 

Die  Radien  der  beiden  Hyperbeln  bestimmen  also  die 
Krümmungshalbmesser  der  Normalschnitte  nach  demselben  Ge- 
setze wie  es  vorhin  die  Ellipse  gethan  hat,  nur  gehören  zu 
der  einen  Hyperbel  Normalschnitte  mit  positivem,  zur  andern 
solche  mit  negativem  Krümmungshalbmesser. 

Der  concav-convexe  Punkt  führt  daher  auch  den  Namen 
hyperbolischer  Punkt  der  Flache. 

Der  Übergang  von  der  einen  Hyperbel  zur  andern  erfolgt 
bei  stetiger  Drehung  des  Normalschnittes  durch  die  Asymptoten 
der  Hyperbeln  (17),  deren  Gleichungen  lauten 


im  zweiten 


diesen  entsprechen  also  Normalschnitte  mit  unendlich  grossem 
Krümmungsradius;  die  Asymptoten  als  Tangenten  dieser  Nor- 
malschnitte heissen  Inflexums-  oder  auch  Haupüangenten  der 
Fläche  im  Punkte  M]  die  erstere  Bezeichnung  rührt  daher, 
weil  die  betrefiFenden  Normalschnitte  in  M  Wendepunkte  auf- 


weisen. 
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3)  Ist  einer  der  Hauptkrümmungsradien^  z.  B.  F^^  unend- 
lich gross,  dann  heisst  die  Eni  er 'sehe  Formel 

1  CO0*O 

M  =  "JRT  '  ""«  '^ 

Man  constroire  dann  in   der  Tangen- 
tialebene das  Linienpaar  (Fig.  106) 

(18)  l=;g; 

fdr  einen  Halbmesser  q  dieses  Linienpaares^ 
der  zur  x-Axe  unter  dem  Winkel  cd  geneigt 
ist,  erhält  man 

1  C08*(0 

so  dass  wieder  wie  in  den  beiden  früheren  Fällen 

Dieser  Sachverhalt  entspricht  dem  in  199,  (11)  besproche- 
nen Grenzfalle.  Weil  ein  Paar  paralleler  Linien  als  degene- 
rirte  Parabel  sich  auffassen  lasst,  so  nennt  man  einen  Flachen- 
punkt Yon  dieser  Beschaffenheit  einen  parabolischen  Funkt, 

Das  in  der  Tangentialebene  construirte  Gebilde  (16),  (17) 
oder  (18),  weil  es  die  Erümmungsverhältnisse  der  Normal- 
sehnitte  anzeigt,  wird  nach  seinem  Urheber  die  Dupin'sche 
Indicatrix  des  betreffenden  Punktes  genannt. 

201.  Die  Indicatrix  gestattet  noch  eine  andere  Auffassung, 
welche  hier  kurz  entwickelt  werden  soll,  weil  sie  geeignet  ist 
in  die  Natur  der  yerschiedenen  Arten  Ton  Flachenpunkten  noch 
genaueren  Einblick  zu  gewähren. 

Die  Ftiche  sei  auf  den  betrachteten  Punkt  M  als  Ur- 
sprung und  die  zugehörige  Tangentialebene  als  rry- Ebene  be- 
zogen und  es  lasse  sich  b  nach  der  Taylor'schen,  beziehungs- 
weise Maclaurin' sehen  Formel  entwickeln;  für  die  Umgebung 
Ton  Jf,  wenn  dieser  Punkt  zum  Ausgangspunkte  genommen 
wird,  lautet  die  Entwicklung,  da  an  der  Ausgangsstelle  z  und 
seine  beiden  ersten  Differentialquotienten  |>,  q  Null  sind,  fol- 
gendermaassen : 

(19)  z^\  (rx^  +  28xy  +  ty^  +  a ; 
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werden  x^  y  als  Grossen  erster  Eleinheitsordnung  aofge&sst^ 
so  ist  z  von  der  zweiten  und  a  yon  der  dritten  Ordnung. 

Führt  man  in  der  ^y-Ebene  Polarcoordinaten  ein  and 
setzt  demgemäss 

x^=  Q  cos  ao  y         y  =  ^  sin  0} , 
so  verwandelt  sich  (19)  in 

—  =  r  cos*  0)  +  25  cos  CD  sin  ß>  +  ^  sin* »  +  -§■ ; 

wird  nun  das  Coordinatensjstem  noch  derart  angeordnet^  dass 
die  yz-  und  ;era;-Ebene  mit  den  Hauptnormalschnitten  zusammen- 
fallen, so  verschwindet  s  und  geht  r  über  ^  'W'  7  ^  ^^  Wy  ^^^ 
die  letzte  Gleichung  lautet 

^z 008*0)  j.    Bin* <p    ,    2« 

Gibt  man  z  einen  constanten  Wert  x  von  der  Eleinheits- 
ordnung  des   ^*  und  vernachlässigt  rechts  die  Grösse   erster 

Kleinheitsordnung  -^  neben  den  endlichen  Gliedern,  so  stellt 

.c%r\\  2h         cos*a>    ,    8in*a> 

(20)  7^  =  -ST  +  "JT 

die^  Polargleichung  der  Schnittcurve  der  Ebene  jp  =  x  mit 
der  gegebenen  Fläche  (präciser:  der  Projection  dieser  Schnitt- 
curve auf  der  ajy- Ebene)  dar,  jedoch  mit  Unterdrückung  von 
Gliedern,  welche  neben  den  beibehaltenen  als  irrelevant  zu  be- 
trachten sind.  Das  durch  (20)  dargestellte  Gebilde  ist  aber 
dem  in  den  Gleichungen  (16),  (17),  (18)  enthaltenen  ährdick^ 
wobei  zu  bemerken  ist,  dass  in  dem  mittleren  dieser  drei  Fälle 
das  X  der  Gleichung  (20)  einmal  einen  positiven,  einmal  den 
gleichgrossen  negativen  Wert  erhalten  muss. 

Es  darf  jedoch  nicht  übersehen  werden,  dass  die  Glei- 
chung (20)  nur  für  die  nächste  Umgebung  von  M  Geltung  hat; 
sie  darf  auf  den  ganzen  Schnitt  der  Ebene  je?  =  x  mit  der 
Fläche  nur  dann  angewendet  werden,  wenn  derselbe  eine  sehr 
geringe  Ausdehnung  hat,  wie  dies  bei  elliptischen  Punkten  zu- 
treflfen  wird;  in  den  andern  Fällen,  die  sich  bei  hyperbolischen 
und  parabolischen  Punkten  ergeben,  charakterisirt  sie  blos  den 
dem  Punkte  M  zunächst  liegenden  Theil  des  Schnittes. 
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Mit  diesen  Einschränkiuo^en  darf  man  den  Satz  aussprechen, 
dass  der  DurchschmU  einer  hrummen  Fläche  mit  ei$ier  zur  Tcm- 
jfmHaJAene  in  M  parallelen  und  ihr  sehr  nahen  Ebene  eine  der 
Dupin'schen  Indic(Urix  ähnliche  Figur  sei 

Man  pflegt  diesen  Durchschnitt  auch  als  Indicatrix  des 
Punktes  M  zu  bezeichnen. 

Kehren  wir  nochmals  zu  der  entwickelten  Flächenglei- 
chung (19) 

zurück.     Setzt  man  darin  js?  =  0,  so  ist 
(21)  0  =  ra^  +  2sxy  +  ty^  +  26 

die  Gleichung  des  Schnittes  der  Flache  mit  der  a;y- Ebene, 
d.  i.  mit  der  Tangentialebene  im  Punkte  M, 

Nach  den  Darlegungen  in  158  ist  für  diesen  Schnitt  der 
Punkt  Jf  ein  Doppelpunkt  und  zwar. ein  Knotenpunkt,  wenn 

rt  —  s^<  0, 

wenn  also  M  ein  hyperbolischer  Punkt  ist;  die  Tangenten  in 
demselben  fallen  mit  den  Asymptoten  der  Indicatrix  zusammen, 
weil  die  Gleichung,  welche  diese  Tangenten  bestimmt,  d.  i. 

rx^  +  2sxy  +ti/  =  0, 

das  Unendlich  werden  von  R  zur  Folge  hat  (199,  (12)). 

Der  Punkt  M  ist  für  die  Schnittcurve  ein  isolirter  Punkt, 
wenn 

rt—s^>0, 

d.  h.  wenn  M  ein  elliptischer  Pxmkt  ist.  Da  hier  alle  Be- 
dingungen für  ein  Extrem  der  Function  z  erfüllt  sind,  so 
ist  der  Wert  z  ^^0,  den  sie  in  M  hat,  ein  Maximum  oder 
ein  Minimum,  jenachdem  die  benachbarten  Werte  z  negativ 
oder  positiv  sind. 

In  dem  Grenzfalle 

r^  — s2  =  0, 
der  einen  parabolischen  Punkt  anzeigt,  kann  der  Schnitt  (21) 
in  M  eine  Spitze,  Selbstberührung  oder  auch  einen  isolirten 
Punkt   mit   reeller  Tangente   aufw^sen.     Ist   die  Flache   ab- 
wickelbar (188,  (23)),  so  hat  die  Tangentialebene  mit  der  Fläche 

0 sab  er,  Vorleiongen.   I.  32 
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eine  Erzeugende  gemein^  die  zweitach  gesählt  als  DnrclifichniU 
der  Tangentialebene  mit  der  Flache  anzusehen  ist. 

202.  Um  fOr  einen  beliebigen  Punkt  einer  gegebenen 
krummen  Fläche  die  Lage  der  Hauptnormalschnitte  und  die 
Grösse  der  Hauptkrümmungsradien  zu  bestimmen  ^  gehen  wir 
von  dem  allgemeinen  Ausdruck  199,  (8)  fftr  die  Krümmung 
eines  Normalschnittes 

/oo\  J r  cos* «  -{-  2s  C08  a  coBp  -\-  t  coa*  ß 

^     ^  Ä~  Vp«  +  3«  +  1 

aus  und  stellen  die  Bedingung  f&r  die  extremen  Werte  der- 
selben auf;  dabei  ist  zu  beachten,  dass  die  Winkel  a,  ßy 
welche  allein  bei  der  Drehung  des  Normalschnittes  um  die 
Normale  der  Flache  sich  ändern,  nicht  unabhängig  Ton  ein- 
ander sind,  dass  sie  vielmehr  der  aus  197,  (4)  resultirenden 
Bedingung 

(23)        cos^a  -|-  cos*/J  +  (pcosa  +  q  cos/J)*  —1  =  0 
zu  genügen  haben. 

Setzt  man  zur  Abkürzung  die  positive  Quadratwurzel 

(24)  yi»'  +  a*  +  i=«', 

so  handelt  es  sich  also  um  die  relativen  Extreme  der  Function 
■g-  unter  Einhaltung  der  Bedingungsgleichung  (23),   und   die 

Bedingungen  dafür  sind  (128)  die  nämlichen  wie  f&r  die  ab- 
soluten Extreme  von 

rcos*«  -|-  2s  cos«  cos/J  -}-  tcoa^ ß 
—  A[cos*a  4"  cos*/J  -}-  (j)cosa  +  q  cosßY  —  1], 

wobei  A  einen  noch  unbestimmten  Multiplicator  bedeutet  Die 
Ableitungen  dieser  Function  haben  für  ein  Extrem  zu  ver- 
schwinden; daher  hat  man 

r  cos  a  -|-  s  cos  /J  =  A[(l  -|-  p')  cos  a  -{'  pq  cos  ß] 


(25) 

Ucosa-f-  ^ cos /J  =  A[(l -|- g*)  cos/J  +  jpg  cos a], 

daraus  ergibt  sich  durch  Elimination  von  A  die  in  Bezug  auf 
cosa,  cos/S  homogene  quadratische  Gleichung 

,26^  m+p')s-pqr]co^'a-[{l+q*)r-{l  +!,»)<] cos« coe/J 
1  -[(l  +  2*)s-M*]cos«/J  =  0, 
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durch  welche  die  Lcye  der  Hauptnormalsdinitte  charakierisirt 
ist.  Die  Gleichung  gibt  nämlich  zwei  Werte  fOr  den  Quo- 
tienten 

dy 

cos  ß ds    dy 

cos  a  dx         dx 

da 

und  diese  bestimmen  die  Richtungen  der  Projectionen  der 
Tangenten  an  die  Hauptnormalschnitte  in  der  xy- Ebene;  da- 
durch sind  die  Tangenten  selbst  und  mit  Zuziehung  der  Flachen- 
normale endlich  die  Hauptnormalebenen  gegeben. 

Die  Bedeutung  des  Multiplicators  k  findet  sich  aus  den 
Gleichungen  (25),  wenn  man  die  erste  mit  cosa,  die  zweite 
mit  cos/S  multiplicirt  und  darauf  die  Summe  bildet;  vermöge 
(22)  und  (23)  erhält  man 

Setzt  man  diesen  Wert  in  (25)  ein  und  ordnet  wie  folgt 
[tR  —  (1  +p*)w)  cos«  -|-  [sB — pqw]eo^ß  =  0, 
[sB  —  pgw? }  cos a -|-  [tB — (l  +  g^*)w}cos/J  =  0, 

so  liefert  die  Elimination  von  cos  a^  cos  ß  die  in  Bezug  auf  B 

quadratische  Gleichung 

(27)   (rt—s')B^—[{l+q^)r—2pqs+{\+p')t\wB+i^  =  0, 

welche,  da  sie  aus  den  Bedingungen  fQr  die  Extreme  von  -^ 
hervorging,  die  Grösse  der  HaupOmmmungshalbmesser  bestimmt. 

Das  Vorzeichen  des  Productes  der  Hauptkrümmungsradien 
stimmt  vermöge  dieser  Gleichung  mit  dem  Vorzeichen  von 
rt  —  8^  überein  und  wird  einer  der  Radien  unendlich,  wenn 
rt  —  8^  Null  ist.  Aus  dieser  Bemerkung  lassen  sich  die  drei 
Arten  von  Flächenpunkten  (199 — 200)  aufs  neue  ableiten. 

Man  kann  den  beiden  Gleichungen  (26)  und  (27)  mittels 
folgender  Substitutionen  eine  einfache  Form  ertheilen;  setzt 
man  nämlich 


1  ~                     M;>                    ' 

(28) 

80  schreibt  sich  die  Gleichung  (26) 


32* 
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(26*)     jBi  coe^a  —  (Ä^  —  ^)co8a  cos/J  —  ^  coB^ß  =  0 
und  die  Gleichung  (27) 

(27*)  i^^^    R^-(A,  +  B,)R+1=0. 

An  dieser  Form  lässt  sich  leicht  erweisen,  dass  beide  Glei- 
chungen immer  reelle  Wurzeln  ergeben.  Es  ist  nämlich  die 
Discriminante  der  ersten  Gleichung 

die  der  zweiten 

(A  +  B,y  -  MA,B,  -  A,B,)  -.  (A,  -  B,y  +  4^JB.  =  D, 
die  Diseriminanten  stimmen  also  überein,  und  hat  man  naeh- 
gewiesen,  dass  D  positiv  ist,  so  folgt  daraus  die  Realität  der 
Wurzeln  beider  Gleichungen.     Nun  ergibt  sich  aus  (28),  daas 

(1  -\-p»)A,  -  (1  +  ff»)B,  =:!  {(1  +  q*)pqr-{l  +  p')pqt} 

{A,  -  B,)pq  =  ^. { (1  +  q*)pqr  - (1  +  p^pqt] , 
daher  ist 

(1  +  p^A,  =  (1  +  q*)B,  +  {A,  -  B,)pq 
und  infolge  dessen 

a-^+p')D  =  (1  +i)»)(^i  -  B,y  +  4(1  +  q*)B,' 

(29)  ^4pq(A,-B,)B, 

\  =  iA-  B,y  +  |>(^,  -B,)  +  2qB,Y  +  ^B* : 

es  lässt  sich  also  (1  -f-|7')D  als  Summe  dreier  Quadrate  dar- 
stellen und  deshalb  ist  auch  D  eine  positive  Grosse. 

203.  Ein  Nabeipunkt  ist  dadurch  gekennzeichnet,  dass 
sich  ftlr  ihn  keine  Bestimmung  der  Hauptnormalschnitte  er- 
gibt; die  Gleichung  (26)  versagt  aber  nur  dann,  wenn  die 
Goefßcienten  einzeln  verschwinden,  wenn  also 

(1  +p*)s-pqr  =  0,         (1  +  3«)r  -  (1  +p*)t  =  0, 

il+q')s-pqt  =  0 
oder 

(30)  Y+Y  ^pI^  i"+ V 
ist. 

Man  hätte  zu  diesem  Resultate  auch  von  der  Gleichung 
(27)  aus  gelangen  können,  da  man  einen  Nabelpunkt  audi  ab 
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einen  Punkt  mit  gleichen  Hauptkrünunnngsradien  defiuuren  kamt 
Die  Gleichheit  der  Wurzeln  erfordert  aber  das  Verschwinden 
xler  Determinante  y  und  diesee  wieder  erfordert  nadi  (39),  dam 

sei^  and  dies  führt  laut  (28)  thatsachlich  wieder  auf  (30)  hin. 
Die  letzten  beiden  Gleichungen  haben  aber  auch 

^  =  0 

zur  Folge;  wenn  sie  also  erfüllt  sind,  so  verschwinden  sämmt- 
liche  Goefficienten  von  (26*)  und  man  kommt  so  wieder  zum 
ersten  Princip  zurück. 

Aus  (30)  lassen  sich  im  Allgemeinen  zwei  von  einander 
unabhängige  Gleichungen  formiren;  jede  derselben  stellt  eine 
Flache  dar,  und  diese  zwei  Flächen  in  Verbindung  mit  der 
gegebenen  Fläche  bestimmen  die  Nabelpuukte  der  letzteren,  so 
dass  es  deren  in  der  Regel  nur  eine  beschrankte  Anzahl  gibt 

Wenn  jedoch  die  Beziehungen  (30)  auf  eine  einzige  Glei- 
chung sich  reduciren,  so  biat  die  gegebene  Flache  eine  Curye 
von  Nabelpunkten,  und  sind  sie  identisch  erfüllt,  so  sind  alle 
Punkte  der  Fläche  Nabelpunkte  (die  Kugel). 

204.  Beispiele,  1)  Es  sind  die  Hauptnormalschnitte  und 
Hauptkrümmungsradien  für  einen  Punkt  einer  Rotationsfläche 
zu  bestimmen. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  Rotationsflächen,  für  welche 
die  0-Axe  Rotationsaxe  ist,  kann  (186,  (2))  in  der  Form 

geschrieben  werden.     Setzt  man  vorübergehend 

so  erhält  man  durch  successive  Differentiation 
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da  aber  bei  einer  Rotationsfläche  alle  Punkte  eines  Parallel- 
kreises gleiche  Krümmungsverhaltnisse  aufvreisen,  so  kann  man 
zweckmassig  den  Ponkt  so  wählen,  dass 

y  =  0 ,    folglich    r  =  X 

sei;  er  liegt  dann  in  dem  durch  die  ^ero?- Ebene  bestimmten 
Meridian,  und  für  ihn  ist 


rip). 


0, 


t 


fix) 


Hiermit  ergeben  sich  nach  Vorschrift  von  202,  (26)  und 
(23)  zur  Bestimmung  der  Hauptnormalschnitte  die  Gleichungen 

cos  a  cos  |3  =  0 ; 

{ 1  4-  f{xy]  cos*«  +  cos»/}  =  1 ; 

die  eine  Lösung  ist 

1 


cos  /S  »s  0 ,        cos  a  = 


woraus    tg  «  =  f(x) ; 


VT+TW 

und  weil  hierdurch  die  Tangente  an 
den  Meridian  im  Punkte  JM)  Fig.  107, 
charakterisirt  ist,  so  bildet  der  Meri- 
dian den  einen  Hauptnormalschnitt; 
der  andere  berührt,  wie  dies  auch  die 
zweite  Lösung 

cos  a  =  0 
cos/J  =  1 

bestätigt,  den  Parallelkreis  des  Punktes  M  in  M. 

Die  Frage  nach  den  Hauptkrümmungsradien  ist  damit 
schon  erledigt;  der  eine,  B^,  ist  der  Krümmungshalbmesser 
des  Meridians,  also 

der  andel^,  iZ,,  projicirt  sich  nach  dem  Satze  Ton  Meusnier 
auf  die  Ebene  des  Parallelkreises  in  den  Halbmesser  Jlfiff,; 
folglich  ist 


i2,= 


Sin  a 
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und  liegt  der  Erümmungsmittelpimkt  J2^  des  zweiten  Haupt- 
normalschnittes  immer  in  der  Rotationsaxe. 

Für  den  Punkt  a?  =  0,  y  =  0  werden  die  Differential- 
quotienten Py  g  .  .  .  unbestimmt  und  die  Gleichung  (26) 
illusorisch;  der  Punkt,  in  welchem  die 
jer-Axe  die  Rotationsfläche  schneidet^  ist  in 
der  That,  sofern  er  reell  ist,  entweder  ein 
Nabelpunkt  oder  ein  singularer  Punkt. 

Lasst  man  beispielsweise  die  Parabel 
jef*  =s:  2aa?  +  2  a*  um  die  iEr-Axe  rotiren, 
Fig.  108,  so  entstehen  in  der  jer-Axe  sin- 
gulare Punkte  P,  Q;  der  Scheitel  S  aber 
wird  ein  Nabelpunkt,  weil  JB^  «=  iZ^  »=  a 
(154,  (1))  ist;  die  Flache  hat  somit  einen 
Parallelkreis  mit  Nabelpunkten. 

2)  Für  einen  Punkt  des  geraden  Schraubenconoids  (181,  2)) 

/  =  6  Arctff^ 

die  Hauptkrümmungsradien  zu  bestimmen. 

An  der  citirten  Stelle  ergaben  sich  für  die  Differential- 
quotienten die  Ausdrücke 

hy  6a? 

1^  — —  aj«  +  y«'  ^~a:«  +  y» 

_      26a?y  h{x^—y^  . 'ihxy     . 

{x'+yy'  {x'  +  yr'  ix'  +  yr' 

tragt  man  sie  in  die  Gleichung  202,  (27)  ein,  so  lautet  diese 

tb^     7?«  I  (^'  +  y'  +  ^v   -Q. 

(«•  +  yV      ^     {x'  +  yy     ~    ' 
sie  ist  rein  quadratisch  und  gibt 

n  1    a?«  +  y'  +  6« 

In  jedem  Punkte  der  Wendelfläche  sind  also  die  beiden  Haupt- 
krümmungsradien gleich  und  entgegengesetzt  gerichtet;  die 
Indicatrix  besteht  daher  aus  zwei  gleichseitigen  conjugirten 
Hyperbeln;  die  Haupttangenten  sind  demzufolge  auf  einander 
senkrecht.  Die  eine  der  Haupttangenten  föllt  mit  der  gerad- 
linigen Erzeugenden  durch  den  Punkt  M  zusammen,  die  andere 
ist  die  zu  ihr  normale  Flächentangente. 
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3)  Es  sollen  die  Nabelponkte  des  dreümgen  EUipsoids 

bestimmt  werden. 

Zur  Bestimmung  der  Differentialquotieiiten  eigebea   fidch 
durch  successive  Differentiation  die  Gleichungen 


(A) 


4  +  ^  =  0 


i. -I_  £l  _i_  il  =  0 

5«  -r  ^j  t"  ^1  —  ^? 
daraus  folgt 

Die  Nabelpunkte  haben  laut  (30)  den  beiden  Oleidrangen 

(l+i)»)<-(l  +  S')r  =  0 
(1 +!>»)«-       i»«r      =0 

ZU   genügen ,   welche   auf  den   Torliegenden  Fall   angewendet 
lauten : 

a\b^  —  c')p'  —  b\a^  —  <^q^  —  i?{a^  —  6«)  =  0 
pq^O. 

Von  den  zwei  Lösungen  der  zweiten  Gleichung  ist  p  «=  0 
zu  verwerfen ;  weil  in  diesem  Falle  die  erste  f&r  {  keinen 
reellen  Wert  zulässt. 

Hingegen  gibt  fdr  g  «»  0  die  erste  Gleichung 


diese   Werte   von  p,  q   m    die   Gleichungen   (A)   eisgeiragHi 

führen  zu 

y-O 


a  -^  e    V  h*  —  e* 

/Google 
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und  nimmt  man  die  Gleichung  der  fläche  hinzu,  so  findet  sich 
zur  Bestimmung  von  x,  js  weiter  die  Gleichung 

Daraus  ei^eben  sich  schliesslich  die  Lösungen 


^  =  ±«y?^!'     y  =  o,     ^  =  ± 


cvK-'' 


a'  —  €' 

durch  welche  vier  Punkte  in  der  ex -Ebene  bestimmt  sind. 

Das  dreiaxige  EUipsoid  besitzt  also  vier  Nabelpunkte; 
dieselben  liegen  in  dem  Hauptschnitte  mit  der  grössten  und 
kleinsten  Axe,  und  weil  ffir  sie 

a;«  +  ;g?«  =  a«  +  c«  —  6«, 
so  werden  sie  aus  diesem  Hauptschnitte  durch  einen  ihm  con- 
centrischen  Kreis  vom  Radius  j/a*  +  c*  —  6*    ausgeschnitten. 

Die  Indicatrix  eines  Nabelpunktes  (201)  ist  ein  Kreis,  bei 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  aller  Strenge;  parallele  Schnitte 
einer  solchen  Flache  sind  ähnlich;  daher  bestimmen  die  Tan- 
gentialebenen in  den  Nabelpunkten  des  Ellipsoids  die  Stellung 
der  beiden  Scharen  seiner  Kreisschnittebenen. 

§  7.    SpecieUe  Corven  auf  krummen  Flächen. 

205.  Von  der  Vorstellung  ausgehend^  die  xy-Ebene  sei 
horieontal,  nennt  man  die  Schnittcurven  einer  Fläche  parallel 
zu  dieser  Ebene  Niveaucurven  oder  Schichtenlinien, 

Ihre  Projectionen  auf  der  ^y- Ebene  sind  durch  die  Glei- 
chung der  Fläche  selbst  dargestellt^  wenn  man  in  dieser  e  als 
veiänderlichen  Parameter  ansieht. 

Da  für  eine  Schichtenlinie 

jEf  =  const. 
ist,  so  folgt  daraus  durch  Differentiation,  dass  fQr  ihre  Punkte 

pdx  +  qdy  =«  0 
oder 

ist;  diese  Gleichung  drückt  die  Eigenschaft  aus,  dass  die  Tan- 
gente an  eine  Schichtenlinie  (sowie  an  ihre  Projection  in  der 
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xy-lEhene)  parallel  ist  der  rpy-Spur  der  in  ihrem  Berührungs- 
punkte an  die  Fläche  gelegten  Tangentialebene. 

Diejenigen  Gurven  auf  einer  Flache,  "i^elche  die  Schichten- 
linien rechtwinklig  schneiden,  nennt  man  Fdlüinieny  weil  sie 
die  Bahnen  von  Punkten  anzeigen,  welche  unter  dem  Eiofluss 
der  Schwere  allein  auf  der  Flache  sich  bewegen. 

Wie  im  Schnittpunkte  einer  Schichtenlinie  mit  einer  Fall- 
linie die  Tangenten  beider  Curven  auf  einander  senkrecht 
stehen  und  diese  Eigenschaft  auch  auf  die  ^y-Projection  sich 
übertragt;  so  sind  die  Projectionen  der  Falllinien  in  der  xy- 
Ebene  durch  die  Gleichung 

gekennzeichnet. 

Man  nennt  (1)  die  Differentialgleichung  der  Niveaulinien, 
(2)  die  Differentialgleichung  der  Falllinien. 

Diese  zwei  Systeme  von  Gurren   finden  Anwendung  bei 
der  bildlichen  Darstellung  einer  Terrainfläche  in  der  Horixon 
talebene. 

Beispiele.     1)  Die  Schichtenlinien  des  EUipsoids 

5l  +  y!  +  ?l  =  i 

geben  in  der  a;y-Projection  ein  System  homothetischer  Ellipsen 
mit  der  Gleichung 

?!  4.  y '  _  1  _  f! 

in  welcher  z^  auf  das  Intervall  (0,  c*)  angewiesen  ist. 

Für  die  Falllinien  besteht,  weil  p= =-,  g  —  —  -^y 

die  Differentialgleichung 


oder 


es  ist  aber  —z  —  das  Differential  von  --shu,  daher  kann  aus 
der  letzten  Gleichung  auf  die  neue 


dx 

=  6«« 

1 

1? 

y 

1  dx 

b*    X   ' 
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geschlossen  werden^  wenn  C  eine  beliebige  Gonstante  bedeutet; 
daraus  aber  folgt  durch  Übergang  von  den  Logarithmen  zu 
den  Zahlen 

y  =  Cx"^, 

Diese  Gleichung  stellt  das  System 
der  rpy-Projectionen  der  Falllinien 
dar.  Es  sind  Parabeln,  algebraische 
oder  transcendente,  jenachdem  ^ 
rational  oder  irrational  ist.  Im  Falle 
^  =  2  z.  B.,  der  in  Fig.  109  dar- 
gestellt ist,   sind  es  gewöhnliche  Parabeln. 

2)  Die  Gleichung  der  Wendelfläche  (181,  (15))  ist  ein  be- 
sonderer Fall  der  allgemeinen  Gleichung 


3) 


-m 


und  man  nennt  alle  Flachen  von  dieser  Gleichungsform  gerade 
Gonoide;  sie  werden  durch  die  Bewegung  einer  Geraden  erzeugt, 
welche  die  jP-Axe  beständig  unter  rechtem  Winkel  schneidet. 
Daraus  folgt  schon,  dass  die  Niveaulinien  dieser  Flächen 
Gerade  sind;  damit  stimmt  auch  überein^  dass  die  Gleichung 
(3),  wenn  man  js  als  veränderlichen  Parameter  auffasst,  ein 
Strahlenbüschel  in  der  xy -'Ebene  darstellt. 

Setzt  man  für  den  Augenblick  -^  =  m,   so  ist) 


p--n^)f., 


3=r(«)i 


und  die  Differentialgleichtuig  der  Falllimen 


dy 

dx 


X 


wird  unablulng^g  von  der  Function  f.     Schreibt  man  sie   in 
der  Form 

xdx  +  ydy  =  0, 

so  erkennt  man  in  der  linken  Seite  das  halbe  Differential  von 
x^  +  y^\  infolge  dessen  ist 

a;«  +  y«  -  C 
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die  Grleichung  des  Systems  der  a;y-Projectionen  der  FaUlinieii, 
das  also  ein  System  concentrischer  Kreise  ist. 

206.    Die  Normalenfläche  einer  gegebenen  Fläche 

^  =  f{^j  y) 
längs  einer  ihr  aufgeschriebenen  Gurre  ist  im  allgemeinen 
eine  windschiefe  Fläche,  d.  h.  eine  solche^  deren  geradlinige 
Erzeugende  weder  durch  einen  festen  (im  Endlichen  liegenden 
oder  unendlich  fernen)  Punkt  gehen,  noch  Tangenten  an  eine 
Curve  sind. 

Ist  jedoch  die  aufgeschriebene  Curve  K  solcher  Art,  dass 
die  zu  ihr  gehörige  Normalenfläche  eine  abwicheOxjire  Fläche 
ist,  so  heisst  sie  eine  Krümmungslinie  der  gegebenen  Fläche. 
Es  gibt  zwei  Flächen,  für  welche  jede  aufgeschriebene 
Curve  im  Sinne  dieser  Definition  eine  Erümmungslinie  ist: 
die  Ebene  und  die  Kugel;  denn  dort  ist  die  Normalenfläche 
ein  Gylinder,  hier  ein  Kegel. 

Es  entsteht  nun  die  Frage,  ob  auf  einer  beliebigen  Fläche 
Krümmungslinien  existiren  und  welches  ihre  analytischen  Merk- 
male  und  geometrischen  Eigenschaften 
sind. 

Angenommen,  K,  Fig.  110,  sei  eine 
Krümmungslinie  der  Fläche  und  K^  die 
Rückkehrkante  der  zugehörigen  develöp- 
pabeln  Normalenfläche;  dann  ist  die 
Normale  der  Fläche  in  einem  Punkte 
M(x/y/i8)  von  K  Tangente  an  jEJ^  in 
einem  bestimmten  Punkte  M^ixjyjg^ 
und  umgekehrt.  Bezeichnet  man  also  die  Cosinusse  der  posi- 
tiven Normalenrichtui^   in   M  mit   X,  Y,  Z,    und  beachtet^ 

dass  x^'  5^^  "^   proportional  sind  den  Richtungscosinussen 

der  Tangente  an  jS!|)  in  M^,  wobei  u  der  Parameter  ist,  durch 
welchen  alle  auf  M  als  Punkt  von  K  bezüglichen  Ghrdssen 
dargestellt  sind,  so  muss 

dx^  dy^  de^ 

du   jiu du 

X    ~    Y    ~    Z 

sein;  ist  x  der  gemeinsame  Wert  dieser  Verhältnisse,  so  hat  man 
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W  du        ^^'  du        ^^^  du        ^^• 

Nun  bestehen,  wenn   die  Länge  MqM  mit  B  bezeichnet 
wird,  zwischen  den  Coordinaten  von  M  und  Mq  die  Beziehungen 

Xq  =  X  —  RX,         y^  =  y  —  RY,  z^^z  —  RZ'^ 

dabei  ist  JB  positiv  oder  negativ,  jenachdem  M^M  die  Rich- 
tung der  positiven  oder  negativen  Normale  hat;  fahrt  man 
hiemach  die  Gleichungen  (4)  aus,  so  folgt 

^       dx       dB  ^        rj  dX 

xX  =  3 ,-  X  —  li  -j— 

du        du  du 

du         du  du 

du         du  du  ' 

werden  diese  Gleichungen  der  Beihe  nach  mit  X,  Y^  Z  mul- 
tiplicirt  und  hierauf  addirt,  wobei  zu  beachten  ist,  dass 

x«+  r»  +  z«  =  i, 

infolge  dessen 


du     ^         du     ^         du 


und  dass  femer 

du     *         du     *  du 

ist,  weil  die  Normale  MN  senkrecht  ist  zur  Tangente  an  K 

in  jlf,  so  ergibt  sich 

^_dB 

^  du  ' 

und  wird  dieser  Wert  in  das  obige  Oleichungssystem  ein- 
getragen, so  kommt  man  zu  den  die  Erümmungslinie  charak- 
terisirenden  Gleichungen 

Bei  der  am  Beginn  dieses  Artikels  vorausgesetzten  Glei- 
chungsform der  Fläche  ist 

X  = ^-         r= g     _     z  =     _  ^L 

VP~+¥T^'  Vp' +  «•  +  !'  VP~Vq^  +  ~i' 

kieraus  berechnet  sich 
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!>•  +  «• 

__  (1  +  q^{rdx  + 

+  1 

-P3(«da;  + 

tdy) 

yp'  +  «'  +  i 

d«Vi>»  +  «*  +  i- 

p»  +  3»  +  1 

-l)g(rd«+5dy) 

w» 

dY- 


wenn,  wie  dies  schon  an  einer  früheren  Stelle  geschah,    zur 
Abkürzung 

gesetzt  wird. 

Mit  diesen  Ausdrücken  gibt  (5) 

*^^>*  (i  +  q^ixdx  +  8dy)  —  pq{8dx  +  tdy) 

^ dy ^^. 

ordnet  man   die    erste   dieser   Gleichungen   nach    dx,  dy,   so 
so  erhält  man 

([(1  +P')s  -pqr]dx'  -  [(1  +  q')r-  (1  +  p')t]  dxdy 


^^^     \  -\\+q^)s—pqt-\dy^  =  0. 

Diese  Oleichung  bestimmt  die  Richtung  der  Tangenten 
an  die  durch  den  Punkt  M  gehenden  Erümmungslinien;  sie 
föllt  aber  zusammen  mit  jener  Gleichung  (26),  welche  sich  in 
202  zur  Bestimmimg  der  Tangentenrichtungen  f&r  die  Haupi- 
normalschnitte  im  Punkte  M  ergab. 

Daraus  folgt  der  Satz:  Durch  jeden  Punkt  einer  krummen 
Fläche,  sofern  er  nicht  Nctbelpunkt  ist,  gehen  ewei  stets  reeOe 
Krümmungslinien,  welche  die  Hd/upinormalschnitte  dieses  Punktes 
berühren  und  sich  daher  wie  diese  unter  rechtem  Winkel  schneiden. 

Jede  Flache,  die  Ebene  und  die  Eugel  ausgenommen,  b^ 
sitzt  somit  zwei  Scharen  von  reellen  Erümmungslinien  derart, 
dass  jede  Gurre  der  einen  Schar  jede  der  anderen  Schar  recht- 
winklig schneidet. 

Die  Gleichung  (7)  charakterisirt  die  Projection  der  Erüm- 
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mungslinien  auf  der  :i;y- Ebene  und  wird  als  DifferenHcUglei- 
chung  der  Kfimmungslinien  bezeichnet. 

um  die  Rückkehrkante  der  abwickelbaren  Normalfläche 
längs  einer  Erümmungslinie  naher  kennen  zu  lernen^  ordnen 
wir  die  beiden  Gleichungen,  welche  sich  aus  (6)  durch  Ver- 
bindung des  ersten  und  zweiten  Ausdrucks  mit  dem  dritten 
ergeben,  nach  dx^  dy]  aus  dem  so  entstehenden  Gleichungspaar 

geht  durch  Elimination  ron  dx,  dy  die  in  Bezug  auf  R  quadra- 
dratische  Gleichung 

(8)    (rt—s^)R^—[(l  +  q^)r--2pqs  +  {l+py]wB'\'W^  =  0 

hervor;  diese  Gleichung  stimmt  aber  mit  jener  (27)  überein, 
welche  sich  in  202  zur  Berechnung  der  Hauptkrümmungs- 
radien ergeben  hat. 

Demnach  gut  der  Satz:  Die  Normale  im  Punkte  M  be- 
rührt die  BücMehrJcante  der  Normaienfläche,  welche  m  der  einen 
durch  M  gehenden  Krümmungslinie  gehört^  in  dem  Krümmungs- 
mittdpunkte  des  Normalschnittes  von  grösster  Krümmung^  die 
Bückkehrkante  der  andern  Normaienfläche  im  Krümmungsmittelr 
punkte  des  Normalschnittes  von  kleinster  Krümmung, 

Dadurch  sind  die  beiden  Scharen  von  Erümmungslinien 
von  einander  imterschieden,  dass  nämlich  die  Linien  der  einen 
Schar  überall  die  Richtung  der  stärksten,  die  der  andern  Schar 
die  Richtung  der  schwächsten  Erünunung  anzeigen;  in  dieser 
Eigenschaft  ist  auch  der  Name  dieser  Linien  begründet. 

Wenn  die  Erümmungslinie  K  die  Schar,  zu  welcher  sie 
gehört,  stetig  durchläuft,  so  vollführt  die  zugeordnete  Rück- 
kehrkante K^  auch  eine  stetige  Bewegung  und  beschreibt  eine 
Fläche;  eine  zweite  Fläche  gleicher  Entstehungsweise  ergibt 
sich  aus  der  andern  Schar  von  Erümmungslinien.  Diese  zwei 
Flächen  sind  aber  ebenso  als  ein  einheitliches  Gebilde  anzu- 
sehen, wie  die  beiden  Scharen  von  Erümmungslinien,  die  ja 
auch  durch  eine  Gleichung  analytisch  bestimmt  sind;  man 
nennt  sie  zusammen  die  Polar  fläche  der  gegebenen  Fläche;  der 
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eine  Mantel  enthalt  die  Erümmnngscentra  der  Hauptnoimal- 
schnitte  grösster  Krümmung,  der  andere  Mantel  die  Cantra 
der  Hauptnormalsclinitte  kleinster  Krfimmnng. 

207.  Bei  zwei  Gfattungen  von  Flächen  lassen  sich  die 
Erümmungslinien  ohneweiters  angeben. 

Auf  einer  Rotationsfläche  bilden  die  Meridiane  das  eine 
System,  die  Parallelkreise  das  andere  System.  Denn  die  Nor- 
malenfläche längs  eines  Meridians  ist  eine  Ebene,  jene  längs 
eines  Parallelkreises  ein  Kegel,  beide  sind  also  abwickelbar. 

Auf  einer  abwickelbaren  Fläche  sind  die  geradlinigen  Er- 
zeugenden das  eine  System  von  Krümmungslinien;  denn  weil 
die  Fläche  in  allen  Punkten  einer  Erzeugenden  yon  einer  und 
derselben  Ebene  berührt  wird,  so  ist  die  Normalenfläche  längs 
der  Erzeugenden  eine  Ebene,  also  abwickelbar.  Das  andere 
System  schneidet  die  Erzeugenden  rechtwinklig. 

Was  insbesondere  den  Kegel  anlangt,  so  wird  auf  diesem 
das  zweite  System  ron  Krümmungslinien  durch  eine  Schar 
concentrischer  Kugeln  aus  der  Kegelspitze  ausgeschnitten,  und 
auf  dem  Cylinder   durch  die  Schar  der  Normalschniitebenen. 

In  der  Abwicklung  erscheinen,  wenn  es  sich  um  eine  all- 
gemeine Deyeloppable  handelt,  die  Erümmungslinien  der  einen 
Schar  als  Tangenten  an  die  transformirte  Rückkehrkante  und 
die  der  andern  Schar  als  Evolyenten  dieser  Gurre;  bei  einCTOL 
Kegel  ergibt  sich  in  der  Abwicklung  ein  Strahlenbüschel  nnd 
ein  System  concentrischer  Kreise,  bei  einem  Cylinder  zwei  zu 
einander  senkrechte  Parallelstrahlenbüschel. 

Für  eine  beliebige  Fläche  hängt  die  analytische  Bestim- 
mung der  Krttmmungslinien  Ton  einer  Aufgabe  der  Integral- 
rechnung ab. 

208.  An  die  Besprechung  der  Krümmungslinien  möge 
eine  kurze  Erörterung  über  eine  Frage  geschlossen  werden, 
auf  welche  Gauss  zuerst  eine  präcise  Antwort  gegeben  hat. 

Es  ist  bisher  nur  yon  der  Krümmung  von  Linien  auf 
Flächen  und  nicht  yon  der  Krümmung  der  Flächen  selbst  ge- 
sprochen worden.  Gauss  hat  fQr  die  Krümmung  einer  Fläche 
in  einem  ihrer  Punkte  die  folgende  Definition  anfgeeteUt^ 
welche  der  Definition  für  die  Flexion  einer  Raumcurve  (168) 
nachgebildet  ist. 
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Ein  den  betreffenden  Punkt  M  einschliessender  (oder  wenig- 
stens nicht  ausschliessender)  Theil  Sy  Fig.  111,  der  krummen 
Flache  werde  auf  einer  Kugel  vom  Halbmesser  1  in  der  Weise 
abgebildet,  dass  man  aus  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  einen 
Kegel  construirt,  dessen  Sei- 
ten parallel  sind  den  Norma- 
len der  Fläche  längs  des  Um- 
fanges  von  S;  der  innerhalb 
dieses  Kegels  liegende  Theil 
Z  der  Kugeloberfläche  gelte 
als   Abbildung  von  S.    Der 

Grenzwert  des  Quotienten  -^ 

für  ein  gegen  die  Grenze  Null 

abnehmendes  S  heisst  Krimmung  der  Fläche  im  Punkte  M, 

Hierzu  ist  folgendes  zu  bemerken.  Die  Normalen  der 
Fläche  sind,  gleichgiltig  ob  der  Punkt  ein  elliptischer  oder 
hyperbolischer  ist,  insgesammt  nach  einer  und  derselben  Seite 
der  Fläche  zu  wenden.  Das  Element  S  ist  so  einzurichten, 
dass  innerhalb  und  am  Rande  desselben  keine  zwei  Normalen 
parallel  sind,  damit  nicht  zwei  verschiedene  Punkte  der  Fläche 
sich  in  dem  nämlichen  Punkte  der  Kugel  abbilden.  Unter 
diesen  Festsetzungen  werden  bei  einem  elliptischen  Punkte  die 
umfange  von  S  und  E  in  gleichem  Sinne  durchlaufen,  bei 
einem  hyperbolischen  Punkte  in  entgegengesetztem  Sinne. 

Ist  die  Fläche  abwickelbar,  so  schneidet  die  Erzeugende, 
welche  durch  einen  Punkt  des  ümfanges  von  S  geht,  diesen 
Umfang  noch  ein  zweitesmal,  und  die  beiden  so  bestimmten 
Punkte  des  Ümfanges  bilden  sich  in  einem  Punkte  der  Kugel 
ab;  infolge  dessen  reducirt  sich  das  ganze  j..    ^^^ 

sphärische  Bild  von  S  auf  eine  Linie,  deren 
Inhalt  gleich  Null  ist;  eine  abwickelbare 
Fläche  hat  daher  in  jedem  Punkte  die 
Krümmung  NuU  (wie  eine  Ebene). 

Um  den  Ausdruck  für  die  Krümmimg 
in  M  zu   erhalten,  führen  wir  durch  M 
die  beiden  Krümmungslinien  JSr^,  JST,,  Flg.  112,  und  ausser  diesen 
zwei  weitere  Krümmungslinien  K^^  JST,';  K^  und  Ky    wie  auch 

Cxuber,  Vorlatnngan.  I.  3S 
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K^  und  K^'  gehören  derselben  Schar  an.  Das  von  diesen  yier 
Erümmungslinien  begrenzte  Element  8^^  MM^I/TM^  kann 
dann  bei  entsprechender  Kleinheit  wie  ein  ebenes  Rechteck  durch 

S  =  MM^ .  MM^ 
ausgedrückt  werden.     Das  sphärische  Bild  desselben,  f^f^if^'l^y 
wird  gleichfalls   rechte   Winkel  haben  und   sich  dem  Inhalte 
nach  durch 

ausdrücken  lassen.  Bezeichnet  man  weiter  den  Winkel  der 
Kormalen  in  M  und  M^  mit  z^,  den  Krümmungshalbmesser 
des  K^  in  M  berührenden  Hauptnormalschnittes  mit  iZ^;  den 
Winkel  der  Normalen  in  M  und  M^  mit  z^  und  den  Krüm- 
mungshalbmesser des  K^  m  M  berührenden  Hauptnormal- 
schnittes mit  jR^;  so  ist,  je  enger  die  Krümmungslinien  zu- 
sammenrücken, um  so  genauer 

daher 

und  die  Krümmung  der  Fläche  im  Punkte  M 

Hiemach  ist  die  Krümmung  der  Fläche  im  Punkte  M 
gleich  dem  Producte  der  Hauptkrümmungen;  sie  ist  positiv  für 
einen  elliptischen,  negativ  für  einen  hyperbolischen,  NuU  für  einen 
parabolischen  Punkt  der  Fläche, 

Man  nennt  K  im  Gegensätze  zu  andern  später  vorgeschla- 
genen Krümmimgsmaassen  das  Oauss'sche  Krümmungsmaass 
oder  auch  die  totale  Krümmung.  Neben  dieser  wird  mitunter 
auch  die  Summe*)  der  beiden  Hauptkrümmungen 

(10)  M  =  ^  +  ^ 

als  mitäere  Krümmung  der  Fläche  in  dem  betreffenden  Punkte 
in   Betracht  gezogen.     Die  analytischen  Ausdrücke   fdr  beide 

*)  Oder  die  halbe  Summe. 
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Erümmungsmaasse  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Oleicbung 
für  die  Hauptkrümmungsradien  202^  (27)^  nämlich 

209.  Eine  Curve  C,  welche  einer  krummen  Fläche  auf- 
geschrieben ist^  bestimmt  eine  einfach  unendliche  Schar  von 
Tangentialebenen  der  Fläche^  diejenigen  nämlich,  deren  Be~ 
rührungspunkte  Punkte  von  C  sind;  die  Einhüllende  dieser 
Ebenenschar  ist  eine  abwickelbare  Fläche.  Man  nennt  sie  die 
der  Fläche  längs  der  Curve  C  umschriebene  Developpable, 

Wäre  die  gegebene  Fläche  selbst  abwickelbar,  so  würde 
die  ihr  längs  irgend  einer  Curve  umschriebene  Developpable 
mit  ihr  zusammenfallen.  Dieser  Fall  böte  kein  weiteres 
Interesse,  wir  setzen  daher  die  Fläche  als  nichtabwickelbar 
voraus. 

Die  umschriebene  Developpable  ist  im  allgemeinen  von 
der  Tangentenfläche  der  Curve  C  verschieden;  fällt  sie  mit  ihr 
zusammen,  dann  heisst  die  Curve  eine  asymptotische  Linie  der 
Fläche. 

Da  die  Tangentenfläche  die  Osculationsebenen  der  Curve 
einhüllt,  so  kann  man  auch  die  folgende  Definition  aufstellen: 
Eine  auf  einer  Fläche  liegende  Curve  A  heisst  asymptotische 
Linie  der  Fläche^  wenn  in  jedem  Punkte  von  A  die  Oscuta" 
tionsebene  der  Curve  mit   der  Tangentialebene  der  Fläche  0Ur 


Es  sei  M  ein  Punkt  von  A]  alle  auf  ihn  bezüglichen 
Grössen  sollen,  sofern  er  als  Punkt  der  Curve  aufge&sst  wird, 
als  Functionen  eines  Parameters,  z.  B.  als  Functionen  des  Bogens 
s  von  A,  gedacht  werden.  Die  Gleichung  der  Tangentialebene 
der  lüäche  in  diesem  Punkte 

(12)  ^^,=p(l^-cc)  +  q(ri^y) 

hängt  nur  von   diesem  Parameter  ab;  differentiirt  man  sie  in 
Bezug  auf  denselben,  so  bestimmt  die  Gleichung 
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in  Verbindung  mit  (12)  die  Charakteristik  der  Ebene  (12) 
und  diese  muss^  der  Definition  gemäss^  mit  der  Tangente  an 

Ä  in  M  zusammenfallen.*    Die  Quotienten  t~'  j^'  j"  ^^^^ 

aber  die  Ricbtungscosinusse  cos  a^  cos  ß,  cos  y  dieser  Tangente, 
und  vermöge  der  für  jede  Tangente  einer  Fläche  geltenden 
Beziehung  (197,  (4)) 

cosy  =  jp  cos  «  +  g  cos /J 
vereinfacht  sich  die  Gleichung  (13)  auf 

und  ergibt  mit  (12)  zusammen  folgende  Gleichungen  für  dife 
Charakteristik 

dg  __dp        p£i__^^' 

ds  de        ^  dB       ^  da 

Die  die  asymptotische  Linie  kennzeichnende  Beziehung  ist 
sonach 

da  dp        da  dp  ^ 

oder 

a4^  ^  =  ^y  =      /^^      . 

^     /  dq        —dp        pdq  —  qdp 

Die  beiden  ersten  Theile  dieser  Beziehung  liefern  die 
Gleichung 

dpdx  '{'  dqdy  =  0 

oder  nach  Einführung  der  Werte  rdx  -\-  sdy,  sdx  -^  tdy  för 

dp,  dq 

(15)  rdx^  +  2sdxdy  +  tdy^  =  0. 

Diese  Gleichung,  welcher  die  Projectionen  der  asympto- 
tischen Linien  zu  genügen  haben,  heisst  die  Differeniialgleidiung 
dieser  Linien.  Die  geometrische  Eigenschaft,  welche  sie  zum 
Ausdruck  bringt,  ergibt  sich  durch  folgende  Betrachtung. 

Der  Normalschnitt  der  Fläche,  welcher  die  Curve  A  im 
Punkte  M  berührt,  hat  die  Krümmung  (190,  (8)) 

1   r  cos"  a  +  2«  cos  a  cos  ^  +  t  cos"  ß  ^ 
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lant  (15)  aber  ist 

rcos^a  +  2$  cos«  cos/J  +  tcos^ß  ==  0, 
folglicli  auch 

i-o. 

Die  asymptotische  Linie  berührt  also  in  jedem  Punkte  einen 
Normalschnitt  von  der  Krümmung  NuU. 

Solche  Normalschnitte  existiren  jedoch  nur  in  hyperboli- 
schen und  in  parabolischen  Punkten. 

In  einem  hyperbolischen  Punkte  gibt  es  solcher  Normal- 
schnitte zwei;  und  ihre  Tangenten  sind  die  Asymptoten  der 
Dupin 'sehen  Indicatrix  (200).  Äirf  einer  Fläche  oder  einer 
Flächenregion  mit  hyperbolischen  Punkten  lassen  sich  also  zwei 
Scharen  von  asymptotischen  Linien  verzeichnen;  in  jedem  Punkte 
schneiden  sich  zwei  Linien^  aus  jeder  Schar  einCy  u/nd  ihre  Tan- 
genten sind  die  Asymptoten  der  Indicatrix  oder  die  Haupttan- 
genten der  Fläche. 

Der  letztere  Umstand  begründet  den  Namen  der  asympto- 
tischen Linien^  neben  welchem  auch  der  Name  ^^Haupttangen- 
tencurven''  gebrauchlich  ist. 

.  Die  beiden  Scharen  asymptotischer  Linien  schneiden  sich 
im  allgemeinen  unter  schiefen  Winkeln;  nur  in  Pimkten,  wo 
die  Indicatrix  aus  gleichseitigen  Hyperbeln  sich  zusammensetzt^ 
erfolgt  der  Schnitt  rechtwinklig.  Es  gibt  Flachen,  wo  dies 
durchwegs  geschieht;  die  Wendelfläche  ist  ein  Beispiel  dieser 
Art  (204,  2)). 

In  einem  parabolischen  Punkte  fallen  die  beiden  Normal- 
schnitte von  der  Krümmung  Null  in  einen  zusammen.  Hat 
die  Flache  oder  Flächenregion  nur  parabolische  Punkte,  so 
vereinigen  sich  die  beiden  Scharen  asymptotischer  Linien  zu 
einer  einzigen.  Auf  einer  abwickelbaren  Fläche  liegen  also  die 
beiden  Scharen  asymptotischer  Linien  vereinigt  und  werden  dwrch 
die  geradlinigen  Erzeugenden  der  Fläche  dargestellt. 

Auf  einer  Fläche  oder  Flächenregion  mit  elliptischen 
Punkten  gibt  es  keine  reellen  asymptotischen  Linien. 

Wenn  eine  Fläche  aus  Regionen  mit  hyperbolischen  und 
aus  solchen  mit  elliptischen  Punkten  besteht,  wie  dies  bei- 
spielsweise bei  dem  185,  3)  erwähnten  Toms  der  Fall  ist,  so 
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wird  die  Grenze  zwischen  beiderlei  Regionen  durch  Curven 
mit  parabolischen  Punkten  gebildet;  von  jedem  Punkte  einer 
solchen  Gurve  laufen  dann  zwei  asymptotische  Linien  mit 
gemeinschaftlicher  Tangente  aus. 

Während  die  stets  reellen  und  rechtwinklig  sich  schnei- 
denden Erümmungslinien  den  Verlauf  der  algebraisch  grössten 
und  der  algebraisch  kleinsten  Krümmung  anzeigen,  bezeichnen 
die  nur  bedingt  reellen  und  im  allgemeinen  schiefwinklig  sich 
schneidenden  asymptotischen  Linien  den  Verlauf  der  Krümmung 
NuU. 

Beispiel.  Zur  Bestimmung  der  asymptotischen  Linien  der 
geraden  Gonoide  (205 ,  2)) 

bilde  man  mittels  der  Abkürzung 

X 

die  Differentialquotienten 

r = rw  g  +  2r(«)  lä,      s^-  r(«)  |-.  -  rw  Ji» 

.^  =  r(«)^; 

durch  Eintragung  der  drei  letzten  in  (15)  ergibt  sich 
(^dx  -xdy)  (-  r(«)  '^-^y^^  +  2f{u)  ^j  =  0. 
Diese  Gleichung  wird  zunächst  befriedigt  durch 
ydx  —  xdy^===0    oder     d-^  =  0, 
woraus  man  auf 

X 

schliesst;  die  eine  Schar  asymptotischer  Linien  projicirt  sich 
in  der  xy-lShene  in  ein  Strahlenbüschel  aus  dem  Ursprung  — 
es  sind  dies  die  geradlinigen  Erzeugenden  der  Fläche. 
Die  andere  Schar  ist  bestimmt  durch  die  Gleichung 
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welcher  man  die  Form 

n  dx f'(u)du 

^-^  —  TW 

geben  kann;  hier  ist  aber  die  linke  Seite  das  Differential  von 
21.x  ^  die  rechte  Seite  das  Differential  von  l,  f(u) ,  daher 
muss  anch 

sein^  wenn  C  eine  beliebige  Gonstante  bezeichnet;  daraus  folgt 

als  Gleichung  der  Projection  der  zweiten  Schar  asymptotischer 
Linien.    Die  rechts  angedeutete  Differentiation  bezieht  sich  auf 

-^  als  Variable.  * 

X 

Beispielsweise  ist  für  das  gerade  Schraubenconoid 
z  =  b  Arctg  — 

f(^)^b  Axctg^,    folgUch   r(f)  =  ^^,    so    dass   die 

zweite  Schar  seiner  asymptotischen  Linien  durch 

a:*  +  y*  =  3c 
bestimmt  ist,  wenn  hC=ic  gesetzt  wird;  die  Gleichung  stellt 
ein  System  concentrischer  Kreise  dar^  welchem  auf  der  Fläche 
eine  Schar  coaxialer  Schraubenlinien  entspricht. 

210.  Zu  Beginn  des  vorigen  Artikels  ist  von  einer  ein- 
fach unendlichen  Schar  von  Ebenen  gesprochen  worden,  welche 
durch  eine  einer  gegebenen  Fläche  aufgeschriebene  Curve  C 
bestimmt  ist;  es  war  die  Schar  der  Tangentialebenen  der 
Fläche  in  den  Punkten  von  C 

Eine  andere  einfach  unendliche  Schar  bilden  jene  Normal- 
ebenen der  Fläche,  welche  die  Curve  C  in  den  einzelnen 
Punkten  berühren;  auch  sie  werden  durch  eine  abwickelbare 
Fläche  eingehüllt,  die  im  allgemeinen  verschieden  ist  von  der 
Tangentenfläche  der  G. 

Ist  die  Curve  so  beschaffen,  dass  die  Einhüllende  der  sie 
berührenden  Normalebenen  mit  ihrer  Tangentenfläche  zusam- 
menfällt, so  heisst  sie  eine  geodätische  Linie  der  Fläche. 

Aus  dieser  Definition  lässt  sich  eine  andere  ableiten,  die 
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der  analytischen  Darstellung  unmittelbar  zugänglich  ist.  Wenn 
nämlich  G  eine  geodätische  Linie  darstellt^  so  ist  die  in  einem 
Punkte  M  derselben  durch  die  Tangente  an  G  gelegte  Nor- 
malebene der  Flache  ihre  Osculationsebene;  die-  Osculations- 
ebene  enthält  aber  ausser  der  Tangente  der  Curve  noch  deren 
Hauptnormale^  und  weil  diese  mit  der  Tangente  einen  rechten 
Winkel  bildet,  so  fäUt  sie  nothwendig  in  die  Normale  der 
Fläche.  Man  kann  daher  auch  die  folgenden  Erklärungen  für 
die  geodätische  Linie  aufstellen: 

Unter  einer  geodätischen  Linie  ist  eine  solche  Curve  auf  der 
Fläche  m  verstehen,  deren  Osculationsebene  senkrecht  ist  mr  Tan- 
gentiaHebene  der  Fläche  in  dem  betreffenden  Funkte;  oder,  es  ist 
eine  solche  Curve,  bei  welcher  in  jedem  Funkte  die  Hauptnor- 
male  in  die  Normaie  der  Fläche  fällt 

Jede  dieser  Erklärungen  führt  zu  einer  die  geodätische 
Linie  charakterisireuden  Beziehung. 

Bezeichnet  man  die  Coordinaten  des  Punktes  M  mit  Xy  y,  e^ 
die  Richtungscosinusse  der  Normale  der  Fläche  daselbst  mit 
X,  T,  Z\  die  Richtungscosinusse  der  Hauptnormale  mit  cos  k, 
cosfi,  cosi;  —  alle  Grössen  als  Functionen  eines  Parameters 
z.  B.  des  Bogens  s  von  G  dargestellt  — ,  so  ist  der  ersten 
Erklärung  gemäss  auszudrücken,  dass  die  Osculationsebene 
(170,  (6)) 

l  —  x    vi  —  y    l  —  z 

dx  dy  dz 

ds  ds  ds        =0 

d^x  d^  d^ 

dif^  ds^  ds* 

auf  der  Tangentialebene 

(|-a:)X  +  (i?-y)r+a-«)Z  =  0 

normal  stehe.  Es  hat  also  die  Productsunmie  der  Goefficienten 
von  I  —  X,  rj  —  y,  g  —  z  aus  beiden  Gleichungen  den  Wert 
Null,  d.  h.  es  ist 


(16) 


X 

Y 

Z 

dx 

dy 

dz 

ds 

ds 

ds 

d'x 

d*y 

d*z 

ds' 

ds* 

ds* 

0. 
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Der  zweiten  Erklärung  zufolge  ist 
X  Y  Z 


•  7 


COS  X         cos  fir        cos  fr 

und  zwar  ist  der  gemeinsame  Wert  der  drei  Quotienten  + 1 
oder  — 1,  jenachdem  die  positive  Richtung  der  Hauptnormale 
mit  der  positiven  oder  negativen  Richtung  der  Flachennormale 
zusammenföUt.  Führt  man  fOr  die  Richtungscosinusse  der 
Hauptnormale  die  Werte  (178,  (11))  ein,  so  entsteht  die  Be- 
ziehung 

ds'  ds*  ds* 

und  nun  ist  der  Wert  dieser  Verhältnisse,  mit  derselben 
Unterscheidung,  +p  oder  — 9,  wenn  q  den  Flexionshalb- 
messer von  G  in  M  bezeichnet. 

Die  Tangentialebene,  welche  man  im  Punkte  Jf  an  die 
Flache  legt,  enthält  die  Tangente  und  die  Binormale  von  6r; 
projicirt  man  G  orthogonal  auf  diese  Ebene,  so  zeigt  die  Pro- 
jecticn  im  Punkte  M  einen  Wendepunkt  (174),  hat  hier  also  die 
Krümmung  Null;  auch  diese  Eigenschaft  ist  charakteristisch 
für  die  geodätische  Linie. 

Das  System  der  Tangentialebenen,  von  welchen  soeben  die 
Rede  war,  wird  durch  eine  abwickelbare  Fläche  eingehüllt;  es 
ist  die  der  gegebenen  Fläche  längs  G  umschriebene  Develop- 
pable;  in  Bezug  auf  G  selbst  ist  es  diejenige  von  den  drei 
einer  Raumcurve  zugeordneten  Developpabeln,  welche  wir  in 
191  als  rectificirende  Developpable  von  G  bezeichnet  haben. 

Sie  heisse  für  den  Augenblick  D.  Da  die  Osculations- 
ebene  von  G  in  einem  Punkte  M  senkrecht  ist  auf  der  Tan- 
gentialebene von  D  in  diesem  Punkte,  so  spielt  G  auf  der 
Fläche  D  ebenfalls  die  RoUe  einer  geodätischen  Linie. 

Daraus  folgt  der  Satz:  Eine  geodäMsche  Linie  G  auf  einer 
Fläche  F  ist  auch  geodätische  Linie  auf  jener  Developpabeln^ 
welche  F  längs  G  umschrieben  ist. 

Zur  Erläuterung  diene  das  folgende  einfache  Beispiel. 
Auf  einer  Kugel  ist  jeder  grosste  Kreis  eine  geodätische  Linie; 
denn  die  (Haupt-)Normalen  eines  solchen  sind  zugleich  Nor- 
malen der  Kugel.     Die  der  Kugel  längs  eines  solchen  Kreises 

Cznber,  Vorleinngen.  I.  33** 
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umschriebene  Developpable  ist  der  die  Kugel  in  diesem  Kreise 
beriüirende  Cylinder;  und  auch  fOr  diesen  Cylinder  ist  der 
Kreis  geodätische  Linie  ^  weil  seine  Kormalen  zugleich  Nor- 
malen des  Gylinders  sind. 

21L  Die  hwriseste  VeründungsUnie  zweier  Punkte  in  einer 
hrwmmen  Fläche  ist  eine  geodätische  Linie  dieser  Fläche. 

Um  dies  zu  erweisen*),  nehmen  wir  an,  zwei  Punkte 
Ay  B  auf  der  Flache  seien  durch  eine  in  der  Flache  verlaufende 
Linie  verbunden,  welche  unter  allen  gleichartigen  die  kürzeste 
ist.  M  sei  ein  Punkt  dieser  Linie,  MT  die  zugehörige  Tan- 
gente; durch  diese  legen  wir  einen  beliebigen  Schnitt;  sein 
Neigungswinkel  gegen  die  Normale  der  Flache  in  -Sf  sei  9. 
Auf  dem  Schnitte  mögen  nun  zu  beiden  Seiten  von  M  und 
sehr  nahe  daran  zwei  Punkte,  M\  M'\  angenonunen  werden 
derart,  dass  die.  Sehnen  MM'  und  MM"  gleiche  Lange  c 
haben;  dann  können  auch  die  Bögen  MM\  MM"  als  gleich 
und  als  einem  Kreise  angehörend  betrachtet  werden,  welcher 
den  Krümmungshalbmesser  q  des  betreffenden  Schnittes  in  M 
zum  Radius  hat;  bezeichnet  schliesslich  t  den  Gentriwinkel, 
welcher  in  diesem  Kreise  der  Sehne  c  zugehört,  so  hat  man 
einerseits 

arcJf'JfJlf"=2(>r 
und  andererseits 

c  =  2(>  sin  y 

Aus  der  zweiten  Gleichung  ergibt  sich 

t  =  2arcsin~ 

und  durch  Entwicklung  (08,  2))  bis  zu  dem  Gliede  dritter 
Ordnung  in  c 

Hiennit  ist  dann 

are  M'MM"=^  2c  4-  ^, : 

bezeichnet   aber   R  den  Krümmungshalbmesser   des  die  Tan- 


*)  Ein  zweiter  Beweis  dieses  Satzes  wird  in  der  Variationsrechnung 
(864)  gegeben  werden. 
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gente  MT  berührenden  Normalschnittes,  so  ist  dem  Satze  Yon 
Meusnier  zufolge  (108) 

^  =  i2  cos  6 ; 
daher  hat  man  schliesslich 

Der  Bogen  M'MM"  ist  also  am  kleinsten,  wenn  6  ==:  0 
isty  wenn  er  also  dem  durch  die  Tangente  MT  gelegten  Nor- 
malschnitte angehört.  Dies  bleibt  fortbestehen^  wie  klein  auch 
die  Sehne  Cy  wie  nahe  auch  die  Punkte  M\  M"  an  M  liegen; 
da  nun  die  auf  der  Flache  verzeichnete  Linie  als  die  kürzeste 
vorausgesetzt  worden  ist,  so  folgt  daraus,  dass  die  Orenzlage 
der  Ebene  y  welche  durch  üf  und  zwei  benachbarte  Punkte 
dieser  Linie  gelegt  wird,  die  durch  die  Tangente  in  M  gehende 
Normalebene  ist.  Diese  ^orenzlage  ist  aber  die  Osculations- 
ebene  der  Gurve  in  Jlf;  mithin  geht  bei  der  kürzesten  Linie 
die  Osculationsebene  in  jedem  Punkte  durch  die  Normale  der 
Flache,  und  damit  ist  sie  als  geodätische  Linie  erwiesen.j 

Daraus  können  mehrere  wichtige  Folgerungen  gezogen 
werden. 

Enthalt  eine  Fläche  gerade  Linien,  so  gehören  sie  zu  den 
geodätischen  Linien  der  Fläche,  weil  sie  kürzeste  Linien  zwischen 
je  zweien  ihrer  Punkte  sind.  Bei  einer  Regelfiäche  gehören 
also  die  geradlinigen  Erzeugenden  zu  den  geodätischen  Linien. 

Jede  geodätische  Linie  einer  abwickelbaren  Fläche  erscheint 
in  der  Abwicklung  als  gerade  Linie. 

In  dem  vorigen  Artikel  ist  die  Thatsache  festgestellt  worden, 
dass  eine  Raumcurve  auf  ihrer  recHficirenden  Developpabeln, 
d.  i.  auf  jener  Fläche,  welche  die  Ebenen  durch  Tangente  und 
Binormale  einhüllt,  die  Rolle  einer  geodätischen  Linie  hat; 
daher  erscheint  die  Raumcurve  ^in  der  Abwicklung  dieser 
Developpabeln  als  Gerade,  und  hierin  liegt  der  Grund  für  den 
Namen  „rectificirende  Developpable". 

Die  Umkehrung  des  an  der  Spitze  dieses  Artikels  stehen- 
den Satzes  ist  aber  nicht  immer  zutreffend;  eine  geodätische 
Linie  zwischen  zwei  Punkten  J.,  B  braucht  nicht  auch  die 
kürzeste  Linie  zwischen  diesen  Punkten  zu  sein.  Einfache 
Beispiele    hiefÜr   bieten    die    Kugel   und   der   Cylinder.     Die 
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beiden  Bogen,  in  welche  der  durch  Ä^  B  gelegte  Hanptkreis 
der  Engel  zerfallt,  sind  geodätische  Verbindungen  der  beiden 
Punkte;  aber  nur  einer  von  ihnen  ist  auch  die  kürzeste 
Linie  (sofern  die  Punkte  nicht  diametral  gegenüberliegen). 
Jede  Schraubenlinie,  welche  auf  einem  Cylinder  durch  zwei 
Punkte  Ä,  B  geht,  ist  eine  geodätische  Verbindung;  aber 
unter  den  unendlich  vielen  links  und  rechts  gewundenen  Schrau- 
benlinien ist  nur  eine  die  kürzeste  Linie  zwischen  A  und  B^ 
diejenige  nämlich,  welche  von  Ä  bis  B  nicht  mehr  als  einen 
halben  Ghing  zurücklegt. 

Der  Name  der  geodätischen  Linie  rührt  daher,  dass  eine 
Linie,  welche  auf  der  mathematischen  Erdoberfläche  (abgeplat- 
tetes Rotationsellipsoid)  nach  dem  üblichen  Verfahren  in  relativ 
kurzen  Absätzen  abgesteckt  würde,  die  Eigenschaften  aufwiese^ 
welche  das  Wesen  einer  geodätischen  Linie  in  mathematischem 
Sinne  ausmachen. 
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Berichtigungen. 

S.    19,  17.  Z.  y.  o.  ist  im  Nenner  von  o,  der  Goefficient  2  zu  streichen. 

„    28  yertausche  man  in  den  zwei  letzten  Zeilen  a  und  x  unter  einander. 

„    81,  1.  Z.  y.  o.  lese  man  „als**  statt  „also". 

„    61,  2.  Z.  y.  u.  ist  (12)  fär  (12)  zu  setzen. 

„    85,  2.  Z.  V.  0.  ist  42.  statt  4L  zu  setzen. 

„  188,  14.  Z.  y.  u.  sind  rechts  yom  üngleichheitszeichen  die  yerücalen 

Striche  als  überflüssig  zu  streichen. 
„  198  ersetze  man  die  linke  Seite  der  Gleich.  (20)  durch  f{x  +  h). 
„  226,  8.  Z.  y.  u.  lese  man  8  statt  8. 
„  261,  4.  Z.  y.  u.  lese  man  f  "(a)  >  0  statt  f\ä)  >  0. 
„  297,  letzte  Z.  y.  u.  lese  man  „Gleichungen**  statt  „Gleichung**. 
„  864  lese  man  8.  Z.  y.  o.  bei  dem  dritten  y"  im  Zähler  x*  -{'  S  statt 

X*  -\-  2  und  streiche  18.  Z.  y.  o.  die  Nummer  50. 
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